IV. Calki funkcji wielu zmiennych

IV.1. Obliczy¢ pochodne czastkowe po wszystkich zmiennych
222 — 3oy +y?

2 2
a) W(z,y) =z*+ay+y f) flx,y,2) = 2
x Ty

b) W(z,y) = 2* — 42%y* + 2y*

) W(z,y,2) = 23y + 32%y* — ay® g) f(2,y,2) = (zy + 2z) In(2? + y* + 2?)

d) W(z,y,2) = ' + 32y — 20y + day® —y° h) f(z,y,2) = sin(zy) cos(xz) sin(zy)
22— o2

) o) = iy i) £(2,.2) = te(ey) cre(y?)

| =

IV.2. Wyznaczyé pochodna kierunkowa grad f(A) - funkcji f w punkcie A w kierunku wektora d.

=N

a) f(z,y) = 22? — 5zy + 3y? w punkcie A = (1,1) w kierunku @ = [—1,1]

b) f(x,y,2) = 2%y + 3zy — 22y> w punkcie A = (1,1,—1) w kierunku @ = [—1, 1, 0]

2 2
c) flz,y) = x\—/l—% w punkcie A = (—1,2) w kierunku @ = [1, —1]
e +y

“*=v"==" w punkcie A = (1,2, 1) w kierunku @ = [~1,1, —1]

d) f(z,y,2) =ayze™
IV.3. Obliczyé¢ dywergencje i rotacje pol wektorowych
a) F(z,y) = [22 + 42, 2zy] ¢) H(z,y,z) = [sin(yz), cos(zz), sin(zy)]
b) G(z,y,2) = [zy, yz, zx] d) F(z,y) = [2sin(3z + 2y), 3 cos(2z — 3y)].
IV.4. Niech ¥ = z€] + yé> + 2€3 oznacza wektor polozenia w przestrzeni oraz @ = a1€1 + as€2 + az€3 bedzie
stalym wektorem w przestrzeni (jego wspélrzedne nie zaleza od zmiennych przestrzennych). Obliczy¢

div# d 2 1
a) div 7 e) grad |7 h) gradW‘TQ
b) div(@
) div(a@ x 7) f) grad (@-7) . de,am
c) rot 7 i) gra T
) radi
®) grad §) grad (72 n [7)

d) rot(@ x 7)

IV.5. Podaé¢ parametryzacje podanego obszaru 2D w zmiennych biegunowych

a) pierscienia {(z,y) : 72 < 22 +y? < R?},

b) wycinka kota {(z,y) : 22 +y* < 4, H<y< V3z,x > 0},

c) wycinka kota {(z,y) : 22 +¢y? <9, —y <z <y},

d) kota {(z,y) : (x —1)2 +4> < 1}.
IV.6. Podaé¢ parametryzacje podanego obszaru 3D w nowych zmiennych
a) wydrazonej centralnie kuli {(z,y,2) : R? < 22+ y? + 2? < R3} w zmiennych kulistych,

b) wydrazonego centralnie walca {(z,y,2) : R? < 22 + 3% < R2, 0 < 2z < H} w zmiennych walcowych,

c) potkuli {(x,y,2) : 2% +y? + 22 <4, x > 0} w zmiennych kulistych,

d) stozka {(z,y,2) : 22 +y? < (2 — 3)%, 0 < 2 < 3} w zmiennych walcowych,
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e) stozka parabolicznego {(z,y,2) : 22 +y* + 2 < 4, 0 < z < 4} w zmiennych walcowych,

f) wydrazonego walca Scietego o wysokos$ci H

2
{@y2) Ri<a®+y? <R S+ <1 0<:<H]
2

IV.7. Zmienié¢ porzadek catkowania w catkach iterowanych. Naszkicowaé obszar catkowania

a) /2 7 flz,y dy c) /1[ 1/_12f(x,y)dy}dx,
1 T -1 0
1 VY 0o v’

b) [ [ [ fevpdo]ay, W [ [ s ay
0 Yy -1 —y

IV.8. Zmieniajac porzadek calkowania w calkach iterowanych zapisa¢ je w postaci jednej caltki podwdjnej

/1 /fwydy dw+ [/f(%y)dy}dm

(3—x)/2

)/1 7f (z ydy dw-i—j / (z y)dy}d:c.

0

——

IV.9. Obliczy¢ calki iterowane

a T 4 2z Iny

a) /[/dy}dm, / /

0 0 2 T

e’ dm} dy

o
~—
H\M
—
o

IV.10. Obliczy¢ catki podwdjne po podanych prostokatach

3 [[ avdzdy. P={@y)0<z<10<y<2)
b)/P\/a?ydxdy, P={(ry): 0<z<a,0<y<b},

c) //P:csinydxdy, P={(z,y) : 1<2<2,0<y<7/2},
)//Pe‘r+ydxdy, P={(z,y) : 0<2<1,0<y<1},

dmdy
z,y) : 3< e <4, 1<y<2},
o [ 5t Pl y<2)

2
x
f ¥ drdy, P= L 0<r<1,0<y<1}.
>//Pl+y2my, (g 0<z<L0<y<1)
IV.11. Obliczy¢ caltke / / (z + 2y)dxdy, gdzie
s

a) S jest prostokatem P = {(z,y) : 0 < <1,0<y <2},
b) S jest prostokatem P = {(z,y) : -1 <x <1, 1<y<2},

c) S jest trojkatem A ={(z,y) : 0< 2 <2,0<y<2—uz},
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d) S jest obszarem S = {(z,y) : —4 <z <4,0<y<2-— ta?},
e) S jest wycinkiem kota O = {(z,y) : 2>+ 9% <1, 2 <y < V3z}.

IV.12. Obliczy¢ catke // 2?ydxdy, gdzie
s

a) S jest prostokatem P = {(z,y) : 0 <z < 1,0 <y <2},

b) S jest prostokatem P = {(z,y) : —1<z<1,1<y<2},

c) S jest trojkatem A = {(z,y) : 0<z<2,0<y<2—2x},

d) S jest obszarem S = {(z,y) : —4 <z <4,0<y<2-— ta?},

e) S jest wycinkiem kota O = {(z,y) : 22+ 9% <1, 2 <y < V3z}.
IV.13. Calki podwojne przeksztalcié na calki w zmiennych biegunowych

1—x2 R2_2

2) /1 | [ )i, /R

C)/ VR? —2? —y?dS, D={(z,y) : 2* +y* < Ra}.
D

f@® + yQ)dy} da,

o

IV.14. Obliczy¢ catke // In(2? + y?)dady, gdzie S jest pierécieniem O = {(z,7) : R? < 2% +y* < R3}.
s

IV.15. Obliczy¢ calke // e_””z_yzdﬂcdy7 gdzie S jest kotem K = {(z,y) : 2® +y? < R?}. Jaki bedzie wynik,
s
przy R — oco?

IV.16. Obliczy¢ catki podwdjne po podanym obszarze

a) // w3y’dedy, D ={(z,y) : 2> +y*> < R?},
D

) [ @ sy, D={z) s 0<s <1 i<y <),
D

C) // v17£27y2d$dy, D:{(Z,y)1’2+y2<1,l‘>0,y>0},
D

Q) [[ costa+y)dody, D={(z.) : 0<y <7y <),
D

IV.17. Obliczy¢ potrdjne calki iterowane

1 2 3
)0/{0/ O/x23dzdy

o\
O\w

/x+y+z dz dy}d
0

TYz dz] dy] dz,

o\@
o\&.
o\

1
d) / / / dz dy daz uzywajac zmiennych walcowych,
0 Vi—zz O

—V/1-22
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R \/W R2—x2—y2
e) / [ / [ / (2 + yQ)dz} dy} dz uzywajac zmiennych kulistych.

I 5
///Q (z + 1)?;%;(2 +1)7

IV.18. Obliczy¢ catke
gdzie Q jest prostopadloscianem P = {(z,y,2) : 0 <z <1,0<y<2,0< z < 3}.

///Q(m +y)zdxdydz,

gdzie Q jest fragmentem kuli K = {(z,y,2) : 22+ 32> +22<1,2 >0,y >0,z > 0}.

IV.19. Obliczy¢ catke

dl 1
IV.20. Obliczy¢ calke krzywoliniowsa, / ——, gdzie v jest odcinkiem prostej y = 2%~ 2 zawartym pomiedzy
T Y
punktami A = (0,—-2) i B = (4,0).

IV.21. Obliczy¢ catke krzywoliniowa / zy dl, gdzie v jest
2l

a) obwodem prostokata utworzonego przez proste x =0,y =0, x =4, y = 4,

2 2

. . x Yy
b) tukiem elipsy el + 2

=1 lezacym w I ¢éwiartce,

~—

¢) obwodem prostokata P = {(z,y) : |z|+ |y| = a, a > 0}.

IV.22. Obliczy¢ calke krzywoliniowa [ (z* 4 y?)dl, gdzie v jest odcinkiem laczacym punkty A = (a,a) oraz

B = (b,b).

S~

IV.23. Obliczy¢ catke krzywoliniowa [ ydl, gdzie ~ jest tukiem paraboli y? = 2px rozpoczynajacym sie w jej

T

~
wierzchotku W = (0, 0) i koficzacym w dowolnym punkcie na paraboli K = (2o, yo)-

IV.24. Obliczy¢ calke krzywoliniowa [ (z? +y*)™ dl, gdzie 7 jest okregiem ~(t) = [Rcost, Rsint], t € [0, 27].

S~

IV.25. Obliczy¢ dlugosé linii tancuchowej y = a cosh (E) pomiedzy x = 0 oraz = = a.
a
IV.26. Obliczy¢ dlugo$é tuku paraboli y? = 2px rozpoczynajacym sie w jej wierzchotku W = (0,0) i koficzacym

w dowolnym punkcie na paraboli K = (xq,yo)-
Wskazowka: Catkujac po y wykorzystaé¢ wzor

1
/\/y2 +pPdy = §(y\/y2 +p? 47 In(y + Vy? +p2)) :
IV.27. Obliczy¢ calke // (z + 2x 4+ 4y/3)dS, gdzie S jest czedcia plaszezyzny ©/2 + y/3 + z/4 = 1 znajdujaca
S
sie w I oktancie uktadu wspdtrzednych (z > 0, y > 0, z > 0). Naszkicowaé obszar catkowania!

IV.28. Obliczy¢ catke // xyzdS, gdzie S jest czescia plaszczyzny x + y + 2z = 1 znajdujaca sie w I oktancie
s
ukladu wspélrzednych (z > 0, y > 0, z > 0). Naszkicowaé obszar catkowanial

IV.29. Uzywajac zmiennych sferycznych obliczyé¢ catke / / xdS, gdzie K jest czecia powierzchni kuli 22 +
K
y? + 22 = R? znajdujaca sie w I oktancie uktadu wspéirzednych.

IV.30. Uzywajac zmiennych sferycznych obliczy¢ catke / / ydS, gdzie K jest gérng polsferg 22 +y2 422 = R2.
K
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ds
IV.31. Uzywajac zmiennych cylindrycznych obliczy¢ catke / / —» gdzie C jest powierzchnia boczna walca
c T
22 + 32 = R? ograniczona plaszczyznami z = 0 oraz z = H, a r jest odlegloécia punktu powierzchni walca od
poczatku uktadu wspoétrzednych.
. . . . ’ dS . . 2 2 2 2 .
IV.32. Uzywajac zmiennych sferycznych obliczy¢ catke —-, gdzie S jest sfera x° + y= + 27 = R*, a 1 jest
sT

odlegloécig punktu sfery od ustalonego punktu na zewnatrz niej i odleglego od jej érodka o a > R.

IV.33. Krazeniem pola wektorowego F (z,y) wzdluz plaskiej krzywej v (lezacej w plaszczyznie XY) zoriento-
wanej jednostkowym wektorem stycznym t(x,y) nazywamy catke

—

/ﬁ(w,y)t(m,y)dl:/Fw(x,y)dm+Fy(x7y)dy

a) Obliczy¢ krazenie pola F = [y, —z] wzdluz dodatniego kierunku elipsy ~(t) = [a cost, bsint], ¢ € [0, 27].
b) Do obliczenia krazenia wykorzysta¢ Tw. Greena.

IV.34. Stosujac wzér Greena przeksztalci¢ calke krzywoliniowa na catke powierzchniowa po obszarze ograniczo-
nym przez L.

) § 0= at)ydo +a(l+ )y
b) f;(xy+z+y)dx+(xy+zfy)dy

IV.35. Obliczy¢ catke krzywoliniowg, / 2zyde + x2dy, gdzie v jest
¥

a) odcinkiem laczacym punkty A = (0,0) oraz B(1,1),

2 rozpoczynajacym sie w jej wierzchotku W = (0,0) i konczacym w B = (1, 1),

b) tukiem paraboli y = z
¢) tukiem dowolnej krzywej potegowej y = 2%, a > 0, rozpoczynajacym sie w A = (0,0) i konczacym w
B = (1,1). Czy wynik zalezy od parametru «?

IV.36. Obliczy¢ catke krzywoliniowa /(x — y?)dx + 2xydy, gdzie v jest
v

a) odcinkiem laczacym punkty A = (0,0) oraz B(1,1),

2 rozpoczynajacym sie w jej wierzchotku W = (0,0) i koficzacym w B = (1,1),

b) tukiem paraboli y = x
¢) lukiem dowolnej krzywej potegowej y = z%, a > 0, rozpoczynajacym sie w A = (0,0) i konczacym w
B = (1,1). Czy wynik zalezy od parametru a?

IV.37. Obliczy¢ calke krzywoliniowg /(a:2 —2zy)dx+(2xy+y?)dy, gdzie  jest parabola y(t) = [t, V1], t € [1,4].
2.

IV.38. Obliczy¢ calke krzywoliniows /dex + 2%dy, gdzie v jest pélokregiem ~(t) = [Rcost, Rsint], t € [0, 7).
v

IV.39. Obliczy¢ catke krzywoliniowa /(x —y)dz + (z + y)dy, gdzie v jest polowa elipsy y(t) = [acost, bsint],
¥
t € [0,

dr — xd
IV.40. Obliczy¢ krazenie / yer — 14y po okregu o promieniu R i $rodku w poczatku uktadu.

. $2+y2

IV.41. Obliczy¢ catke / —z cos ydx + ysin xdy po odcinku laczacym punkty (0,0) oraz (m,27).
v
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IV.42. Strumieniem pola wektorowego F (x,y,2) przez powierzchnie S zorientowana wektorami normalnymi
fi(x,y, z) nazywamy catke

// F(z,y,2) - ii(z,y, 2)dS = // Fo(z,y, 2)dydz + Fy(x,y, z)dedz + F.(z,y, 2)dzdy
S s

a) Obliczy¢ strumiefr pola ¥ = [z, y, z] przez dodatnio zorientowana powierzchnie szescianu ograniczonego
plaszczyznami x =0,y =0,2=0,z =2,y =2, 2 = 2.

b) Obliczy¢ ten strumien z wykorzystaniem tw. Gaussa—Ostrogradskiego.

IV.43.

a) Obliczy¢ strumien / / 2?dydz + y*dzdz + 22dxdy przez dodatnio zorientowana powierzchnie sze$cianu
s

ograniczonego plaszczyznami z =0,y=0,z=0,z2=1,y=1,z=1.

b) Obliczy¢ te caltke z wykorzystaniem tw. Gaussa—Ostrogradskiego.

IV.44. Obliczy¢ catke powierzchniowa / / 22y z dxdy po dodatniej stronie gérnej pélsfery x2? 4+ y2 + 22 = R2.
s
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