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Modelowanie symbiozy



Model Lotki - Volterry

Jest to pierwszy historycznie model opisujgcy oddziatywania dwdch populacji w ekosystemie.
Dotyczy on uktadu drapieznik — ofiara i zostat zaproponowany réwnolegle, jako model populacyjny
przez Vito Volterre oraz jako model faficucha reakcji biochemicznych przez Alfreda Lotke. Volterra
zaproponowat ten model w celu wyjasnienia pewnego, zdawatoby sie paradoksalnego zjawiska, ktére
zostato zaobserwowane po | wojnie Swiatowej. Po ustaniu dziatan wojennych, kiedy ludzie na powrét
zajeli sie uprawianiem swoich zawoddw, rybacy odkryli, ze populacja ryb drapieznych w Adriatyku
zwiekszyta sie. Uznano to za paradoks, gdyz zdawatoby sie, ze wszystkie gatunki powinny ucierpie¢ w
wyniku dziatan wojennych. Volterra na bazie swojego modelu wykazat, ze wzrost liczebnosci
drapieznikéw byt catkiem naturalny, poniewaz w czasie wojny zaprzestano potowdw i dzieki temu
populacja drapieznikdw mogta wrdci¢ do stanu naturalnego. Co wiecej, model ten odzwierciedla
znane w ekologii prawo zachowania srednich, ktére méwi, ze w naturalnych siedliskach zmiany
liczebnosci populacji w czasie zachodzg tak, ze zachowana zostaje liczebnos$é srednia.

Zaktadamy, ze w ekosystemie wystepujg dwa gatunki P4 i P,, przy czym osobniki drugiego
gatunku stanowig pozywienie osobnikdw pierwszego gatunku, czyli drapieznikéw. Jesli nie ma
drapieznikéw, to gatunek P, ma bardzo dobre warunki i moze sie rozwija¢, podlegajac prawu
Malthusa ze wspodtczynnikiem rozrodczosci r > 0. Natomiast drapiezniki, jesli nie ma ofiar, to nie maja,
co jes¢, wiec ging z gtodu. Jesli w Srodowisku sg osobniki obu gatunkdw, to drapiezniki polujg na
ofiary. Zaktadamy, ze polowanie jest mozliwe tylko w przypadku bezposredniego kontaktu, osobniki
poruszajg sie losowo, zatem liczba kontaktow jest proporcjonalna do liczebnosci obu gatunkow.
Zauwazmy, ze w takiej sytuacji dla pojedynczego drapieznika mamy odpowiedz funkcjonalna Hollinga
typu |. W zwigzku z polowaniem ubywa osobnikéw gatunku P,, proporcjonalnie do liczby spotkan, a
wspotczynnik proporcjonalnosci odzwierciedla skutecznosé drapieznika. Po upolowaniu ofiary
drapieznik zyskuje energie, ktdrej czes¢ przeznacza na rozmnazanie.

Niech P(t) oznacza zageszczenie drapieznikow, a V (t) — zageszczenie ofiar. Na podstawie
powyzszego modelu heurystycznego zapiszemy uktad réwnan rézniczkowych dynamiki obu populacji:

{ V=1V —aVP

. (1.1)
P = —sP+abVP

gdzie dla uproszczenia zapisu pomijamy zmienna niezalezna t. Poszczegdlne sktadniki uktadu maja
nastepujaca interpretacje:

e rVi —sP opisujg wewnetrzng dynamike odpowiednio gatunku Po i Pd, r jest wspdtczynnikiem
rozrodczosci ofiar, a s — wspdtczynnikiem $miertelnosci drapieznikow;

e aV P odzwierciedla liczbe losowych spotkan osobnikdw obu gatunkow, a jest
wspotczynnikiem skutecznosci polowania, sktadnik ten interpretujemy takze jako biomase
upolowanych ofiar;

e wspodtczynnik b odzwierciedla czes¢ upolowanej biomasy, ktdra gatunek P4 przeznacza na
reprodukcje.
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Rysunek 1 - Przyktadowe rozwigzanie podstawowego modelu Lotki-Volterry.

Zauwazmy, ze jesli odtawiamy ryby, to zaktadajac jednakowa intensywnos¢ odtowu dla obu
populacji P, i P4, otrzymamy nastepujgcg modyfikacje uktadu (1.1):

{ V=0-y)V-alP (1.2)

P=—(s+y)P+abVP

gdzie y oznacza wspétczynnik odtowu. Zauwazmy dalej, ze aby populacja ofiar nie wygineta, musimy
dokonywaé odtowéw w sposéb sensowny, tak by y < r. Jesli towimy zbyt duzo, y >r,to V <0 dla
wszystkich t i populacja ginie. Natomiast gdy y <, to uktad (1.2) ma doktadnie taka sama postac jak
(1.2).

20 -
— Qary -V({)
— Driapiezniki - P(t)

T T 7 T T T T T T T T T
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Rysunek 2 - Przyktadowe rozwigzanie modelu Lotki-Volterry z uwzglednieniem odtawiania obydwdch populaciji.



Model drapieznik - ofiara

Z ograniczona pojemnoscia Srodowiska dla ofiar

W modelu Lotki — Volterry zostaty pominiete rézne istotne czynniki, gdyz w zamysle Volterry taki
model powinien by¢ mozliwie najprostszy. W szczegdlnosci wewnetrzna dynamika populacji ofiar
zostata zbudowana w oparciu o0 model Malthusa zaktadajacy nieograniczono$¢ pojemnosci
Srodowiska dla tego gatunku, co przy niewielkiej liczebno$ci drapieznikéw prowadzi do gwattownego
wzrostu populacji ofiar i przyczynia sie do okresowosci rozwigzan. Zatézmy wiec, ze wewnetrzna
dynamika gatunku Po rzadzi sie innymi prawami, w szczegdlnosci liczebnos¢ tej populacji jest
ograniczona przez pojemnosc¢ srodowiska. Najprostszym znanym nam modelem opisujgcym taka
dynamike jest rdwnanie logistyczne. Wobec tego, przy oznaczeniach wprowadzonych w wyjsciowym
modelu Lotki — Volterry, model z ograniczona pojemnoscig Srodowiska dla ofiar mozemy opisac
nastepujgcym uktadem réownan

{VzrV(l—%)—aVP o)

P = —sP+abVP

gdzie K oznacza pojemno$¢ sSrodowiska.
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Rysunek 3 - Przyktadowe rozwigzanie modelu Lotki-Volterry z uwzglednieniem ograniczonej pojemnosci ofiar w
Srodowisku.



Model z kryjowkami dla ofiar

W modelu tym przyjemy zatozenie, ze czesc¢ ofiar jest stale niedostepna dla drapieznikéw — w
srodowisku wystepuje pewna liczba kryjéwek, w ktérych moze sie schowac okreslona liczba ofiar.
Niech liczba ofiar, ktéra moze sie schowad przed drapieznikiem wynosi K. Jesli zatem w chwili
poczatkowej t = 0 liczebnos$¢ catkowita ofiar V(t) nie przekracza K, to wszystkie ofiary chowajg sie
przed drapieznikami i drapiezniki nie sg w stanie nic upolowa¢. W takiej sytuacji liczebnos¢ ofiar
rosnie i w pewnym momencie przekracza K — dopiero wtedy mozemy moéwic o wtasciwym uktadzie
drapieznik — ofiara i zastosowac¢ odpowiedni model. W modelu tym zaktadamy, ze liczba ofiar
dostepnych dla drapieznikéw wynosi V - K, V > K, zatem tylko takie ofiary mogg zosta¢ upolowane i
wplynaé na rozwéj populacji drapieznikdw. Wyjsciowy model Lotki — Volterry przyjmuje przy takim
zatozeniu postad:

{ V=1rV-—alV-K)P (3.1)

P = —sP +ab(V —K)P

przy czym parametry r, a, s, b maja takie same znaczenie jak dla uktadu (1.1), natomiast K oznacza tu
liczbe kryjowek (w odrdznieniu od typowego oznaczenia pojemnosci Srodowiska).
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Rysunek 4 - Przyktadowe rozwigzanie modelu Lotki-Volterry z uwzglednieniem kryjéwek dla ofiar.



Uklad konkurujacych gatunkow
Jak poprzednio zaktadamy, ze w Srodowisku wystepujg dwa gatunki P, i P,, ale tym razem
osobniki tych gatunkéw konkurujg ze sobg o zasoby srodowiska. Poniewaz gatunki konkurujg ze sobg,
to nie wida¢ powodu do wyrdzniania ktéregokolwiek z nich, zatem opis powinien by¢ symetryczny —
jesli zamienimy te gatunki i nazwiemy gatunek Pi (i = 1, 2) gatunkiem Pj (j = 2, 1) i na odwrdt, to uktad
powinien pozostac¢ taki sam.

Jesli w Srodowisku wystepuje tylko jeden z tych gatunkow, to jego zageszczenie N;(t) w chwili
t opisuje réwnanie:

. N;

N; = ;N; (1 — E)
gdzie r; oznacza wspodtczynnik rozrodczosci netto dla gatunku P;, zas K; — pojemnosé srodowiska dla
tego gatunku. Oczywiscie zatozenie ograniczonej pojemnosci Srodowiska implikuje tez wystepowanie
konkurencji miedzy osobnikami tego samego gatunku. Te konkurencje nazywamy w tym kontekscie
konkurencja wewnatrzgatunkowa lub krécej — konkurencja wewnetrzna. Oprdcz tego mamy tez do
czynienia z konkurencja zewnatrzgatunkowa, albo konkurencja zewnetrzna, ktéra opisujemy
podobnie do konkurencji wewnetrznej. Zaktadamy wiec, ze osobniki konkurujg ze sobg w trakcie
spotkan miedzy dwoma osobnikami réznego gatunku i liczba tych spotkan jest proporcjonalna do
liczebnosci kazdego z gatunkow P;, i =1, 2. Wobec tego sktadnik konkurencji zewnetrznej w obu
rownaniach uktadu jest proporcjonalny do N;(t)N(t).

Ostatecznie otrzymujemy dwéch uktad réwnan:

N, =r N (1 - % — a2 %)

1 2
) N, N, (4.1)
NZ == TZNZ (1 - K_z - a21 K_l)

gdzie a;; s wspofczynnikami konkurencji zewnetrznej, przy czym dla uproszczenia obliczen
zwigzanych z uktadem (4.1) wspoétczynnik ten odnosi sie do liczebnosci populacji P; w stosunku do jej
pojemnosci sSrodowiska.
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Rysunek 5 - Przyktadowe rozwigzanie modelu Lotki-Volterry dla uktadu konkurujacych gatunkow.



Modelowanie symbiozy

Kolejnym typem oddziatywan wystepujacych miedzy dwoma gatunkami P1, P2 jest symbioza.
Analogicznie jak w przypadku modelu konkurujgcych gatunkéw budujgc model heurystyczny
zaktadamy, ze wewnetrzna dynamike kazdego z gatunkdw mozna opisa¢ za pomocg modelu
logistycznego, ze wzgledu na ograniczona pojemnos¢ srodowiska, a co za tym idzie — wystepowanie
konkurencji wewnatrzgatunkowej. Oddziatywania miedzygatunkowe pojawiajg sie oczywiscie wtedy,
gdy spotykajg sie osobniki roznych gatunkéw i — ponownie podobnie do poprzednich przypadkéw —
zaktada sie, ze wptyw tych oddziatywan na dynamike kazdego z gatunkdw zalezy od liczby spotkan
miedzy osobnikami gatunkéw P, oraz P..

Niech N;(t) oznaczajg liczbe osobnikéw (zageszczenia) gatunkéw P, i =1, 2. Ukfad
symbiotyczny mozemy opisac za pomoca nastepujacych réwnan

. N.
N1 = T1N1 (1 - K_i + blZNZ) ( )
51

Ny =10 (1- ’Ij—z + byuMy )

gdzie tradycyjnie r; oznacza wspdtczynnik rozrodczosci gatunku i, pojemnosci srodowiska dla danego
gatunku oznaczamy Ki, natomiast bij opisuje site wptywu oddziatywan symbiotycznych dla gatunku i
w symbiozie z gatunkiem j.
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Rysunek 6 - Przyktadowe rozwigzanie modelu Lotki-Volterry dla uktadu gatunkéw zyjacych w symbiozie.



