Projekt: Rownanie Malthusa

Zaimplementowany przeze mnie model Malthusa jest najprostszym
przypadkiem modelu opisujgcego rozrost populacji.

Zaktadam, ze opisywana populacja ma w danym siedlisku bardzo dobre
warunki rozwoju, nieograniczony dostep do pozywienia itd.

Aby maksymalnie uprosci¢ zaktadam, ze osobniki w danej populacji sg
roztozone réwnomiernie w przestrzeni, tak aby mdc analizowacd tylko
zaleznos¢ od czasu, pomijajac zaleznos¢ od przestrzeni.

Moja aplikacja rozwigzuje problem pierwotnej wartosci nieliniowej
rownosci rozniczkowej pierwszego rzedu, ktéry modeluje wzrost populacji
organizmdw o pewnej szybkosci wzrostu i ilosci osobnikéw.

Réwnanie rozniczkowe, ktére ma byc rozwigzane, jest proste:

P'(t) = rP(t) P(t) = P, 2< Py<N

e P(t) - iloé¢ osobnikéw populacji w czasie t

e r — parametr rozrodczosci (ilos¢ urodzin nowych osobnikéw w
jednostce czasu, przy jednoczesnie zerowej Smiertelnosci)

e N - maksymalna ilo$¢ osobnikdéw populacji dla danych ograniczen,
Ograniczeniami mogg by¢ np.: okreslona ilos¢ pozywienia,
okreslona wielkos¢ obszaru dla danej populacji

Warto zauwazy¢, ze granica P (t) wynosi N.

W aplikacji przyjatem, ze r przyjmuje wartosci od 0,1 do 0,9 w krokach
0,1 i N zmienia sie od 25 do 100 w odstepach 25.

Réwnanie rdozniczkowe jest numerycznie rozwigzane przy pomocy
algorytmu Rungego-Kutty czwartego rzedu:

Yir1 = Vit 55 (7k0 + 32k, + 12k + 32k, + 7ks)h

Gdzie:
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Dokladny opis:

Przyjmuje, ze populacja jest jednorodna, skfada sie z genetycznie
identycznych osobnikdow rozmnazajacych sie partenogenetycznie.
Osobnik rodzi sie w petni uksztattowany i zdolny do rozrodu.

Kazdy osobnik wydaje potomstwo co T jednostek czasu, gdzie T jest
ustalone i jednakowe dla wszystkich jednostek populaciji.

Za kazdym razem jeden osobnik ma n osobnikdéw potomnych.

Zatdzmy zatem, ze znamy liczebnos¢ P(t) w pewnej ustalonej chwili t i
chcemy obliczy¢ P(t+At) po uptywie czasu At.

Zauwazmy, ze W przedziale czasu (t+At) jest % momentow rozmnazania.

Kazdy rodzic ma w tym przedziale czasu sSrednio %n potomkéw. Liczba
osobnikéw w chwili t wynosi P(t), w taki razie przyrost liczebnosci
mozemy przyblizy¢ rownaniem:
At
P(t+At) — P(t) = 7nP(t)

Dzielgc stronami przez At i przechodzgc do granicy otrzymamy:
im M FAD — PO _ iP(::) - Zp
At At dt T
Przyjmijmy oznaczenia %P(t) = P(t), ;r i przepiszmy réwnanie do postaci:
P'(t) =rP(t)

Whnioski:

Zgodnie z modelem wyktadniczego rozwoju pojedynczej populacji
populacja, ktéra nie ma przeszkdd rozwija sie ze wzrostem wyktadniczym
powodujac coraz szybsze przybywanie nowych osobnikow.

Jednak taka tendencja nie trwa w nieskonczonosc.

Zakfadajac, ze dane srodowisko moze pomiescic¢ lub wyzywic¢ ograniczong
do N ilos¢ osobnikdéw gwattowny wzrost populacji musi by¢ zahamowany,
gdy osiggnie ona liczbe osobnikéw bliskg N.

Tak doktadnie sie dzieje, wzrost najpierw drastycznie maleje po czym
praktycznie przechodzi w funkcje statg utrzymujac sie na poziomie
maksymalnej ilosci osobnikéw jaka moze zy¢ w danym srodowisku.

Zatozenia tego modelu mozna potwierdzi¢ wykresem zaleznosci ilosci

osobnikéw od kolejnych populacji nastepujacych po sobie. Wyliczenia,

ktére postuzyty do jego nakreslenia jednoznacznie wykazujg zaleznos¢:
2< Py <N

Populacja nie przekracza nigdy maksymalnej ilosci dla danego Srodowiska.



Z wykresu mozemy odczytaé coraz szybszy wzrost populacji oraz moment
czasu, w ktérym populacja osigga maksimum dla sSrodowiska i przestaje
rosnac.
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Wykres 1. Wzrostu liczebnosci populacji w jednostkach czasu dla r=0,1 i N=100

Na wykresie wida¢ jak populacja rosnie wyktadniczo z postepem czasu,
liczebnos¢ populacji ro$nie zgodnie z niskgq wartoscig wspotczynnika
rozrodnosci r.
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Wykres 2. Wzrostu liczebnosci populacji w jednostkach czasu dla r=0,9 i N=100

Liczebnos$¢ tej populacji rosnie zgodnie ze wzrostem wyktadniczym dla
najwiekszej mozliwej wartosci wspotczynnika rozrodnosci r. Jak wida¢ w
momencie osiggniecia maksimum osobnikéw N Srodowisko sie nasyca i
rozwadj liczebnosci populacji jest gwattownie zahamowany. Populacja nie
ma mozliwosci dalszego rozwoju poprzez ograniczenie srodowiska, ktérym
moze by¢ np.: ograniczenie przestrzenne.



