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Wstep

Roéwnania rézniczkowe sa wazna czescia matematyki. Wykorzystuje sie
je do rozwazania wielu zagadnienn i maja wiele praktycznych zastosowar.
Wiekszo$¢ modeli matematycznych jest opisywanych wtasnie dzieki nim. Sa
obecne w fizyce, chemii, biologii, czy medycynie.

Modelowanie polega na opisaniu pewnego zjawiska najczedciej uktadem
rownan, przy pewnych zatozeniach. W celu weryfikacji modelu, sprawdza
sie rozwiazania uktadu dla konkretnych danych eksperymentalnych. Oczy-
wiscie, aby model byt poprawny musimy mie¢ do czynienia z jednoznaczno-
Scig rozwiazania. Wykorzystujac modele matematyczne, mozemy na pod-
stawie danych wielko$ci poczatkowych przewidzieé¢ dalszy przebieg badanego
zjawiska.

Wyréznia sie dwa zasadnicze podejscia do modelowania: dyskretne i ciggte.
Dyskretne, wtedy gdy posiadamy wiedze na temat badanych wielkosci w zada-
nym odstepie czasu - np. co 5 minut i w celu zbadania kolejnego wyniku
bierzemy pod uwage poprzedni lub wszystkie poprzednie. Nie interesuje nas,
co dziato sie miedzy kolejnymi jednostkami czasu. Model ciaglty rézni sie od
dyskretnego wtasnie tym, ze wiemy, jak zachowuje sie dana zmienna w sposéb
ciagty. W kazdej chwili jesteSmy w stanie odpowiedzie¢ na pytanie, co si¢
stanie w dowolnym czasie. Z reguly, nasza wiedza wynikajaca z doswiadczen
ma charakter dyskretny. Istnieja jednak sposoby przechodzenia od jednego
podejscia do drugiego.

W dalszej czesci omoéwie dwa modele populacyjne i dwa modele epidemi-
ologiczne opisane réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi.



Rozdzial 1

Jednowymiarowe modele wzrostu
populacji

1.1 Ro6wnanie Malthusa

Malthus zaproponowatl w 1798 roku model wzrostu populacji, zauwaza-
jac, ze liczba ludno$ci na Swiecie rosnie geometrycznie, a zasoby zywnosci
arytmetycznie. W takiej styuacji, jak mozna sie domysli¢, tatwo rozpatry-
waé nasz model w podejsciu dyskretnym, jednak zajmiemy sie podejsciem
cigglym. Dla uproszczenia przyjmujemy zalozenia:!

e rozpatrujemy tylko jeden gatunek, ktory ma nieograniczone mozliwosci
zywieniowe, ponadto populacja jest jednorodna

e obserwujemy tylko wzrost populacji, wiec osobniki nie umieraja

Po przejsciu od modelu dyskretnego do ciagltego otrzymujemy réwnanie:

o' (t) = uz(t) (1.1)

gdzie u jest wspolczynnikiem rozrodczosci (oczywiscie u>0).
Rozwiagzaniem tego réwnania jest:

z(t) = xoe™ (1.2)

Na podstawie |2, U. Forys, str. 28-36]
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gdzie g jest poczatkowa wielkoscia populacji. Rozwigzanie, jak wida¢, bie-
gnie do nieskoriczonosci w czasie, czyli wielkos¢ populacji musiataby wzrastac
do nieskoriczonoéci, a to, jak wiadomo, jest niemozliwe. Istnieja populacje,
ktore w pewnych okresach wykazuja wzrost, ktory mozna opisa¢ rownaniem
1.1.

Mozemy lekko zmodyfikowaé nasz model uwzgledniajac Smiertelnos¢. Nadal
populacja jest jednorodna. Przyjmujac oznaczenia:

e u —wskaznik urodzen,
e 7z — wskaznik zgonéw

dostajemy réwnanie:

2 (t) = kx(t) (1.3)

gdzie k jest wspotczynnikiem wzrostu okreslonym jako k= u-z. Rozwiazujac
to réwnanie, otrzymujemy wyktadnicze prawo wzrostu:

x(t) = cet (1.4)

gdzie c jest stata. Otrzymalismy bardzo podobne rozwiazanie jak poprzednio.
Jego zachowanie zalezy od wielkosci k.

Wielkosé k | Opis

k>0 Rozrodczos¢  przewyzsza  Smiertel-
nosc¢. Wielko$é populacji wzrasta
wyktadniczo, podobnie jak w modelu
Malthusa. Nastapia tylko zmiany
ilociowe w poréwnaniu z wyjsciowym

modelem.

k=0 Smiertelno$¢ réwnowazy rozrodczo$é.
Populacja nie zmienia swych rozmia-
row.

k<0 Smiertelno$¢ przekracza rozrodczo$é.
Wielko$é populacji maleje wyktadniczo
do zera.

Taki rodzaj modelu nie jest jednak zbyt poprawny, bowiem zauwazmy,
ze gdyby byl on prawdziwy i wspotczynnik urodzeri bytby stale wyzszy od
wspotezynnika zgonow, to doprowadzitoby to do katastrofy. Wazrost jest
wyktadniczy, a zatem w krotkim czasie populacja rozrostaby sie do gigan-
tycznych rozmiaréow, a to doprowadzitoby do przepetienia obszaru. Jak
widzimy, model ten trzeba zmodyfikowaé¢ do nowego tzw. modelu logisty-
czneqo.



4 Rozdziat 1. Jednowymiarowe modele wzrostu populacji

1.2 Rownanie logistyczne

Zauwazmy, iz kazda populacja zyje na jakims okreslonym terenie. A zycie
na nim wigze sie z ograniczonymi zasobami, ktére mozemy wspolnie okresli¢
jako ograniczenia srodowiska. Przy zatozeniu ograniczonosci srodowiska otrzy-
mujemy nowy model opisany rownaniem:?

2 (t) = ka(t) (M — z(t)) (1.5)

gdzie M jest pojemnoscia srodowiska. Jest to przyktad réwnania o rozdzielonych
zmiennych , zatem mozemy je w prosty sposob scatkowaé¢. W wyniku otrzy-
mujemy:

M

") = TR (1.6)

gdzie c jest stala.

Dla tego modelu mamy dwa punkty rownowagi. Jeden to x=0, ktory odpowiada
sytuacji gdy populacja wyginie oraz x=M , ktoéry z kolei odpowiada sytuacji
gdy populacja osigga graniczna pojemno$é¢ srodowiska. Ten drugi punkt jest
asymptotycznie stabilny i kazda populacja dazy do jego osiagniecia.

Oto krotkie rozumowanie, jak pokazaé stabilnogé punktu M graficznie.>Robimy
to przy pomocy portretu fazowego. Aby pokazaé, ze punkt jest stabilny,
rozwazamy prawa strone rownania. Traktujemy ja jako funkcje kwadra-
towa x. Wyznaczamy miejsca zerowe. Jak juz wiemy, sa to 0 i M. Ry-
sujemy wykres. Tam, gdzie wartosci funkcji sa wieksze od zera, rysujemy
na osi x strzatke w prawo(pochodna jest wieksza od zera, czyli rozwiaza-
nia sa rosnace), a tam, gdzie mniejsze od zero, w lewo(pochodna mniejsza
od zera czyli rozwiazania malejace).Jezeli strzatki z obu stron wskazuja na
dane rozwigzanie, to jest ono stabilne, jesli nie, to nie jest ono stabilne.
W naszym przypadku otrzymujemy, ze punkt M jest stabilny. Spojrzmy na
rysunek ponizej.

2Na podstawie [2, U. Forys, 46-50]
3Na podstawie[2, U. Forys, str. 50|



) Rozdziat 1. Jednowymiarowe modele wzrostu populacji

Rysunek 1.1: Portret fazowy modelu jednowymiarowego(Dla k = = i M =

15).

1
2

To, jak zachowuje sie rozwiazanie, zalezy od poczatkowej wielkosci po-
pulacji. Oznaczmy ja przez xo. Gdy przekracza ona graniczng pojemnosé
srodowiska, to czesé¢ populacji musi wymrze¢. Wielkosé populacji maleje az
do osiagniecia pojemnosci M (zobacz 1 na rysunku ponizej). Gdy x, jest
mniejsze od M, to oczywiscie wielko$é¢ populacji wzrasta do M (zobacz 2
i 3 na rysunku). Z tym, ze gdy z( jest mniejsze, ale bliskie M, to wielkos¢
populacji wolno rosnie do M (zobacz 2 na rysunku). Natomiast, gdy xg
jest duzo mniejsze od M, to poczatkowo wielko$¢ populacji ro$nie wyktad-
niczo, czyli szybko, a pézniej maleje (zobacz 3 na rysunku). Powoduje to, ze
wykres rozwigzania ma ksztalt zblizony do litery S. Jest to krzywa logisty-
czna. Gdy xg jest réowne M, to oczywiscie populacja pozostaje na stalym
poziomie. Spojrzmy na wykres.
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Rysunek 1.2: Wykresy rozwiazan réwnania logistycznego dla przykladowych
wielkosci.

1.3 Przyklad zastosowania rownania Malthusa
1 rownania logistycznego.

Zatozmy, ze wielko$¢ populacji pewnego kraju w roku 1800 wynosita 5
milionéw. Pieé¢dziesigt lat pozniej rownata sie 22 milionom, a sto lat pdzniej
rownala sie juz 70 milionom. Oszacowac na podstawie tych danych, jak liczna
byta populacja tego kraju w roku 1950. Poréwnaé¢ model Malthusa i model
logistyczny.

Rozwigzanie dla modelu Malthusa.

Wiemy, ze poczatkowa wielkos¢ populacji to 5 milionéw. Oznaczmy x(0) = 5.
Rozwiazaniem réwnania Malthusa jest z(t) = z(0)e*. Podstawiajac za
z(0) = 5, otrzymujemy z(t) = 5e. Z tego, ze x(100) = 70 mamy k =
0.02639057330. Czyli z(t) = 5002639057330 Zatem x(150) = 261.9160172.

Stad wielko$¢ populacji tego kraju w roku 1950 wynosita okoto 261 916 017.
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Rozwigzanie dla modelu logistycznego.
Musimy wyznaczy¢ M i k wystepujace we wzorze. W tym celu przyjmijmy
= ij\]ﬁ[/[_Se,k - Dla takiego rownania rozwiazmy

z(0) = 5. Wtedy z(t) =

uktad:
_ SM
x(100) = 5+ o—100KM [ _ 50— 100K (1.7)
_ SM '
x(50) = Bt o—BORM )] _5o—50kM
Otrzymujemy, ze M = 1820 | = —_S7_[p(2L). Wstawiamy te wielkosci
do wyjsciowego réwnania:
52250

x(l) = 1, 24
() 67(5+1011550"(119%))

_ 91630 Co . . .
Stad x(150) = =7, Czyli wielkos¢ populacji tego kraju w roku 1950
wynosita okoto 125 006 821.
Jak widzimy wielkosci te w obu przypadkach znacznie sie réznia.

model Malthusa

300
f = model log'ist}rczn}'
400 - f
|
|
|
Ir
300 EII
/
23 f
2110 /
100+
I} T T 1
100 200 300

Rysunek 1.3: Wykresy rozwiazan w przypadku dwoch modeli dla powyzszych

danych.



Rozdzial 2

Dwuwymiarowe modele wzrostu
populacyji

Modele populacji wykorzystuje sie takze gdy zmienia sie liczba osobnikoéw
dwoch populacji, ktére moga np. zy¢ ze soba w symbiozie albo konkurowac,
albo jeden jest drapieznikiem a drugi ofiara.

2.1 Model Lotki - Volterry

Model drapieznik - ofiara' nazywany jest modelem Lotki- Volterry od
Vito Volterry oraz Lotki, ktorzy zaobserwowali te zaleznosci niezaleznie od
siebie. Pierwszy na podstawie obserwacji zwiekszajacej sie populacji ryb
drapieznych po I wojnie Swiatowej, a drugi na podstawie obserwacji reakcji
chemicznych. W modelu drapieznik - ofiara przyjmijmy:

e x(t) liczebnos¢ ofiar w chwili t ,
e y(t) liczebnos¢ drapieznikow w chwili t,

e innych gatunkéw nie ma lub ich populacja jest tak mata, ze mozna nie
braé jej pod uwage.

e jesli jest mato drapieznikéw, to oczywiscie populacja ofiar rosnie i to
rosnie wyktadniczo,

e gdy zas$ jest malo ofiar, to liczebnosé drapieznikéw maleje wyktadniczo,

!Na podstawie [2, U. Forys, str. 66-72|, [3, J. D. Murray, str. 84-86], [5, A.Palczewski,
str. 319-322] i [6, P. N. V Tu, str. 285]
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e gdy mamy wystarczajaca ilo$¢ obu populacji, to populacja drapieznikow
ro$nie kosztem ofiar, ktérych to populacja maleje.

e model wyktadniczego wzrostu populacji ofiar modyfikujemy o zaloze-
nie, ze wspotczynnik zgonéw jest proporcjonalny do liczby populacji
drapieznikéw. Dla drapieznikéw za$ trzeba zatozyé, ze ich ilosé¢ zalezy
od liczebnosci ofiar.

Przy powyzszych zatozeniach otrzymujemy uktad rownan:

{x/(t) = (u—ay(t))z(t) (2.1)

y'(t) = (bx(t) — d)y(t)
gdzie:
1. u jest wspotczynnikiem urodzen,
2. a wspotczynnik skutecznosci polowar,
3. d wspoélczynnik smiertelnosci,
4. b wspoélczynnik zdobytego pozywienia

Wspoétezynnik -d negatywnie wpltywa na wzrost populacji drapieznikow,
bowiem przy braku pozywienia liczba zgonéw przewyzsza liczbe urodzei.
Z kolei pozytywny wplyw ma wspolczynnik bx(t), gdyz jest proporcjo-
nalny do liczby ofiar, czyli duza liczba ofiar wptynie na szybkie rozmnazanie
drapieznikow. W przypadku réwnania opisujacego wzrost populacji ofiar
negatywny wplyw ma czynnik -ay(t), bowiem im mniej towia drapiezniki,
tym szybciej rozmnazaja sie ofiary. Natomiast wspotczynnik u ma wplyw
pozytywny, bo przy mniejszej townosci drapieznikéw liczba urodzen ofiar
przewyzsza liczbe zgondw.

Ponizszy wykres obrazuje jak przedstawia sie wspotzycie obu gatunkow
dla przyktadowych wspotczynnikow:

e warunek poczatkowy x(0)=40, y(0)=40

o u = 200,
o a=4,
o bh=2,

[ ]
SH
Il
—_
[N
(e
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Rysunek 2.1: Zaleznosci miedzy gatunkami w modelu Lotki-Volterry.

7 kolei zaleznosci jakie zachodza podczas zmiany liczebno$ci obu populacji
tatwo odczytac z portretu fazowego dla wspotczynnikow o wartosciach takich

jak wczedniej.
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Rysunek 2.2: Portret fazowy modelu dwuwymiarowego.
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Uktad ten ma dwa punkty krytyczne . Sa to (0,0) oraz (d/b,u/a) . Ich sta-
bilno$¢ badamy korzystajac z twierdzenia Hartmana - Grobmana, dokonujac
linearyzacji uktadu. Macierz pochodnych tego uktadu jest rowna:

C|u—ay —ax
G_[ by bx—d}

b2

Wartosci wlasne tej macierzy sa réwne u i -d, zatem nie ma wartosci
czysto urojonych, czyli na mocy twierdzenia Hartmana-Grobmana uktad jest
topologicznie sprzezony z uktadem po linearyzacji i punkt ten nie jest sta-
bilny, jest on siodtem. Na wykresie widzimy, ze punkt ten nie moze by¢

stabilny. Wychodzac z punktoéw bliskich (0,0) coraz bardziej oddalamy sie
od rozwiazania.

W punkcie (0,0) mamy:

-.-—_'v-_-v—_w-—_h‘w—_.‘a-—-.“—-_""—-._\ k\ f” T e e

'*—w-h-*—r-‘*--*'-ﬂ'-‘._‘x\“\ \ ,2’ /-’ /",.a-'_,-’?‘.--..f.-—-

\ |

\\%-i

LN L SRR T
oSSR NN N T
wARERASN AN I
R LT S . 11k
81 |

Rysunek 2.3: Portret fazowy modelu dwuwymiarowego.
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Drugi punkt jest stabilny, ale niestety nie jest asymptotycznie stabilny.
Dla niego macierz wyglada nastepujaco:

s 7]
o0
A jej wartosci wlasne to v —du, —v/—du . W tym przypadku nie mozemy
korzysta¢ z twierdzenia Hartmana- Grobmana, bowiem czesci rzeczywiste sa
rowne zeru. Stabilno$¢ tego punktu mozemy sprawdzi¢ znajdujac funkcje
Lapunowa.?
Zalozmy, ze jest ona postaci V(z,y) = P(y) + Q(x) .

Rozniczkujac dostajemy:

V'(z,y) = 2L bz — d)y + L (u— ay)z

Chcemy aby V'(z,y) < 0. Gdy mamy réwnosé to:

‘fi—]yj(bx —d)y = —%(u —ay)x .
I dalej:
apr dQ
dyY @

u—ay  d—bzx

Aby to byta prawda, funkcje po lewej i prawej stronie muszg by¢ stale,

np. réwne 1 wtedy ‘é—}; = —ali % = ¢ — b. Rozwazmy wiec V(z,y) =
ulny — ay + dinz — bx. W punkcie (%, 4) V' sig zeruje i w tym punkcie V

ma maksimum tzn. jesli przyjmiemy W(z,y) = V(4,%) — V(z,y) > 0, to
W'(z,y) < 0 oraz W jest funkcjg Lapunowa i ({,%) jest stabilny. Stabilnosé

mozemy tez odczytaé z portretu fazowego 2.2.

To, ze punkt ten nie jest asymptotycznie stabilny powoduje, ze chocby
mala zmiana modelu moze doprowadzi¢ do zmiany charakteru tego punktu.
Latwo to zauwazy¢, jesli do rownan wzrostu populacji ofiar i drapieznikow
wprowadzimy ograniczona pojemnos$é srodowiska, wyrazong zwigzang z nig
umieralnoscia. Wtedy réwnania przyjmuja postac:

{x’(t) = (u — ay(t))z(t) — ex(t)
y(8) = (ba(t) — d)y(t) — [y*(t)

Wrzrost liczebno$ci obu gatunkéw jest teraz ograniczony przez pojemnosé
srodowiska, co oznacza, ze gdy bedzie rosta liczba ofiar, to réwniez bedzie

(2.2)

2Zaczerpnieto z [4, J. Ombach, str. 234-235]
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rosta liczba drapieznikow ze wzgledu na duza ilos¢ pozywienia. Zmniejszenie
liczby osobnikéw obu gatunkéw nastapi w momencie przepetnienia. Wtedy
ponownie nastapi wzrost. Sytuacja taka bedzie miata miejsce az model sie
ustabilizuje. Mamy cztery punkty krytyczne:

u uf +ad —ed+ bu —d
(O’O)’(E’O)’(uf—i—ba’ ef—ba )7(&7)

Wspobtzycie obu gatunkow w takiej sytuacji przedstawia ponizszy wykres:

2! ﬁ

02 04 06 08 1 12 14 16 |

x

Rysunek 2.4: Zaleznosci miedzy gatunkami dla zmodyfikowanego uktadu
Lotki-Volterry.

Widzimy, ze oscylacje sa gasnace. Wiaze sie to z faktem, ze uktad ustabilizuje
sie na poziomie punktu asymptotycznie stabilnego, ktérym jest (chi‘;j, ’e;djf;“)
Asymptotyczng stabilnosé tego punktu widzimy na portrecie fazowym wyko-

nanym dla danych:

e warunki poczatkowe: [z(0) = 18,y(0) = 4.5], [#(0) = 20,y(0) = 1],
[2(0) = 15,y(0) = 4], [£(0) = 20,y(0) = 8]

o u =10,

o a=1,
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Rysunek 2.5: Portret fazowy dla zmodyfikowanego uktadu Lotki-Volterry.



Rozdzial 3

Modele epidemiologiczne

Na tym zakonczyliSmy proste modele populacyjne. Zastanowimy sie teraz
nad innym zjawiskiem. Mianowicie nad epidemia. Rozwazymy dwa proste
modele epidemiologiczne. Za nim to jednak uczynimy, zastanéwmy sie przez
chwile, czym wtasciwie jest epidemia i jakie sa jej cechy.

Ot6z stowo to pochodzi z jezyka greckiego (epi-nawiedzajacy, demos-
ludzi).[1, epidemia| Jest to wystepowanie na danym terenie zachorowan lub
innych zjawisk zwigzanych ze zdrowiem w liczbie, ktéra przekracza oczekiwa-
nia. Epidemia moze zostaé¢ ugaszona albo moze ustabilizowaé si¢ na pewnym
poziomie, na ktérym otrzymuje juz miano pandemii|l, pandemia|, czyli epi-
demii, ktora obejmuje rozlegte obszary, np. kontynent. Chory, jak wiadomo,
nabywa odporno$¢ na dane infekcje po ich przezwyciezeniu. Wptywa to oczy-
wiscie na liczbe zachorowan na te chorobe w przysztosci.

3.1 Model epidemiologiczny nie uwzgledniajacy
uodpornienia

W pierwszym modelu epidemiologicznym nie bedziemy bra¢ pod uwage
uodparniania. Populacje dzielimy na dwie grupy: grupe zdrowych, ale po-
datnych na zachorowania i grupe chorych.

Zalozenia modelu sg nastepujace:!

e kazdy zdrowy moze zachorowaé, trafia wtedy do grupy chorych i w efek-
cie leczenia albo wyzdrowieje, albo umrze

e po wyzdrowieniu osobnik znéw staje sie podatny na zachorowanie,
bowiem nie zaktadamy uodpornienia

!Na podstawie |2, U. Forys, str. 106-111]

15
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e stala wielkos¢ populacji S
e 7(t) proporcja zdrowych osobnikow
e C(t) proporcja chorych osobnikoéw

Przy powyzszych oznaczeniach SZ(t) jest liczba zdrowych osobnikow
w chwili t, a SC(t) jest liczba chorych osobnikow w danej chwili. Musimy
wprowadzié¢ funkcje spotkan, bowiem zachorowania odbywaja sie przez kon-
takt z zarazonym. Liczba kontaktow jest proporcjonalna do SZ(t)C(t), czyli
liczba zachorowan wynosi aSZ(t)C(t), a liczba wyzdrowien bSZ (t)C(t), gdzie
a jest wspotczynnikiem zachorowan, a b jest wspotczynnikiem wyzdrowien.
WprowadZmy jeszcze wspotczynnik $miertelnosci (=rozrodczosci, bo popu-
lacja ma stala wielko$¢) i oznaczmy go przez d. Przy tych oznaczeniach
model epidemiologiczny jest opisany réwnaniami:

SZ'(t) = d — aSZ()C(t) + bSCO(t) — dSZ(t)
SC(t) = aSZ(H)C(t) — bSC(t) — dSC(t)

(d - urodzenia, aSZ(t)C(t) - chorzy, bSC(t) - zdrowiejacy, dSZ(t)- umiera-
jacy zdrowi, dSC(t)- umierajacy chorzy ). Stad

Z'(t) = d — aZ(t)C(t) + bC(t) — dZ(t)
C'(t) = aZ()C(t) — bC(t) — dO(t)

Oczywiscie Z(t) + C(t) = 1. Czyli: Z(t) =1—C(¢t)
I dalej:

—CO'(t) = d — a(l — C()C(t) + bO(t) — d(1 — C(t))
C'(t) = a(1 — C())C(t) — bO(t) — dO(t)

Dodajac stronami, otrzymujemy jedno rownanie:
2C"(t) = 2a(1 — C(t))C(t) — 2bC(t) — 2dC(t)
C'(t) = aC(t) — aC?(t) — bC(t) — dC(t) =
—aC?(t) + (a — (b+ d))C(¢)

Ostatecznie mamy:

C'(t) = —aC?*(t) + (a — (b+d))C(2).

Niech teraz x = wtedy rownanie zapiszemy jako:

_a_
b+d”
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C'(8) = —aC2(t) + a1 — S)O() (3.1)

T

Punkty stacjonarne to 0 i 1 — % Oba sa stabilne. Gdy x<1, to punkt

0 jest stabilny, a gdy x>1, to punkt 1 — % jest stabilny. W pierwszym
epidemia wygasa, w drugim stabilizuje sie na poziomie pandemii, gdy x>1, to
znaczy a>>b-+d i liczba zachorowan jest wieksza niz taczna liczba wyleczonych
1 umartych.

Model ten nie jest realistyczny. ZalozyliSmy, ze nie ma uodparniania,
populacja ma stata wielko$¢, a funkcja spotkan jest proporcjonalna tylko do
SZ(t)C(t), podczas gdy w rzeczywistosci zalezy od wielu innych czynnikow.

3.2 Model epidemiologiczny uwzgledniajacy uod-
pornienie

W tzw. Modelu Kermacka i McKendricka? uwzglednimy zdolnos$é po-
pulacji do uodparniania sie na chorobe po jej przejsciu. Zalozenia modelu
wynikajace z uwzglednienia uodpornienia sa podobne jak we wcze$niejszym
modelu:

o stala wielko$é¢ populacji S

e nie uwzglednia sie $miertelnosci(=rozrodczosci)
e 7Z(t) liczba zdrowych osobnikéw (podatnych)

e C(t) liczba chorych osobnikow

e U(t) liczba uodpornionych osobnikéw (uodpornieniu podlegaja osob-
niki, ktore byty chore.)

e liczba chorych wzrasta proporcjonalnie do liczby chorych i zdrowych,
czyli jest rowna aZ(t)C(t)

e liczba osobnikéw uodpornionych jest proporcjonalna do liczby chorych,
czyli bC(t)

2Na podstawie [3, J.D. Murray, str. 339-341]
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Model ten opisuje uktad réwnan:

SZ'(t) = —aZ(t)C(t)

SC'(t) = aZ(t)C(t) —bC ()

SU'(t) = bC(t)
Warunki poczatkowe przyjmijmy: Z(0) = Z, > 0, C(0) = Cy > 0, U(0) = 0.
Kiedy epidemia moze wybuchna¢?

Zauwazmy, ze rozpatrujac drugie réwnanie ukladu w obcieciu do ¢ = 0,
otrzymujemy:

C'(0) = Co(aZy — b)

A to jest wieksze od zera, gdy Z, > g oraz mniejsze od zera, gdy Z; < g
Z kolei z pierwszego réwnania otrzymujemy Z'(t) < 0. Zatem Z < Zj.
Spojrzmy, co dzieje sie w zaleznosci od tego jakie jest Zj.

Wielkosé 7, | Opis

Zy < g C'(t) < 0 dla wszystkich ¢ > 0. Wtedy
Cy > C, ktore to C wraz ze wzrostem t
do nieskoriczonoéci zbiega do 0, zatem
nie ma wybuchu epidemii.
Zy > g C poczatkowo rosnie i C' > Cj, czyli
epidemia wybucha.

Oznaczmy przez Uy wielkosé “ZO . Jest to tak zwany bazowy wspotczynnik
reprodukcji, tzn. liczba osobmkow zarazonych przypadajaca na tego chorego,
od ktorego sie zarazili. Jak nietrudno sie domysli¢, gdy Uy > 1, to epidemia
wybucha. Spéjrzmy na wykresy fazowe uktadu dwoéch réwnan w obu przy-
padkach.

Pierwszy rysunek wykonany dla danych: a = 20, b = 10. Warunki poczatkowe:
[ZO - 5,00 = 1] 5 [Z() = 1,00 == 9], [Z() == 2,00 = 4], [Z() == 3,00 - 2]
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Rysunek 3.1: Portret fazowy dla przypadku -gdy Z, > g.

Rysunek drugi wykonany dla danych: a = 20, b = 30. Warunki poczatkowe:
[Zy = 0,05,Cy = 0,1], [Zy = 0,1,Cy = 0,9], [Zy = 0,2,Cy = 0,4],
[Zo=0,3,Cy =0,2].
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Rysunek 3.2: Portret fazowy dla przypadku -gdy Z, < %

Jak widzimy, gdy Z, < g, to nie ma wybuchu epidemii, sytuacja stabilizuje
sie , gdy zas Zy > %, to epidemia wybucha, ale zawsze wygasa. Wynika to
z uproszczen przyjetych w modelu.
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