Matematyka stosowana

Modelowanie
matematyczne w biologii i
medycynie

Urszula Fory$
urszula@mimuw.edu.pl
http://www.mimuw.edu.pl/ urszula

Jan Poleszczuk (ilustracje)
j.-poleszczuk@mimuw.edu.pl

Uniwersytet Warszawski, 2011



http://www.mimuw.edu.pl/~urszula

Streszczenie. Wyktad dotyczy szeroko pojetego modelowania matematyczne-
go w biologii i medycynie. Jego podstawe stanowia modele ekologiczne, budo-
wane na bazie réwnan rézniczkowych i réznicowych, teorii grafow i teorii gier,
poszerzone o modele reakcji odpornosciowej i podstawy klasycznej genetyki
(teoria Mendla) w kontekscie tancuchéw Markowa.

Wersja internetowa wykladu:
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mbm

(moze zawiera¢ dodatkowe materialy)

Niniejsze materialy sa dostepne na licencji Creative Commons 3.0 Polska:

Uznanie autorstwa — Uzycie niekomercyjne — Bez utworéw zaleznych.

Copyright © U. Fory$, Uniwersytet Warszawski, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, 2011. Niniejszy
plik PDF zostat utworzony 9 czerwca 2011.

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI

5 KAPITAt LUDZKI Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska w ramach
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Europejskiego Funduszu Spotecznego.

Sktad w systemie INTEX, z wykorzystaniem m.in. pakietéw beamer oraz listings. Szablony podrecznika i prezentacji:

Piotr Krzyzanowski; koncept: Robert Dabrowski.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mbm
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/pl
http://www.efs.gov.pl

Spis tresci

Wistep — pojecie modelu matematycznego . . . . . . . ... ..o 5
1. Modelowanie pojedynczej populacji I. . . . . . ... .. .. .. oL 7
1.1. Model Malthusa . . . . . . . . . e 7
1.2, Procesy rozrodczosci i $miertelnoSci . . . . . ... Lo oo 9
1.3, Migracje . . . . . o e e e e 10
2. Modelowanie pojedynczej populacji IT . . . . . . . . . . ... ... ... .. ... ..... 14
2.1. Réwnanie logistyczne — model Verhulsta . . . . . . ... .00 oL 14
2.2. Dyskretne réwnanie logistyczne . . . . . . ..o oL 17
3. Modelowanie pojedynczej populacji IIT . . . . . .. . .. .. ... ... ... 20
3.1. Efekt Alleego . . . . . o o o e e 20
3.2. Funkcjonalna odpowiedz Hollinga i funkcja Hilla . . . . . . .. .. ... ... ... ... 22
4. Modele pojedynczej populacji z uwzglednieniem wieku I . . . . ... ... .. ... .. 25
4.1. Ciag Fibonacciego . . . . . . . . o o e 25
4.2, Macierze Lesliego . . . . . . . . L 28
5. Modele pojedynczej populacji z uwzglednieniem wieku IT. . . . . .. .. ... ... .. 32
5.1. Modele z opdznieniem . . . . . . ... e 32
6. Modele oddzialywan miedzy dwiema populacjami I . . ... .. ... ... .. ... ... 36
6.1. Model Lotki — Volterry . . . . . . . . . e 36
6.2. Konstruktywna krytyka modelu Lotki — Volterry . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 40
7. Modele oddzialywan miedzy dwiema populacjami IT . . . . ... ... ... ... . ... 42
7.1. Model drapieznik — ofiara z ograniczong pojemnoscia $rodowiska dla ofiar . . . . . . . .. 42
7.2. Model z kryjowkami dla ofiar . . . . . . ... Lo 47
8. Modele oddzialywan miedzy dwiema populacjami ITT . . . . ... ... ... ...... 49
8.1. Uktad konkurujacych gatunkow . . . . . . ... L L 49
8.2. Modelowanie symbiozy . . . . . . ... L 52
9. Doswiadczenia Mendla: tancuchy Markowa w klasycznej genetyce I . . . . . . . . .. 57
9.1. FRancuchy Markowa . . . . . . . . . . L e 58
9.2. Klasyfikacja stanéw i tancuchéw . . . . . . .. .o oL o 60
10.Doswiadczenia Mendla: taiicuchy Markowa w klasycznej genetyce IT. . . . . . . . .. 63
10.1. Lancuchy pochlaniajace i ciagle krzyzowanie z dominanta . . . . . . . . ... .. .. ... 63
10.2. Lancuchy regularne i ciagte krzyzowanie z hybryda . . . . . . . . . .. .. ... .. ... 66
11.Modele z zaleznoS$cia przestrzenna: dyfuzja w procesach biologicznych . .. .. ... 69
11.1. Roéwnania ewolucyjne: réwnanie Fishera — Kolmogorowa . . . . . . . . .. .. ... .. .. 71
11.2. Wzory Turinga . . . . . . . o 0 o e e e e e e 76
12.Modelowanie odpowiedzi odpornosciowej . . . . . . . ... ... L. 80
12.1. Uktad odpornosciowy czlowieka . . . . . . . . . .. Lo 80
12.2. Proste modele odpowiedzi odporno$ciowej . . . . . . .. ... oL 82
13.Model Marczuka humoralnej odpowiedzi odpornosciowej . . . . . . .. ... ... ... 87
13.1. Prezentacja modelu Marczuka . . . . . . . . .. ... L Lo 87
13.2. Podstawowe wlasnosci uktadu (13.1) . . . . . . . . . .o 89

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (©) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.



4 Spis tresci

14.Fancuchy pokarmowe . . . . . . . . ... L e e e 96
14.1. Podstawy teorii graféw . . . . . . . Lo 96
14.2. Lancuchy pokarmowe . . . . . . . . oL L L 98

15.Podstawy teorii gier. . . . . . . . .. L e 103
15.1. Podstawy teorii gier . . . . . . . . . L 103

15.1.1. Gra w postaci normalnej . . . . . . . ... L L 103
15.2. Przyklady gier . . . . . . .. 105
15.2.1. Gra jastrzab —gotab . . . . . ... oo 105
15.2.2. Dylemat wiezZnia . . . . . . . . ..o e 106

Literatura . . . . . . . . e 108



Wstep — pojecie modelu matematycznego

W dzisiejszych czasach coraz szerzej rozumiana i akceptowana jest idea modelowania mate-
matycznego zjawisk przyrodniczych. Pod okresleniem model rozumiemy dwusktadnikowa struk-
ture — pierwszy skladnik stanowi teoretyczny opis danego zjawiska na podstawie biezacej wie-
dzy, czesto ten opis nazywamy modelem heurystycznym, natomiast drugi sktadnik to struktura
matematyczna, w ktérej prébujemy odzwierciedli¢ model heurystyczny. Budujac model heury-
styczny musimy zdecydowaé, jakie procesy wchodzace w sktad danego zjawiska maja wptyw na
koncowy efekt, ktory chcemy odzwierciedli¢ za pomoca modelu, a ktére procesy mozna pomingé.
To bardzo wazny etap, gdyz pozwala zredukowaé liczbe zmiennych i parametrow stosowanych
potem do budowy réwnan czy innego typu struktury matematycznej.

Klasycznie najczeéciej stosowanym formalizmem matematycznym sg réwnania rézniczkowe i
réznicowe, poniewaz pierwsze modele w biologii budowane byly przy wykorzystaniu ugruntowa-
nych sposobéw, z jakich korzystano w modelowaniu w fizyce. Obecnie czesto buduje sie modele
stochastyczne czy modele mieszane. Przyjmujac dany formalizm matematyczny musimy jasno
okresli¢, co stanowi zmienne, a co parametry naszego modelu. Parametry nalezy wyznaczy¢ na
podstawie eksperymentéw, pomiaréw czy obserwacji w naturze, natomiast zmienne stanowia
niewiadome, ktére obliczamy /analizujemy ich przebieg na podstawie modelu. Dobrze zbudowa-
ny model stanowi przedmiot badan analitycznych i komputerowych, dzieki ktérym poznajemy
wlasnosci rozwigzan.

Budujac model nalezy pamieta¢ o pewnych podstawowych zasadach. Poprawnie zbudowany
model powinien mieé rozwiazania, rozwigzania powinny by¢ jednoznaczne, a takze stabilne
wzgledem warunkéw poczatkowych i parametréw. Taka koncepcja poprawnego modelu zostata
zaproponowana przez Hadamarda.

Po zbudowaniu modelu kolej na jego weryfikacje. Trzeba zatem zaprojektowaé odpowiednie
eksperymenty — dopdki wyniki eksperymentow nie przecza wnioskom plynacym z modelu,
dop6ty model mozemy uwazaé za poprawny. Wiaze sie to z koncepcja falsyfikowalnosci, ktéra
moéwi, ze model czy teoria naukowa powinny by¢ tak zbudowane, aby za pomoca eksperymentu
mozna bylo je obali¢. Trzeba mie¢ Swiadomosé, ze nawet bardzo duza liczba eksperymentéw
potwierdzajacych nie daje catkowitej gwarancji poprawnosci modelu, ale wystarczy jeden eks-
peryment falsyfikujacy, aby wykazaé jego niepoprawnosé.

W ramach tego wyktadu zaprezentujemy szeroki przeglad modeli i metod matematycz-
nych stosowanych w biologii i medycynie, zaczynajac od klasycznych modeli populacyjnych
opisywanych réwnaniami réznicowymi, réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi, réwnaniami
rozniczkowymi z opdznionym argumentem, rownaniami rézniczkowymi czastkowymi, a potem
przejdziemy do modeli budowanych w oparciu o teorie graféw i modeli stochastycznych.

Zauwazmy tutaj zasadnicze réznice miedzy opisem ciaglym a dyskretnym. W opisie ciaggtym
zakladamy, ze znamy prawa rzadzace danym zjawiskiem w dowolnej chwili ¢, natomiast w opi-
sie dyskretnym interesuje nas tylko to, co dzieje sie w wyrdéznionych momentach t,, n € N, na
przyktad w takich, w ktérych dokonujemy pomiaru. Z kolei z matematycznego punktu widzenia
— w opisie dyskretnym stosujemy ciagi liczbowe i mozemy oczekiwaé, ze przy odpowiednich
zalozeniach kolejne wyrazy ciagu beda liczbami naturalnymi, a co za tym idzie bezposrednio
mogg opisywaé np. liczebnos¢ populacji, a w opisie ciggltym, rozwiazanie réwnania rézniczko-
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wego tylko w bardzo szczegdlnych przypadkach przyjmuje wartosci ze zbioru liczb naturalnych.
W zwiagzku z tym, jedli stosujemy opis ciagly, to musimy pamietaé, ze ,liczebnos¢” populacji
oznacza w rzeczywistoséci jej zageszczenie, czyli liczbe osobnikéw przypadajaca na jednostke
powierzchni siedliska. Podobna interpretacje mozemy stosowaé¢ w przypadku opisu dyskretnego
i wtedy nie musimy dbaé¢ o dobieranie parametréw w taki sposéb, aby wyrazy ciagu nalezaly
do zbioru liczb naturalnych. W trakcie wyktadu bedziemy zamiennie postugiwaé sie pojeciem
liczebnoéci populacji i jej zageszczenia.
W ramach tego wyktadu oméwimy nastepujace zagadnienia

— modele pojedynczej populacji

model Malthusa w wersji dyskretnej i ciggtej

migracje

ciag Fibonaccieggo

modele ze struktura wieku — macierze Lesliego

model logistyczny

efekt Allego

funkcjonalna odpowiedz Hollinga typu I i II

réwnanie logistyczne z opdznieniem

dyskretne rownanie logistyczne: chaos
— modele opisujace uktad dwéch populacji w ekosystemie

klasyczny model Lotki — Volterry

inne modele typu drapieznik — ofiara

konkurencja

mutualizm

model Kolmogorowa

model Maya

model Nicholsona — Baileya
— modele w epidemiologii i immunologii

modele epidemiologiczne

proste modele odpowiedzi odpornosciowej

model Marczuka
— dyfuzja w procesach biologicznych

rownanie dyfuzji

rownanie Fishera

model melanogenezy — wzory Turinga
— analiza tancuchéw pokarmowych przy uzyciu teorii graféw
— lancuchy Markowa

klasyfikacja stanow i tancuchéw — przyktady biologiczne

zastosowanie tancuchow w klasycznej genetyce — do$wiadczenia Mendla
— teoria gier w zagadnieniach strategii populacji

gra jastrzab — golab

réwnowaga Nasha i strategie ewolucyjnie stabilne



1. Modelowanie pojedynczej populacji 1

W pierwszej czedci wyktadu przedstawimy podstawowe modele opisujace ekosystem, w kto-
rym wystepuje tylko jedna populacja i opiszemy dynamike takiej populacji w zaleznoéci od
przyjetego modelu heurystycznego i formalizmu matematycznego.

1.1. Model Malthusa

W najprostszym przypadku zakladamy, ze opisywana populacja ma w danym siedlisku
bardzo dobre warunki rozwoju, wyrazajace sie gtownie w taki sposéb, ze kazdy osobnik ma
nieograniczony dostep do pozywienia i miejsc legowych oraz ze obserwujemy jedynie proces
rozmnazania. Aby opis byl mozliwie najprostszy, osobniki w danej populacji powinny by¢ jed-
nakowe i podlegaé¢ jednakowym prawom. Co wigcej, powinny byé¢ réwnomiernie roztozone w
przestrzeni, zeby nie wystapita koniecznosé analizowania zaleznosci od przestrzeni, a tylko od
czasu. Przyjmujemy zatem nastepujacy opis heurystyczny dla populacji P
— populacja jest jednorodna, sktada sie z genetycznie identycznych osobnikéw rozmnazajacych

sie partenogenetycznie;

— osobnik rodzi sie¢ w petni uksztaltowany, zdolny do rozrodu i moze rozmnazaé sie w dowolnym
wieku;
— momenty rozmnazania sg w dowolnym przedziale czasu roztozone jednostajnie;
— kazdy osobnik wydaje na $wiat potomstwo co 7 jednostek czasu, 7 jest ustalone i jednakowe
dla wszystkich osobnikdw;
— kazdorazowo jeden rodzic ma A osobnikoéw potomnych.
Na podstawie powyzszych informacji sprébujemy zaproponowa¢ réwnanie opisujace srednig li-
czebno$é populacji N (t) w chwili ¢. Dokladniej, zal6zmy ze znamy liczebno$é w pewnej ustalonej
chwili ¢ i chcemy obliczyé N(t + At) po uplywie czasu At. Zauwazmy, ze w przedziale czasu
(t,t+ At) jest
At
7
momentéw rozmnazania. Kazdy rodzic ma w tym przedziale czasu érednio

At
—A
-
potomkéw. Liczba osobnikéw zdolnych do rozmnazania w chwili ¢ wynosi N (t), zatem przyrost

liczebno$ci w krotkim przedziale czasu (¢, t + At) mozemy przyblizy¢ réwnaniem
At

T

N(t + At) — N(t) AN(2). (1.1)

Dzielac stronami przez At i przechodzac do granicy otrzymujemy

_ ON({E+A)-N@E) d A
A At =YW =N

Przyjmijmy oznaczenia %N (t) = N(t), % = r 1 przepiszmy powyzsze réwnanie w postaci

N(t) = rN(t), (1.2)

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (©) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
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8 1. Modelowanie pojedynczej populacyi 1

gdzie r nazwiemy wspoélczynnikiem rozrodczosci populacji P. ZbudowaliSmy w ten sposéb model
ciagly (tzn. zmienna czasowa ¢ zmienia sie w sposéb ciagly i model heurystyczny jest opisany za
pomoca réwnania rézniczkowego). Jesli natomiast zalozymy, ze At = 1, gdzie 1 oznacza ustalong
jednostke czasu i zastosujemy oznaczenie N (t) = Ny, to réwnanie (1.1) mozemy zapisaé jako

Nt+1 = (1 + T)Nt, (13)

otrzymujemy wiec model dyskretny (zmienna czasowa zmienia sie w sposéb dyskretny, najcze-
sciej t € N, a liczebno$¢ populacji opisana jest za pomoca réwnania rekurencyjnego).

Obydwa réownania (1.2) i (1.3) nazywamy modelem Malthusa, odpowiednio w wersji ciaglej i
dyskretnej. Thomas Malthus, angielski ekonomista i demograf, pod koniec XVIII wieku zwrécit
uwage na zbyt szybki przyrost liczebnosci populacji ludzkiej.

W pracy zatytutowanej ,,An Essay on the Principle of Population” sformutowal swoje stynne
prawo, ktére méwi, ze liczba ludnodci wzrasta w tempie geometrycznym, natomiast zasoby
zywnosci w tempie arytmetycznym, co w oczywisty sposéb musi doprowadzi¢ do katastrofy.
Zauwazmy, ze réwnanie dyskretne (1.3) w bezposredni sposéb odzwierciedla fragment prawa
Malthusa odnoszacy sie do liczebnosci populacji ludzkiej, natomiast réwnanie (1.2) jest jego
cigglym odpowiednikiem.

Kazde z réwnan (1.2) i (1.3) mozemy w prosty sposéb rozwiazaé, korzystajac z ich linio-
woéci. Przypomnijmy, ze dla uktadéw liniowych réwnan rézniczkowych poszukujemy rozwigzan
bazowych w postaci wyktadniczej

N(t) = Noet,
a dla réwnan réznicowych — w postaci potegowe;j
N; = N\,

przy czym stala A nazywamy warto$cia wlasng. Oczywiscie w przypadku jednej zmiennej réw-
nanie (1.2) rozwiazujemy wprost jako réwnanie o zmiennych rozdzielonych

N dN ¢ N(t)
— =1 [ ds=In—F= =rt,
/NO N /0 No

Nii1
N¢

czyli N(t) = Npe™. Natomiast réwnanie (1.3) opisuje ciag geometryczny o ilorazie , ktorego

poszczegdlne wyrazy obliczamy ze wzoru ogolnego
Ny = No(1 + 7)Y,

co mozna tatwo udowodnié stosujac zasade indukcji matematyczne;j.

Jakie sa wlasnosci rozwigzan obu wersji modelu Malthusa? Widzimy, ze zaréwno funkcja
Noe™ jak i ciag geometryczny No(1 + r)t, r > 0, sa rosnace nieograniczenie, por. rys. 1.1. Co
wiecej, dla ustalonego Ny, jesli wspotczynnik rozrodczos$ci w modelu ciaglym oznaczymy przez
re, a w dyskretnym — rg, to mozemy dobraé r4 do r. (albo odwrotnie), tak by rozwiazania dla
t € N pokrywaly sie. Mianowicie, chcemy mieé¢

Noe™"™ = No(1+749)", neN,

wiec e’ =14 rg, czyli rg = €™ — 1, przy czym oczywiscie rg > 0 < r. > 0.

Z dynamiki modeli (1.2) i (1.3) wynika jasno, ze moga one mie¢ tylko ograniczony zakres
stosowalnosci. Jedynie hipotetyczna populacja moze rozrastaé¢ sie nieograniczenie, natomiast w
rzeczywistosci zawsze dziatajg rézne mechanizmy ograniczajace taki przyrost, w szczegdlnosci
pojemnoéc siedliska, w ktérym wystepuje populacja P jest zawsze ograniczona i zbyt duza liczba
osobnikéw w tym siedlisku si¢ nie zmiesci. Pokresli¢ nalezy, juz sam Malthus zwrécil uwage na
fakt, ze ilo$¢ zywnosci przyrasta znacznie wolniej niz liczba ludnoéci, co w konsekwencji musi
prowadzi¢ do konkurencji o pozywienie. Zawsze takze obok procesu rozrodczosci wystepuje
proces $miertelnosci.


http://en.wikipedia.org/wiki/Malthusian_growth_model
http://pl.wikipedia.org/wiki/Thomas_Malthus
http://books.google.pl/books?id=ngQAAAAAMAAJ
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Rysunek 1.1. Poréwnanie rozwiazan wersji ciaglej (1.2) oraz dyskretnej (1.3) modelu Malthusa
dla réznych wartoéci parametru r. przy zalozeniu, ze rq = e" — 1.

1.2. Procesy rozrodczosci i $miertelnosci

Poniewaz uswiadomiliémy sobie, ze w naszym modelu dynamiki populacji musimy uwzgled-
ni¢ nie tylko rozrodczosé, ale takze i inne procesy, w szczegdlnosci §miertelnosé osobnikéw danej
populacji, a chcemy to ponownie zrobi¢ w jak najprostszy sposéb, to odpowiedni model heury-
styczny budujemy analogicznie jak w przypadku procesu rozrodczosci, przyjmujac takie same
zaltozenia o jednorodnosci populacji. Wobec tego zamiast réwnania (1.1) dostaniemy w rezultacie

N(t + At) — N(t) = rAtN(t) — sAEN(2),

gdzie s nazywamy wspotczynnikiem $miertelnosci. Odzwierciedla on procent osobnikéw umie-

rajacych w jednostce czasu. Zauwazmy, ze % mozemy interpretowaé jako srednig dtugosé zycia
pojedynczego osobnika.

Ostatecznie z analitycznego punktu widzenia, po uwzglednieniu procesu $miertelno$ci w mo-
delu Malthusa dostajemy taka sama strukture matematyczna jak poprzednio. Oznaczmy przez
rn, = r — § wspoOlczynnik rozrodczosci ,netto”, czyli roznice miedzy wspotczynnikiem rozrod-
czosci a Smiertelnosci. Czesto 1, nazywamy wspdlczynnikiem reprodukceji lub wspoétezynnikiem

przyrostu naturalnego. Wtedy mamy
N(t) = r,N(t) = N(t) = Noe'! (1.4)
w modelu cigglym oraz
Nip1 = (1 +7)Ny = Ny = No(1+ 1) (1.5)

w modelu dyskretnym.

Widzimy, ze jesli przyrost naturalny jest dodatni, 7, > 0, to liczebnos¢ populacji rosnie,
choé¢ oczywiscie nieco wolniej niz dla s = 0. Natomiast gdy r,, < 0, to charakter rozwigzan obu
modeli zmienia sie. W modelu ciaggltym mamy

N(t) <0 dla N(t) >0,
zatem liczebno$¢ populacji spada. Rozwiazaniem jest funkcja wykltadnicza o ujemnym wyktad-
niku, czyli
lim N(t) =0,
t—o0
wobec tego asymptotycznie populacja wymiera. Analogicznie w modelu dyskretnym mamy cigg
geometryczny o ilorazie mniejszym niz 1, czyli takze N; maleje do zera przy ¢t — oo, por. rys. 1.2.
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Rysunek 1.2. Poréwnanie rozwiazan wersji ciaglej (1.4) oraz dyskretnej (1.5) modelu Malthusa

z uwzglednieniem émiertelnosci dla réznych wartosci wspotczynnika 7, przy zalozeniu, ze r,q =

e™e — 1, gdzie Ty 1 g to wspolezynniki rozrodczosci ,netto” odpowiednio dla modelu ciagltego
i dyskretnego.

1.3. Migracje

Kolejnym krokiem przyblizajacym nasz model do rzeczywistoéci moze by¢ uwzglednienie
emigracji osobnikéw w zwiazku z ograniczong pojemnoscia siedliska. W najprostszych modelach
zaktada sie dwa typy migracji

1. migracja stala w czasie;
2. migracja zalezna od zageszczenia.

Zauwazmy, ze przy drugim typie migracji w réwnaniu (1.4) ponownie musimy uwzglednié¢ sktad-
nik aN(t), gdzie a oznacza frakcje osobnikéw migrujacych przypadajacych na jednostke czasu,
zatem

N(t) = roN(t) — aN(t)

i taki sposéb migracji nie wplywa na ogdlna postaé¢ rozwigzan modelu — rozwigzaniem jest
zawsze funkcja wykltadnicza, przy czym jesli emigracja nie jest zbyt duza, czyli r, > «a, to po-
pulacja w dalszym ciggu rosnie nieograniczenie, jesli przyrost naturalny jest dodatni, natomiast
zbyt duza emigracja o« > r, spowoduje, ze siedlisko zostanie opuszczone, ale matematycznie
realizuje si¢ to w nieskonczonym czasie. Wobec tego dynamika nie rézni sie od modelu roz-
rodczoéci/$miertelnodci omawianego poprzednio. Tak samo przedstawia sie dynamika wersji
dyskretnej.

Zastanéwmy sie wobec tego jak zmieni sie model, jeéli zalozymy, ze emigracja jest stala w
czasie i nie zalezy od zageszczenia populacji. Wtedy wspoélczynnik emigracji m odzwierciedla
liczbe osobnikéw, ktdére emigruja (zatem ubywa osobnikéw w siedlisku) w jednostce czasu (na
jednostke powierzchni, poniewaz opisujemy zageszczenie). Zamiast réwnania (1.4) otrzymamy

N(t) = roN(t) —m, m > 0. (1.6)

Zwrdéémy uwage, ze z matematycznego punktu widzenia mozemy rozwazac rézne uktady znakéw
parametréw 7, i  w rOwnaniu

N(t) =, N(t) + a, (1.7)

odzwierciedlajace odpowiednio
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rn, > 01 a >0 — dodatni przyrost naturalny i imigracje;
rp > 01 a <0 — dodatni przyrost naturalny i emigracje;
rn < 01 a <0 — ujemny przyrost naturalny i emigracje;
rp < 01a>0— ujemny przyrost naturalny i imigracje.

L=

Model (1.7) mozemy takze interpretowaé¢ w inny sposéb. Wspoélczynnik @ > 0 oznacza wpro-
wadzanie (introdukcje) nowych osobnikéw do siedliska, natomiast o < 0 oznacza odlawianie
osobnikéw. Wyobrazmy sobie zatem staw z rybami i sprébujmy zinterpretowaé¢ kazdy przypa-
dek. Najltatwiejsza wydaje sie interpretacja drugiego przypadku — populacja ryb zwieksza sie,
wiec je odlawiamy. Przypadek pierwszy jest z tego punktu widzenia najbardziej problematycz-
ny, ale zakladajac niewielkg warto$¢ r,, mozemy pewien czas mozemy nie zauwazaé istotnego
przyrostu, wiec introdukcja w celu podtrzymania gatunku moze wydawaé si¢ konieczna. Po-
dobnie w trzecim przypadku — przy malym ujemnym przyro$cie naturalnym mozemy przez
pewien czas nie zauwazaé zmniejszania sie populacji z tego powodu i eksploatowac te populacje
przez odiéw (czasem zdarza si¢ tak, ze zauwazamy ujemny przyrost naturalny, ale z réznych
powodéw w dalszym ciagu eksploatujemy populacje). Przypadek czwarty oznacza oczywiscie
pozytywna ingerencje czlowieka — poniewaz przyrost naturalny jest ujemny, wiec zarybiamy
staw, by utrzymaé¢ populacje w siedlisku.

100 p

90

60

a1
gt
Nty 50
af

20F

Nt
)

Rysunek 1.3. Przykladowe rozwiazania réwnania (1.7) dla réznych ukltadéw znakéw parametréw
T OTaz Q.

7 punktu widzenia interesujacego nas teraz zagadnienia ograniczenia pojemnosci siedliska
najwazniejszy jest przypadek drugi, zatem przeprowadzimy jego analize, a pozostate trzy nalezy
potraktowaé jako éwiczenie. Zajmiemy sie wigc teraz réwnaniem (1.6) z dodatnimi parametrami
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rn > 0im > 0. Narysujmy najpierw zaleznoéé (N, N) w przestrzeni (R*)2, gdzie R oznacza
liczby rzeczywiste nieujemne, por. rys. 1.4.

//

N o——e —5 5 N
\\/1/./?",1 0 m/ry

Rysunek 1.4. Zaleznoéé (N, N) dla réwnania (1.6) w przestrzeni (RT)?, gdzie R* oznacza liczby
rzeczywiste nieujemne (po lewej) oraz odpowiadajacy tej zaleznoéci portret fazowy (po prawej).

Zauwazmy, ze pochodna N (t) jest dla N < % ujemna, co oznacza, ze liczebnosé maleje,

natomiast dla N > ™ mamy N(t) > 0, czyli liczebnoéé roénie. Jakie wnioski mozemy wysnué z
tej prostej analizy? Musimy zacza¢ od przypomnienia sobie podstawowych wtasnosci rozwigzan
réwnan rézniczkowych zwyczajnych (RRZ). W naszym przypadku prawa strona réwnania (1.6)
jest funkcja klasy C! (nawet analityczna), wiec rozwigzania tego réwnania sg jednoznaczne. Co
wiecej, poniewaz rownanie (1.6) jest liniowe, wiec dla dowolnego Ny > 0 (tylko taki warunek
poczatkowy ma sens biologiczny, z analitycznego punktu widzenia mozemy rozpatrywaé dowolne
Ny € R) rozwiazanie istnieje dla wszystkich ¢t € R, choé¢ zwykle interesuje nas przewidywanie
dynamiki populacji w przyszlosci, wiec ograniczamy sie do ¢ > 0. Zauwazmy dalej, ze N = %
jest rozwigzaniem stacjonarnym, czyli jesli Ny = %, to N(t) = % dla dowolnego t, co oznacza, ze
rozwigzanie nie zmienia sie w czasie. Jest to jedyne rozwigzanie stacjonarne. Stad jesli Ng < N,
to liczebnos¢ populacji maleje i nie ma zadnej ,bariery”, ktéra mogtaby ten spadek zahamowac.
7Z teorii RRZ wynika, ze taka bariere moze stanowi¢ tylko rozwigzanie stacjonarne. Faktycznie
— zalézmy, ze N(t) — Ny, przy t — oo. Wtedy N(t) — r, N, — m. Poniewaz N, < N = ey to
od pewnego momentu £ zachodzi N(t) < —a < 0 z czego wynika, ze N(t) < N(£) —a(t—1), a to
implikuje, ze N(t) — —oo. Wobec tego nie moze zachodzié nieréwnosé N, < N. Wnioskujemy
wiec, ze N(t) — —oo, zatem istnieje taki moment ¢; > 0, dla ktérego N(tx) = 0. Ze wzgledu
na liniowos$¢ réwnania (1.6) mozemy je tatwo rozwiazaé¢ (jak poprzednio jest to réwnanie o
zmiennych rozdzielonych lub tez mozemy skorzystaé¢ z metody uzmienniania stalej)

Nity="+ (NO - m) et

Tn Tn

Analityczna posta¢ rozwiazania tylko potwierdza wczesniejsze wnioski plynace z zaleznosci
(N, N). Zauwazmy dalej, ze obliczajac druga pochodna dostajemy

N(t) =N,
zatem jesli funkcja N (t) jest rosnaca, to ro$nie w sposob wypukly (jest to w zasadzie wzrost

wykladniczy), natomiast gdy jest malejaca — jest takze wklesta, co oczywiscie oznacza, ze w
skoficzonym czasie tj przekracza o$ pozioma (co juz wczesniej zauwazyliSmy). Znajac postaé
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rozwiazania mozemy wyznaczy¢ tp jako taki czas, dla ktérego liczebnosé populacji zeruje sie.
Skoro N(t;) =0, to

m m 1 m m

O:+<NO_) erntk:tszlni’ Oile N(]<7

Tn Tn rn, m—1r,Ny Tn
Przyktadowe rozwigzania tego modelu zostaly przedstawione na prawym gérnym wykresie na
rys. 1.3. Widzimy, ze w zalezno$ci od wielkosci emigracji populacja albo roénie nieograniczenie,
jak w przypadku bazowego modelu Malthusa, albo wymiera w skoficzonym czasie, jesli zbyt
duzo osobnikéw emigruje. Pozostate przypadki migracji analizujemy w analogiczny sposob, po-
zostawiamy te analize i plynace z niej wnioski jako ¢éwiczenie.
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2.1. Roéwnanie logistyczne — model Verhulsta

Jak sprawdziliSmy, model Malthusa z emigracja nie rozwiazuje problemu ograniczonej po-
jemnodci siedliska. Wszystkie modele rozwazane do tej pory bazuja na modelu Malthusa, przy
czym sg liniowe. Teraz oméwimy model zaproponowany ok. 1840 r. przez belgijskiego mate-
matyka Pierre’a F. Verhulsta w [16], ktéry jest prawdopodobnie pierwszym znanym w biologii
populacyjnej modelem nieliniowym.

Model ten powstal w wyniku dyskusji grupy uczonych nad modelem Malthusa. Wiekszosé
0s6b bioraca udzial w tej dyskusji zgadzala sie co do tego, ze istnieja naturalne procesy, ktére
hamuja postulowany przez Malthusa geometryczny (nieograniczony) przyrost liczebnosci popu-
lacji. Wedtug Verhulsta przyrost liczebno$ci hamuje np. konkurencja o zasoby siedliska, ktora
wigze sie w oczywisty sposdb z ograniczonoscia tych zasobéw. W zwiazku z tym w réwna-
niu (1.2) — ktore w dalszym ciagu bedziemy utozsamiaé¢ z réwnaniem (1.4) dla r, > 0 —
nalezy uwzglednié¢ sktadnik opisujacy konkurencje. W tym kontekscie mowimy o konkurencji
wewnatrzgatunkowej w odréznieniu od konkurencji zewnatrzgatunkowej, wystepujacej pomie-
dzy osobnikami réznych gatunkéw. Trzeba sie wiec zastanowié, jak reprezentowaé te konkurencje
w jezyku matematyki. Wszystkie modele biologiczne powstajace w XIX (czy nawet w pierwszej
polowie XX wieku) mialy swoje korzenie w ugruntowanych juz modelach fizycznych. Zatem
nie nalezy sie dziwié¢, ze konkurencje miedzy osobnikami tego samego gatunku Verhulst opisat
w taki sam sposéb jak losowe zderzenia czasteczek gazu elementarnego. Liczba takich zderzen
jest proporcjonalna do kwadratu liczby czastek N2, a bioragc pod uwage, ze osobniki moga
konkurowa¢ ze sobg tylko wtedy, gdy sie bezposrednio zetkna mozna przyjaé, ze konkurencja
jest proporcjonalna do kwadratu liczebnosci, czyli réwnanie (1.2) zamienia si¢ na

N(t) = rN(t) — bN?(t), (2.1)

gdzie b oznacza wspdlczynnik konkurencji wewnatrzgatunkowej i odzwierciedla ,szkodliwos¢”
tej konkurencji dla populacji P.

To samo réwnanie mozemy otrzymac na podstawie innego modelu heurystycznego. Wydaje
sie oczywiste, ze przyjety w modelu Malthusa (1.4) staly wspolczynnik reprodukeji r,, = const
stanowi czesto zbyt duze uproszczenie. Zwykle wspotczynnik ten zalezy od wielu czynnikow,
w tym takze bezposrednio od liczebnosci populacji. Jesli liczebnosé jest niewielka, to osobniki
maja dobry dostep do zasobow siedliska i moga sie bez przeszkdéd rozmnazaé, ale przy wzro-
Scie liczebnosci ten dostep zmniejsza sie. W takiej sytuacji przyrost per capita (czyli wzgledny
przyrost na jednego osobnika w populacji)

N _ G

N(t)  N(t)’
staly w modelu Malthusa (1.4), staje si¢ funkcja zalezna od N(t). Poniewaz wedlug naszych
zalozen reprodukcja zmniejsza sie wraz ze wzrostem liczebnoéci populacji, to najprostsze mate-
matyczne odzwierciedlenie takiej zaleznoéci stanowi liniowa funkcja malejaca. Wobec tego

N(t) ; ’
N = h(N(t)), gdzie h(z)=r (1 B K>

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (©) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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i przy b = £ réwnanie (2.1) i réwnanie logistyczne

N(t) = rN(#) (1 _ N(t)) (2.2)
K

pokrywaja sie. Nazwa ,réwnanie logistyczne” wiaze sie z typowym logistycznym ksztaltem

czedei rozwiazan réwnania (2.2). Roéwnanie to nazywa sie czesto takze rownaniem Verhulsta lub

réwnaniem Verhulsta — Pearla, przy czym nazwisko biologa R. Pearla pojawia si¢ w tej nazwie

w zwiazku z zastosowaniami réwnania (2.2) do opisu konkretnych populacji.

Przejdziemy teraz do analizy przebiegu rozwiazan réwnania (2.2). Jak poprzednio jest to
réwnanie o zmiennych rozdzielonych, ktére mozemy rozwiazaé¢ korzystajac z rozkladu utamka
m na utamki proste,

1 1, #
NNy N
Naszym gléwnym zadaniem nie jest jednak poszukiwanie analitycznych rozwigzan budowanych
modeli, tylko analiza wtasnosci i przebiegu tych rozwiazan. Zauwazmy, ze prawa strona réw-
nania (2.2) jest funkcja klasy C!, co implikuje istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan. Latwo tez
sprawdzié, ze dla Ny > 0 mamy N (¢) > 0 dla t > 0. Jedna z metod tej wykazania tej wlasnosci
stanowi zapisanie réwnania (2.2) w réwnowazne]j postaci catkowej

N(1) ¢ [l N
N N AN N(s r [ (1252 )ds
:r<1—K>:> /W: 7’(1— I({)>ds:>N(t):NgeO ,
No 0

=

skad od razu wynika nieujemno$¢. Z kolei nieujemnos$é implikuje oszacowanie
N(t)<rN({t) = N(t) < Noe™,

czyli wzrost jest co najwyzej wyktadniczy i rozwiazanie istnieje dla wszystkich ¢ > 0.

. N so—— @+ « >N

Y

I\,

Rysunek 2.1. Wykres funkcji f(N) = rN (1 — %) (po lewej) oraz odpowiadajacy mu portret
fazowy réwnania (2.2) (po prawej).

Zbadamy teraz zaleznosé (N, N ), ktéra determinuje monotonicznosé rozwiazan. Przyjrzyjmy
sie wykresowi funkeji f(N) =rN (1 — %), por. rys. 2.1. Jest to parabola o miejscach zerowych
N = 01N = K skierowana w d6l. Wynika stad, ze N = 0 i N = K sa rozwigzaniami
stacjonarnymi. Jesli N(¢) € (0, K), to N(t) > 0, czyli rozwiazania dla warunku poczatkowego
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Ny < K sa rosnace i ograniczone, poniewaz z jednoznacznosci rozwiazan wynika, ze nie moga
przeciaé stacjonarnego rozwigzania IN. Zatem jesli 0 < Ny < K, to

lim N(t) = K.

Analogicznie jesli Ny > K (rozwijajaca sie¢ w naturalnych warunkach populacja nie moze prze-
kroczy¢ granicy K, jak pokazaliSmy powyzej, czyli taka sytuacja jest mozliwa jedynie w przy-
padku introdukcji osobnikéw), to N(t) < 0, wiec dla takich wartoéci poczatkowych liczebnogé
maleje 1 ponownie asymptotycznie osiaga warto$¢ K. Jednak aby dokladniej przeanalizowaé
przebieg rozwiazan musimy znaé nie tylko wartos¢ pierwszej pochodnej, ale takze drugiej, ktora
determinuje wypuklosé/wklestosé funkeji N(t).

Obliczmy zatem
N(t) = %N(t) = % (rN(t) (1 - N}?)) _

rN(t) (1 — ]\;((t)) + rN(t) (—]\;({t)> = rN(t) (1 - 2];{@)) .

Widzimy, ze jedli rozwiazanie w pewnej chwili ¢, przyjmuje wartos¢ N (t,) = %, to zmienia sie

charakter przebiegu — funkcja N(t) ma punkt przegiecia. Analizujac znaki czynnikéw N (t) i

| 2N

— Ny € (O, %), to N(t) rosnie do K przy t — oo, wigc istnieje t,, takie ze N(t,) = 01 N(t) jest
wypukla dla t < t, (szybki wzrost, poréwnywalny z wykladniczym, dla matych zageszczen),
a wklesta dla ¢ > t, (nastepuje spowolnienie wzrostu dla wiekszych zageszczen);

mozemy wydzieli¢ kilka obszaréw, por. rys. 2.2

— Ny € (%, K ), wtedy funkcja N (t) roénie, ale wzrost jest powolny, funkcja N jest wklesla;
— Ny > K, co (nalezy ponownie podkresli¢) odpowiada introdukeji osobnikéw, wtedy N (t)
maleje w sposéb wypukly do K, zatem spadek liczebnosci jest dosé szybki.

\ f § [ ——N_=Ki0
e T

Rysunek 2.2. Przykladowe rozwiazania réwnania logistycznego (2.2) dla réznych warunkéw po-
czatkowych.

Widzimy wiec, ze dla Ny € (0, %) rozwiazanie ma ksztalt wydluzonej litery S, jak krzywa logi-
styczna, ktora dobrze odzwierciedla wiele proceséw, przebiegajacych w poczatkowej fazie szybko
i intensywnie, a po pewnym czasie ulegajacych wysyceniu i stabilizujacych si¢ na maksymalnym
dla danego procesu poziomie.
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2.2. Dyskretne réwnanie logistyczne

Czesto réwnolegle z modelem ciaglym rozwaza sie model dyskretny. Przedstawimy teraz
dyskretna wersje réwnania (2.2). W tym celu przyblizymy pochodna N ilorazem réznicowym

_ N(t+At) - N(1)

zalozymy (analogicznie jak w przypadku modelu Malthusa), ze At jest réwna hipotetycznej
jednostce czasu At = 1 i zastosujemy notacje dyskretna N(t) = Ny, t € N. Otrzymujemy

T Nt
Nt—‘,—l = (1 + T’)Nt - ?NtZ = CLNt <1 - _[(1) , (23)
gdzie a = 1 +7r i Ky = %K . Zauwazmy, ze o ile z biologicznego punktu widzenia mamy

w réwnaniu logistycznym dwa parametry: wspétezynnik rozrodczosci i pojemnosé siedliska, to
z matematycznego punktu widzenia jeden z nich mozemy z latwosciag wyeliminowaé¢. Niech
Ty = % Dzielac réwnanie (2.3) stronami przez K; dostajemy

Tip1 = ax(1 — zy), (2.4)

czyli model jednoparametrowy. Zauwazmy, ze model ten ma sens, o ile kolejne wyrazy ciagu
(:Bt)?i o bozostaja w przedziale [0, 1], poniewaz reprezentuja one zageszczenia populacji w pro-
porcji do pojemnosci siedliska K. Wyrazy te obliczamy jako kolejne iteracje funkcji F(z) =
ax(l — x), ktéra jest funkcja kwadratowa z wartoScia maksymalng F (%) = §. Zatem aby
wszystkie wyrazy pozostawaly w przedziale [0, 1] musi zachodzi¢ 0 < a < 4. Bedziemy wiec
badaé¢ dynamike ciagu (z¢),~, dla a € (0,4] i warunku poczatkowego zg € [0, 1]. Oczywiscie jesli
xg =0 albo g =1, to z; = 0 dla ¢t > 1, wiec interesujace sa wartosci xg € (0, 1).

Jedli ciag (x¢);2, ma granice, to réwna si¢ ona ktéremus ze stanéw stacjonarnych. Wyznacz-
my wiec te stany. Niech Z oznacza stan stacjonarny. Wtedy

—1
T=ax(l—z) = 2z =0 albo :Elza .

Widzimy wiec, ze dodatni stan stacjonarny istnieje, o ile a > 1. Lokalna stabilnos¢ tych stanow

badamy za pomoca wartosci wlasnych przeksztalcenia dF(x)|z. W naszym przypadku dF(z) =

a(l—2x). Jedli a € (0,1), to stan stacjonarny jest wyznaczony jednoznacznie z = 0 i dF'(0) = a,

przy czym nieréwno$é¢ 0 < a < 1 implikuje lokalng stabilnosé. Co wiecej widzimy, ze x:11 < x4,

poniewaz xy11 = F(x;) < x¢ dla dowolnego x; € (0,1) przy zalozeniu a < 1. Mamy wiec ciag

malejacy 1 ograniczony, czyli zbiezny, zatem stan z = 0 jest globalnie stabilny w zbiorze [0, 1].
Jedli @ > 1, to istnieja dwa stany stacjonarne, przy czym & = 0 staje si¢ niestabilny, gdyz

a—1

teraz dI'(0) = a > 1. Dla dodatniego stanu stacjonarnego z; = “— mamy dF(Z1) = 2 — a oraz

2—al<1sac(L,3)

Prostymi metodami, jak w przypadku zerowego stanu stacjonarnego pokazujemy, ze dla a €
(1,2] ciag (z¢);~, jest monotoniczny od pewnego miejsca, natomiast dla a € (2,3) mozemy
wyréznié dwa podciagi monotoniczne od pewnego miejsca. Faktycznie, jesli a € (1,2], to dla
x¢ € (0,71) zachodzi F(x¢) > x4, natomiast dla x; € (Z1,1) mamy nieréwno$é¢ przeciwna.
Oczywiscie wystarczy rozpatrywal x; € (O, %], gdyz wykres iterowanej funkcji F(x) jest sy-

metryczny wzgledem prostej z = % oraz F(z) < § < 1

5, Wiec po pierwszej iteracji wyrazu
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o € (%, 1) dostajemy z; € (0, %) Wystarczy teraz wykazac, ze jesli xy < Z1, to zpy1 < 1.
Nieréwnoé¢ az(l — z) < Z; jest réwnowazna nieréwnosci kwadratowej

ktérej wyréznik A = (a — 2)? i dla a € (1,2] mamy dwa pierwiastki z; oraz x = 1 > 1

2

axr® —ax +

a—1

> 0,

a

a 2

Wobec tego nieréwnosé ta jest spelmiona dla x € (0,Z1). Analogicznie wykazujemy, ze z; €

(5:1, %] implikuje z;41 € (5:1, %] Mamy wiec ciagi monotoniczne i ograniczone. Stosujac te
sama technike dowodzimy monotonicznoéci podciagdéw w przypadku a € (2, 3).
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Rysunek 2.3. Przykladowe rozwiazania réwnania (2.4) dla 0 < a < 1, czyli gdy & = 0 jest
globalnie asymptotycznie stabilny (lewa strona) oraz dla a € (1, 3), czyli w przypadku stabilnosci
stanu stacjonarnego T; = %1 (strona prawa).

Dla oméwionych wartosci parametréw rozwiazania modelu dyskretnego sa zbiezne, podobnie
jak w przypadku modelu ciaglego, juz dla tych wartoéci widzimy jednak zasadnicze réznice. Po
pierwsze — dla malych a < 1 rozwiazania daza do 0, czyli populacja wymiera. Nie nalezy sie
jednak temu dziwi¢, gdyz w modelu dyskretnym wartosci wspétczynnika rozrodczosci ponizej
1 odpowiadaja procesowi Smiertelnosci, wiec w tym przypadku model dyskretny opisuje sytu-
acje, w ktérej populacja wymiera nawet bez konkurencji, zatem jesli konkurencja wystepuje,
to sytuacja moze sie tylko pogorszy¢. Przy a € (1,2] mamy monotoniczng zbiezno$é do dodat-
niego stanu stacjonarnego, zatem zachowanie jest analogiczne jak w modelu ciagltym, ale gdy
a przekracza 2, pojawiaja sie gasnace oscylacje — takie zachowanie nie jest mozliwe w modelu
ciaglym. Co sie¢ dzieje, gdy a przekracza 37

Dla a > 3 oba rozwiazania stacjonarne staja si¢ niestabilne. Mozemy jednak sprawdzicé,
ze po przekroczeniu tej wartosci rozwigzania zyskuja charakter stabilnego cyklu granicznego,

najpierw o okresie 2, potem o okresie 4 itd. Cykl o okresie 2 znajdujemy stosunkowo tatwo, jako
rozwigzanie rownania

FX(z) =z, gdzie F?(z)=F(F(z))=a*x(1—2)(1 - ax + ax?)

rozne od znanych juz stanéw stacjonarnych. Szukamy wiec dodatnich miejsc zerowych wielo-
mianu

W(z) = a2 — 2a32% + d®(a 4+ )2z + 1 — d®.
Dzielimy W przez x — Z; i obliczamy

a+1++va?—2a—3

2a ’

C1,2 = C= {01702}-
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Zbiér C jest poszukiwanym cyklem o okresie 2. Jego lokalng stabilnos¢ badamy znanymi juz
metodami. Dla a € (3, 14++v/6) cykl jest stabilny. Gdy a przekracza 1++/6 nastepuje destabilizacja
i pojawia si¢ stabilny cykl o okresie 4. Taka zmiane dynamiki rozwiazan nazywamy bifurkacja
podwojenia okresu (albo bifurkacja rozwidleniowa,).

09

Cykl diugosci 2 (a=3,2) Cykl dlugosci 4 (a=3,44)

%

07r : : : : : :
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s *
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Rysunek 2.4. Przyklad cyklicznych rozwiazan réwnania (2.4) o réznych dlugosciach cyklu.

Wraz z rosnacym a wyczerpuja sie okresy postaci 2". Przy przekroczeniu wartosci krytycznej
a* =~ 3,569 pojawiaja sie rozwigzania o innych okresach. Okresy te sg zwigzane z porzadkiem
Szarkowskiego. Na koncu bifurkuje orbita okresowa o okresie 3, ktéra powszechnie kojarzona
jest z chaosem. Omawianie pojecia chaosu wykracza poza ramy tego wykladu. Mozna jednak
udowodnié, ze dla a = 4 rozwiazania réwnania (2.4) sa chaotyczne. Cykl bifurkacji wystepuja-
cy w tym modelu najlepiej obrazuje diagram bifurkacyjny, zwany w tym przypadku drzewem
Feigenbauma, por. rys. 2.5. Drzewo Feigenbauma ma pewne wtasnosci obiektéw zwanych frak-
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Rysunek 2.5. Diagram bifurkacyjny modelu (2.4), zwany drzewem Feigenbauma (Zrédto: wiki-
pedia).

talami, w szczegdlnosci charakteryzuje sie samopowtarzalnoscig — jeéli przyblizymy wycinek
wykresu, to zobaczymy fragment tudzaco podobny do calosci. Podkresli¢ nalezy, ze tego typu
dynamike generuja wszystkie funkcje o wtasnosciach podobnych do funkcji logistycznej, czyli
F :[0,1] — [0,1] unimodalne.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Szarkowskiego
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3.1. Efekt Alleego

W wiekszosci przypadkéw, jesli nie uwzgledniamy migracji, to model pojedynczej populacji
P, zaréwno w przypadku ciaglym jak i dyskretnym, mozemy zapisa¢ w ogdlnej postaci

N(t) = N(t)f(N(t)) — model ciggly, 31
Nit1 = N¢f(Ny) — model dyskretny, (3:1)
gdzie f odzwierciedla przyrost per capita, podobnie jak w przypadku réwnania logistyczne-
go (2.2). Oméwimy teraz postaé¢ funkeji f w przypadku wystepowania w populacji tzw. efektu
Alleego. Populacje, w ktérych obserwujemy taki efekt, zmniejszaja swoja liczebnosé, jesli spadnie
ona ponizej pewnego progu. Typowo wigzemy efekt Alleego z drapieznictwem — na dynamike
danej populacji wptywa takze to, ze w ekosystemie wystepuje gatunek drapieznika zywiacy sie
osobnikami populacji P, przy czym zakladamy, ze drapieznikow jest zawsze duzo. Wobec tego
jesli liczebno$é populacji P jest niewielka, to drapiezniki zjadaja dostepne osobniki i populacja
P wymiera.

Modele z efektem Alleego moga mieé rézna postaé, w zaleznosci od funkcji drapieznictwa.
Najprostszy model stanowi modyfikacje réwnania logistycznego (2.2)

N(E)

N(t) = rN(t) (N(t) — N.) <1 -2

) . N.e(0,K), (3.2)
gdzie r i K interpretujemy analogicznie jak w réwnaniu logistycznym, natomiast N, nazywamy
w tym kontekscie putapka drapieznictwa.

Podobnie jak w przypadku réwnania (2.2), réwnanie (3.2) mozemy rozwiazaé¢ analitycznie
rozkladajac prawa strone na utamki proste, co zostawimy jako ¢wiczenie. Najwazniejsze wla-
snosci rozwigzan odczytamy z portretu fazowego, por. rys. 3.1.

Rysunek 3.1. Zaleznoéé (N, N) dla modelu opisanego réwnaniem (3.2) (po lewej) oraz odpo-
wiadajacy tej zaleznosci portret fazowy (po prawej).

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.


http://en.wikipedia.org/wiki/Allee_effect
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Widzimy, ze prawa strona réwnania (3.2) jest wielomianem trzeciego stopnia o miejscach
zerowych 0, N., K — sa to oczywidcie stany stacjonarne naszego réwnania — i ujemnym
wspotczynniku przy N3. Wobec tego
1. dla Ny € (0, N.) mamy N(t) < 0, czyli N(t) maleje do 0;

2. dla Ny € (N,, K) mamy N(t) > 0, czyli N(t) rosnie do K;
3. dla Ny > K mamy N(t) < 0, czyli N(t) maleje do K.

Policzymy tez druga pochodna, aby zbadaé¢ wklestosé/wypuklo$é rozwigzan
N(t) = —%N(t) (3N%(t) = 2N () (Ne + K) + NoK ).
Z kolei druga pochodna jest funkcja kwadratowa zmiennej N (t) o wyrézniku
A=4(K? = NK+N2) >0

i pierwiastkach

lewe(o,]\fc), NQZWE(NQK)'

Ostatecznie, por. rys. 3.2,

1. dla Ny < N; funkcja N maleje i N > 0, czyli N jest wypukla;

2. dla Ny € (Ny,N.) funkcja N maleje i pozostaje wklesta dopoki N(¢) > Ni, w punkcie
t, takim ze N(f) = Nj nastepuje zmiana charakteru przebiegu funkcji N — staje sie ona
wypukla;

3. dla Ny € (N,, Ny) przebieg jest symetryczny wzgledem stanu stacjonarnego N, do opisanego
w poprzednim punkcie (podobny do przebiegu krzywych logistycznych);

4. dla Ny € (Ng, K) funkcja N rosnie w sposéb wklesty do stanu stacjonarnego K;

5. dla Ng > K funkcja N maleje w sposéb wypukty.

Nao3l—— ————— ————————— e ]

Rysunek 3.2. Przykladowe wykresy rozwiazan réwnania (3.2) dla réznych wartosci poczatko-
wych Ny.

Widzimy wiec, ze powyzej progu drapieznictwa dynamika modelu jest analogiczna jak w przy-
padku réwnania logistycznego, por. prawy wykres na rys. 3.2, natomiast ponizej progu drapiez-
nictwa populacja wymiera, co widzimy na lewym wykresie na rys. 3.2.
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3.2. Funkcjonalna odpowiedz Hollinga i funkcja Hilla

W dalszym ciagu bedziemy zajmowaé si¢ sytuacja, w ktérej na opisywana populacje P
ma wplyw drapieznictwo. Wyprowadzimy wzér funkcji zwanej odpowiedzia funkcjonalng na
obecno$¢ drapieznika w oparciu o nastepujace rozumowanie zwane koncepcja dysku Hollinga [5].
Wedtug tej koncepcji kazdy drapieznik polujacy na danej powierzchni zauwaza ofiary znajdujace
sie w obszarze o pewnym okreélonym promieniu v i promien ten jest charakterystyczny dla
konkretnego gatunku drapieznika. Sposrdd dostrzezonych ofiar drapieznik moze upolowaé i zjesé
pewng czeé¢. Zakladamy, ze jest ona stala i oznaczamy te czeéé¢ przez a. Kazdy drapieznik dzieli
swoj czas na dwa typy aktywnosci: wyszukiwanie ofiary oraz polowanie i zjadanie ofiary. Szukajac
ofiar drapieznik przemieszcza si¢ z pewna ustalong predkoscia v, a polowanie i konsumpcja jednej
ofiary zajmuja mu Srednio T} jednostek czasu.

Przy tych zalozeniach oszacujemy, ile $rednio ofiar z populacji o zageszczeniu N zjada w
jednostce czasu pojedynczy drapieznik. Dowolny przedzial czasu dlugosci T' dzielimy na wy-
mienione wyzej dwa typy aktywnosci, a za pomoca Ty oznaczymy czas przeznaczony na wy-
szukiwanie ofiary. W czasie wyszukiwania drapieznik poruszajacy sie z predkoscia v obejmuje
swoim zasiegiem powierzchnie 2vvTy, gdyz vTs to droga, ktéra przebywa drapieznik, przy czym
w kazdym kroku rozgladajac sie widzi ofiary w odlegloéci nie wiekszej niz v w prawo i lewo.
Zatem w przedziale czasu o dhugosci T drapieznik chwyta i zjada 2ayvT;N ofiar w czasie
2ayvT T N. Caly przedzial czasu T mozemy wiec zapisaé¢ jako

T =Ts+ 2ayvT T N.
Jedli przez fr oznaczymy funkcje odpowiedzi drapieznika, czyli

liczba ofiar zjedzona w czasie T'

fH: T )

to
2ayvTs N

Ji = To(1 + 2070TN)

1 ostatecznie
aN

T 14N’

gdzie a = 2avyv i b = 2ayvT}, a réwnanie (3.3) nazywamy réwnaniem dysku Hollinga.
Zauwazmy, ze

fu

1
li = —
Ngnoo fH T ’
czyli nawet jesli ofiar jest bardzo duzo, to drapieznik nie moze zje$¢ wiecej niz pewna ich
liczbe, okreslona przez czas poswiecany na upolowanie i zjedzenie jednej ofiary. Jesli rozpatrzymy
skrajny przypadek, w ktorym Ty — 0 przy ustalonej liczebnosci populacji ofiar, to

li =alN

A o = aN,
co oznacza, ze w takim przypadku mozemy odpowiedz funkcjonalng modelowaé za pomoca
sktadnika liniowego. Taka posta¢ odpowiedzi funkcjonalnej nazywamy odpowiedzig Hollinga
I typu, ktéra charakteryzuje sie brakiem ograniczenia wzgledem liczebno$ci populacji ofiar,
natomiast przy b # 0 mamy odpowiedz typu II, ktéra jest ograniczona.

Wréémy teraz do opisu dynamiki populacji P. Zatézmy, ze na jej liczebno$é wpltywa dra-
pieznictwo, odpowiedz funkcjonalna opisuje funkcja (3.3) i mozemy przyjaé stala liczebnosé


http://en.wikipedia.org/wiki/Functional_response
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drapieznikéw D. Jesli wewnetrzna dynamike (bez uwzglednienia drapieznictwa) populacji P
opisuje réwnanie logistyczne (2.2), to ostatecznie zmiana liczebnosci podlega réwnaniu

iy = v (1- 52 - ﬁNl/ijjV(t), (3.4)

gdzie § = T% oznacza maksymalne drapieznictwo i Ny, = ﬁ odpowiada takiej liczebnosci
populacji, przy ktérej drapieznictwo jest réwne polowie maksymalnej wielkosci 5 (maksymalna
wielkosé osiaga si¢ asymptotycznie, przy N — 00).

Postaé¢ réwnania (3.4) nie daje gwarancji znalezienia rozwiazania analitycznego, ale metody
portretu fazowego i badania wklestoéci/wypuklosci rozwiazan oméwione w kontekscie poprzed-
nich modeli moga byé¢ zastosowane z powodzeniem takze w tym przypadku. Przeanalizowanie
dynamiki modelu (3.4) pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Wyprowadzona powyzej posta¢ odpowiedzi funkcjonalnej (3.3) stanowi szczegdlny przypadek
funkeji Hilla

Hy(z) n >0, (3.5)

= a77

b +
przy czym stalg n nazywamy wspotczynnikiem Hilla i w ogélnym przypadku nie musi to byé
liczba naturalna.
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Rysunek 3.3. Poréwnanie wykresu funkcji Hilla dla réznych wartosci parametru n przy ustalo-
nych parametrach a i b.

Widzimy, ze dla n = 1 funkcja Hilla odpowiada funkcjonalnej odpowiedzi Hollinga typu
II. Funkcja Hilla zostata zaproponowana do opisu reakcji biochemicznych i w tym przypadku
odzwierciedla ona szybkos$¢ reakcji. W szczegélnosci n = 2 opisuje przypadek, gdy w reakcji
biora udzial bimery (czasteczki powstale z polaczenia dwdch pojedynczych monomeréw). Za-
uwazmy, ze funkcja H,, opisuje reakcje, ktére ulegaja wysyceniu, przy czym w zaleznosci od
wspoélczynnika n majg rézne tempo przebiegu reakcji dla x blisko 0 i dla duzych z. Im wicksze

n, tym szybsze sa zmiany w otoczeniu punktu krytycznego x, = { Z—Hb (bedacego punktem
przegiecia Hy,). Funkcje Hilla mozemy takze interpretowaé jako gltadkie przyblizenie tzw. funkcji

przetaczeniowych

0 dlazxe]0,p),
fp(l’) =
b dlax > p.

Funkcje Hilla sg bardzo czesto wykorzystywane do opisu réznych proceséw ulegajacych wy-
syceniu — wielko$¢ wspélezynnika Hilla zalezy wtedy od szybkosci zmian danego procesu.


http://en.wikipedia.org/wiki/Hill_equation
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Rysunek 3.4. Wykres ilustrujacy jak ze wzrostem n funkcja Hilla z odpowiednimi parametrami
a i b coraz lepiej przybliza ustalong funkcje przetaczeniowa.



4. Modele pojedynczej populacji z uwzglednieniem
wieku 1

Przejdziemy teraz do opisu sytuacji, gdy populacja nie jest jednorodna — rozrézniamy osob-
niki w réznym wieku.

4.1. Ciag Fibonacciego

W najprostszym przypadku w populacji wyodrebniamy dwie grupy wiekowe:
— osobnikéw niedojrzatych (w wieku przed reprodukeyjnym);
— osobnikéw dojrzalych (w wieku reprodukeyjnym).
Co ciekawe, model opisujacy taka sytuacje jest najstarszym znanym modelem populacyjnym i
znamy go pod nazwa ciagu Fibonacciego.

W I potowie XIIT wieku Leonardo z Pizy (Fibonacci, czyli ,filus Bonacci” — syn Bonacciego)
zastosowal ten ciagg do opisu nastepujacego zagadnienia populacyjnego.

,Pewien czlowiek wzial pare krélikéw i umiescil je w miejscu otoczonym ze wszystkich stron
murem. Ile par krélikéw urodzi sie z tej pary w ciggu roku, jesli zatozymy, ze z kazdej pary po
miesigcu rodzi sie nowa para, ktéra staje sie ptodna po uptywie kolejnego miesiaca?”

Liber abaci rozdzial II1.

sihake’s Liczba par
£, 1
|
e "R
B 1
I\\
R e "
. ' 2

Rysunek 4.1. Ilustracja zagadnienia populacyjnego opisanego przez Leonarda z Pizy.

Jako rozwiazanie tego zagadnienia Fibonacci zaproponowal ciag:
1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144...,

znany dzi§ wtasnie jako ciag Fibonacciego. Ogdélny wyraz tego ciggu opisujemy za pomoca
formuty rekurencyjnej
Foyn=F,+F,1, Fi=1, Fh=1. (4.1)

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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W Liber abaci Fibonacci pomingt pierwszy wyraz ciagu — zauwazmy, ze powinny by¢ dwa
wyrazy rowne 1, gdyz pierwsza para tez staje sie ptodna dopiero po uplywie miesigca, por.
rys. 4.1. Analogiczny schemat opisuje liczbe przodkéw pojedynczego trutnia w roju pszczot,
por. rys. 4.2.

Mg TRUTEN P PSTCIOMA
|

\I \ / | /
e ER A R A 5
N/ | \
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Rysunek 4.2. Tlustracja przedstawiajaca schemat opisujacy liczbe przodkdéw pojedynczego trut-
nia w roju pszczo6l.

Nazwijmy kolejne wyrazy ciagu Fibonacciego liczbami Fibonacciego. Okazuje sie, ze liczby
Fibonacciego opisuja rézne wielkosci przyrodnicze, jak np. liczbe platkéw kwiatéw (stokrotki
stanowia sztandarowy przyktad, typowo liczba platkéw réwna jest 34, 55 albo 89!), liczbe pedéw
roslin w kolejnych fazach wzrostu, czy tez liczbe spiral w réznych konstrukcjach spiralnych
(spirale prawoskretne i lewoskretne), takich jak kwiatostany stonecznika, owoc ananasa czy
szyszki, por. rys. 4.3.

Rysunek 4.3. Zdjecia przedstawiajace wielkosci przyrodnicze, ktére sa opisywane przez liczby
Fibonacciego. Od lewej: liczba platkow stokrotki; liczba pedéw roslin; liczba spiral w kwiato-
stanie stonecznika.

Roéwnanie (4.1) jest liniowym réwnaniem dyskretnym, przy czym mozemy je traktowaé jako
rownanie z opdznionym argumentem — typowo dyskretny uklad dynamiczny bez opdZnienia
zapisujemy w postaci

Xn+1 = G(Xy), (4.2)

gdzie X, opisuje liczebnosé populacji (czy inna wielko$é biofizyczna) w chwili n, a G odzwiercie-
dla prawa rzadzace dynamika tej populacji. W ogdlnym przypadku X,, € R™. Oczywiscie postac
funkcji G zalezy od modelu heurystycznego (np. dla modelu Malthusa (1.3) funkcja G jest
liniowa) 1 w istotny sposéb wplywa na przebieg rozwigzan, czyli dynamike ciagu (X,,),- ;. Dys-
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kretny uklad z opéznieniem zawsze mozemy sprowadzi¢ do ukladu postaci (4.2) wprowadzajac
pomocnicze zmienne. Przyjrzyjmy sie tej procedurze na przykladzie ciagu Fibonacciego (4.1).
Niech Y;, oznacza wektor kolejnych liczebnosci Y, = (X, X,,_1)T. Wtedy

zatem jedno réwnanie z opdznieniem rzedu jednej jednostki czasu zamienia sie na uktad dwoéch
réwnan postaci (4.2). Liczba réwnan w ukladzie wyjsciowym zalezy od wielkoéci opdznien w
uktadzie poczatkowym.

Jak juz przypominaliémy przy rozwiazywaniu réwnania (1.3), rozwiazan ukladu (4.2) dla
liniowej funkcji G szukamy w postaci X,, = A" Xy, gdzie \ jest wartoscig wlasng macierzy prze-
ksztalcenia G. Podstawiajac taka postaé¢ rozwiazania do zaleznosci rekurencyjnej (4.1) otrzy-
mujemy

)\n+2X0 — )\n+1XO + )\nXO’

zatem A spelnia réwnanie
M- -1=0, (4.3)

11
czyli réwnanie charakterystyczne dla macierzy . Rozwiazujac réwnanie (4.3) dostaje-

1
my

1++/5 1-5
= —_—, )\2 = .
2 2
Wobec tego wyraz ogdlny ciagu Fibonacciego obliczamy jako kombinacje liniowa

A1

F,, = a\? + bAL, (4.4)

gdzie a i b musimy wyznaczy¢ korzystajac z warunku poczatkowego F} = F5 = 1. Dostajemy
zatem uklad réwnan

a(1+v5) + b1—+v5) = 2
a(1+v5)2 + b1 -+5)?2 = 4,

“f&

skad obliczamy a = = —b i ostatecznie ogdlny wyraz ciggu Fibonacciego

F, = ‘f (H‘/g)n;n(l_‘/g)n. (4.5)

Zauwazmy, ze ciag (Fn);fbo:l jest rosnacy i F,, — oo przy n — oco. Co wiecej, te sama wlasnoscé
maja wszystkie ciagi okreslone formula rekurencyjna (4.1) bez wzgledu na warunek poczatkowy,
o ile tylko Fy, F5 > 0. Jedli wzér (4.5) przepiszemy w postaci

V5 (14+v5\" 1-v5\"
F,=— 1— )
g 2 1+V5
to mozemy zauwazy¢, ze wraz z rosnacym n dynamika ciagu (F,,), 7 jest coraz blizsza dynamice
: VG (145"
ciagu (7 (%)’
wiec, ze wraz z rosnacym n dynamika ta coraz mniej rézni sie od dynamiki dyskretnego modelu

Malthusa (1.3). Podobne zachowanie zaobserwujemy dla wiekszosci wartosci poczatkowych Fi,
F5 > 0.

determinowanej przez dominujaca wartos¢ wlasng A;. Wnioskujemy
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Widzimy wiec, ze dynamika ciggu Fibonacciego jest raczej ,uboga”. Spdjrzmy jednak na

F, F, 1+ F,_9 1 1
= =1+ =1+ .
F,1 ?":; Tp—1

ciag % Zdefiniujmy

Mozemy sprawdzié, ze ciag (xy,)pe; oscyluje i dzieli si¢ na dwa podciagi (z2x)72 1, (T2k+1)poqs
M, z czego wynika, ze caly ciag zbiega do tej

monotoniczne, zbiezne do tej samej liczby =5

liczby.

———(1+/5)/2
191 [ ki
18E

! Y
17F 0 L 1
! y »
——J————\———,L——‘“ﬁ%_—_r—-#——_‘_—-o-——gi_f

T6BF | y

18F

TAF
13l 1622| 4
182

12 M

11
B 7 8
s

Fn
Fn—l ’

Rysunek 4.4. Poczatkowe wyrazy ciagu x,, =

Liczba ta znana jest od starozytnosci, oznaczamy ja ® i definiuje ona tzw. zlota proporcje
lub zloty podzial. Nazwa ta wiaze sie z podziatem odcinka na dwie czesci, z ktérych diuzsza
do krotszej ma sie tak jak caty odcinek do dluzszej. W starozytnosci méwiono takze o ,boskiej
proporcji” i wykorzystywano ja w wielu réznych konstrukcjach, takze przy budowie Partenonu.
Roéwniez w czasach nowozytnych wielu ludzi doszukuje sig liczb Fibonacciego czy ztotej proporcji
w roznych zjawiskach, najczesciej jednak nie ma to prawie zadnych podstaw naukowych.

4.2. Macierze Lesliego
W ogélnym przypadku mozemy wyodrebni¢ wiecej grup wiekowych. Niech populacja P be-

dzie podzielona na k grup wiekowych. W tej sytuacji liczebno$é catej populacji jest opisana
T .
(N?,Nf, .,Ntk) , gdzie N} oznacza liczebno$¢ grupy wiekowej

za pomoca wektora Ny
i w chwili ¢, dla ¢ = 0 mamy osobniki nowonarodzone, a dla ¢ = k — osobniki najstarsze,
ktére nie maja szansy dozy¢ do nastepnej chwili. Podobnie jak w przypadku modelu Malthusa
chcemy na podstawie znajomosci wektora liczebnosci Ny okresli¢ Nyy;1. Jak zwykle musimy
zaczaé od modelu heurystycznego, czyli omdéwienia proceséw, ktére sa wedtug nas istotne przy
opisie dynamiki populacji P. Ponownie podobnie jak w modelu Malthusa zaktadamy, ze osobniki
sa jednorodne w obrebie kazdej grupy wiekowej, w kazdej grupie wiekowej mamy do czynienia
tylko z dwoma procesami — rozrodczosci i starzenia sie/$miertelnosci, przy czym wspélezynniki
rozrodczosci i starzenia si¢ sa charakterystyczne dla danej grupy wiekowej. Analogicznie jak w
przypadku modelu Malthusa w obrebie danej grupy wiekowej oba procesy przebiegajg tak samo
dla wszystkich osobnikéw i sa roztozone rownomiernie w czasie. Zaktadamy tez, ze jednostka
czasu jest réwna jednostce zmiany wieku (starzenia sig), czyli ze po uplywie np. jednego roku
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osobnik starzeje sie o rok, co wiecej po uptywie jednej jednostki czasu przechodzi do nastepnej
grupy wiekowej albo umiera. Dostajemy wiec:

k
i+1 __ A 0 _ i
N =N, i €N, Ny =Y N},
=0

gdzie ~; odzwierciedla przezywalnosé osobnikéw z grupy wiekowej i (zatem 1 — «; to $miertel-
nosé), a «; — rozrodezosé danej grupy wiekowej. W zwiazku z tym formalnie model Lesliego
mozna przedstawié jako trojke (No, a, n), gdzie wektory No = (N9, ..., NHT, a = (ag, ..., ar),
n = (no,...,Mk—1) oznaczaja odpowiednio liczebnosci poczatkowe, wspoétczynniki rozrodczosci
oraz Smiertelnosci, 1; = 1 — ;.

Zapisujac ten model w postaci (4.2) otrzymujemy

Ny = MNy, (4.6)
gdzie
oy o o ... oy
v 0 0 ... 0
M= O v+ O ... 0 [,
0
0 ... ... w1 O

przy czym macierz M nazywamy macierza Lesliego, a model (4.6) modelem (macierzowym)
Lesliego (patrz [8, 9, 2]). Jedli mamy zadany poczatkowy rozklad wieku Ny, to rozklad w
dowolnej chwili ¢ € N mozemy obliczy¢ ze wzoru

N,; = M'N,.

Dla dowolnych ¢, p € N zachodzi tez Ny, = MPN;.

Definicja 4.1. Stanem réwnowagi modelu Lesliego nazwiemy pare (N, r) spelniajaca zaleznosé
rN = MN,

gdzie N jest wektorem liczebnoéci, ktéry nazywamy ustalong strukturg wieku, a » € R oznacza
staly wspétczynnik wzrostu.

W przypadku macierzy Lesliego liniowa niezaleznos¢ wierszy i kolumn pozwala zapisa¢ M
w postaci

M = VAV~

gdzie A to diagonalna macierz wartosci wlasnych, a V macierz kolumnowych wektoréw wtasnych
Vo, ..., Vi. Wynika stad, ze

M! = (VAV ) = VAV — N; = VA'VIN,.

Oznaczmy W = V~INg, W = (wo, ..., wy). Wtedy

k
Ny =Y Vidiw;. (4.7)
=0


http://en.wikipedia.org/wiki/Leslie_matrix
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Wtlasnosci rozwigzan zaleza zaréwno od postaci macierzy M jak i poczatkowego rozktadu wie-
ku. Twierdzenie Frobeniusa — Perrona gwarantuje istnienie dominujacej rzeczywistej wartosci
wlasnej Ao > |\;i|, 2 = 1..., k. Dla tej wartosci wlasnej zaréwno prawo jak i lewostronny wektor
wlasny jest rzeczywisty i ma nieujemne wspoélrzedne. Jesli macierz M spelnia pewne dodatkowe
zalozenia, np. gdy wskazniki ¢, dla ktérych «; > 0 nie maja wiekszego wspdlnego dzielnika niz
1, to Ao > |Ni], @ = 1,...,k i odpowiadajacy jej wektor wlasny MVy = AoV ma wspélrzed-
ne nieujemne i dla wiekszosci warunkéw poczatkowych asymptotyczne zachowanie rozwiazan
jest determinowane przez aV A}, gdzie a = const jest stala zalezng od warunku poczatkowego,
poniewaz ze wzoru (4.7) dla dominujacej wartosci wlasnej A\g wynika rozklad asymptotyczny

1

k t
s
)\tNt—VOwo—&—ZVi(Z) w; — Vowg przy t— oo.
0

i=1 Ao
Wobec tego dla wigkszosci warunkow poczatkowych populacja asymptotycznie osiaga rozktad
wieku Vy przy wspotczynniku rozrodczosci Ao, gdyz

N; ~ onO/\B przy t— oo
ijesli
1. Ap > 1, to liczebnosci wszystkich grup wiekowych rosna nieograniczenie, méwimy ze popu-
lacja jest rozwojowa;
2. Ao < 1, to populacja jest wymierajaca;
3. Ao = 1, to liczebnoé¢ calej populacji i poszczegdlnych grup wiekowych stabilizuje sie —
populacja jest stacjonarna, por rys. 4.5.

Wektor Vy odzwierciedla rozktad liczebnosci populacji w stanie réwnowagi, przy czym jesli
[|[Vo|| = 1, to wspdlrzedne tego wektora odzwierciedlaja procentowy wklad poszczegblnych grup
wiekowych w populacje. W takiej sytuacji dynamika modelu Lesliego jest podobna do dynamiki

k )
modelu Malthusa, co wiecej, jedli rozpatrzymy catkowita liczebno$é¢ populacji Ny = N{, to

(2
Ny ~ X5 No.

Mozliwe jest jednak takze inne zachowanie rozwiazan, w szczegdlnosci cykliczne zmiany
struktury wieku. Wiaze sie to miedzy innymi z dynamiks determinowang przez poczatkowe
rozktady wieku nalezace do podprzestrzeni generowanych przez wektory wlasne odpowiada-
jace wartosciom wlasnym Ap,..., A\ W sytuacji, gdy wsréd tych wartosci wlasnych nie ma
juz kolejnej dominujacej. Oczywiscie zalezy to w istotny sposéb od postaci macierzy Lesliego.
Rozpatrzmy przykiad macierzy Lesliego odzwierciedlajacej sytuacje, gdy rozmnazaja sie tylko
osobniki najstarsze. Rozpatrzmy przyktad populacji z wydzielonymi dwoma grupami wiekowymi
— rozrézniamy osobniki dojrzate, zdolne do reprodukcji i osobniki niedojrzate. Mamy wiec

0 m
M = . (4.8)
s 0

Obliczajac kolejne potegi macierzy (4.6) dostajemy

0 mtst—1 mtst 0

M2t = oraz M? = ,
stmt=1 0 0 stm!
co tatwo wykaza¢ indukcyjnie. Zauwazmy, ze jesli ms = 11 s < 1, to Ngoy = Ng oraz No;_1 =
mNg

E czyli mamy zachowanie cykliczne, por. rys. 4.6.
sN,
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Rysunek 4.5. Przykladowe rozwiazania modelu (4.6) w przypadku trzech grup wiekowych w za-
leznoéci od dominujacej wartosci wtasnej A\g. Wstawki pokazuja ewolucje procentowego udziatu
poszczegblnych grup wiekowych w catosci populacji.

Mp

Rysunek 4.6. Cykliczne zachowanie rozwiazan modelu (4.8) gdy ms =11 s < 1.
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5.1. Modele z op6znieniem

Innym sposobem wprowadzenia pewnej zaleznosci od wieku jest modelowanie przy uzyciu
réwnan z opéznieniem. Wr6émy do opisu dynamiki populacji za pomoca wzoru (2.1) i zalézmy,
ze przyrost per capita zalezy nie od liczebnosci populacji w biezacej chwili ¢, ale od stanu
w pewnej chwili w przeszlosci ¢t — 7. Kiedy tak sie bedzie dzialo? Wyobrazmy sobie populacje
roslinozercéw, ktore zjadaja rosliny bedace w pewnym konkretnym wieku 7 i jest to jednoczesnie
wiek, w ktorym te rosliny rozsiewaja nasiona. Jesli roslina zostanie zjedzona, to nie rozsieje
nasion, a wtedy w przysztosci osobniki opisywanej populacji nie maja co jes¢. Ilos¢ zjedzonych
roslin zalezy od stanu populacji w biezacej chwili, zatem ilo$¢ jedzenia w przyszlosci, czyli
przyrost per capita, zalezy od tego stanu. Przy takich zalozeniach réwnanie na przyrost per
capita przyjmuje postaé

N(t)

N = =)
W szczegdlnosdci rownanie logistyczne z opdznieniem zaproponowane przez G. E. Hutchinsona
w 1948 r. zapiszemy jako

N(t) = rN(1) (1 _ N“f(‘”) . (5.1)

Oczywiste jest, ze przy opisanym powyzej modelu heurystycznym powinni$my rozwazaé nie
doktadnie jedno ustalone opdznienie 7, ale pewien rozklad opdznienia, gdyz nie ma w naturze
takich roslin, ktore rozsiewalyby nasiona dokladnie w danym wieku, ale jak zwykle staraliémy
sie zbudowaé jak najprostszy model, zatem przyjeliSmy uproszczenie polegajace na ustaleniu
opOznienia 7.

Chcemy zbadaé zalezno$¢ rozwiazan réwnania (5.1) od wielkosci opéznienia 7 > 0. Zaj-
miemy sie najpierw omdwieniem podstawowych wlasnodci, takich jak istnienie, jednoznacznosé
i nieujemnos$é rozwiazan dla nieujemnego warunku poczatkowego. Zauwazmy, ze aby rozwia-
za¢ réwnanie z opdznieniem 7 nie wystarczy, ze okreslimy poczatkowa liczebno$é populacji
N(0) = Ny, ale musimy zadaé¢ funkcje poczatkowa okreslona na przedziale dtugosci op6znienia,
czyli Ng : [-7,0] — RT. Typowo w teorii réwnan rézniczkowych z op6znionym argumentem
zaktadamy, ze funkcja poczatkowa jest ciagla, ale nie zawsze jest to zalozenie konieczne. W
szczegdlnosei — znajac funkcje poczatkowa Ny mozemy rozwiazaé réwnanie (5.1) metoda kro-
kéw, o ile tylko funkcja poczatkowa jest calkowalna. Dokladniej, niech ¢ € [0, 7]. Wtedy

%‘(t) =r (1 — NO(t—T)> — In N _ rt— — o No(s)ds,

2 K No(0) K-
czyli
r t—7
N(t) = No(0)exp (rt e No(s)ds> dla te0,7].
—T
Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,

2011.
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Oznaczmy otrzymane rozwiazanie przez Np(t) = No(0) exp (rt - e Ng(s)ds) dlat € [0, 7].
Zauwazmy, ze jest ono dobrze okreslone dla ciagtej funkcji poczatkowej, co wiecej w tym przy-
padku wystarczy, zeby funkcja Ny byla catkowalna. Mamy tez jednoznacznosé, a nieujemnosé
wynika z nieréwnosci Ny(0) > 0, przy czym Ny(0) = 0 implikuje N(¢) = 0 (stany stacjonarne
rownan z opoznieniem sa oczywiscie takie same jak dla analogicznego réwnania bez opdznienia,
skoro nie zaleza one od czasu). Teraz zastosujemy metode indukcji matematycznej. Zatézmy,
ze znamy rozwiazanie N (t) na przedziale [(k — 1)7, k7] 1 znajdZzmy rozwiazanie na kolejnym
przedziale

t—1
Nii1(t) = Ni(kT)exp (r(t — k) — % ) Nk(s)ds> dla te [kr,(k+1)7].

Wobec tego metoda indukcji matematycznej gwarantuje, ze rozwigzanie istnieje dla dowolnego
t > 0 i ma pozadane wtasnosci.

Zbadamy teraz wlasnosci asymptotyczne rozwiazan, w szczegdlnosci stabilnosé lokalng roz-
wigzan stacjonarnych. Metoda badania stabilnoéci jest analogiczna, jak stosowana w przypad-
ku réwnan bez opdznienia. Przeprowadzamy najpierw linearyzacje wokoét stanu stacjonarnego.
Niech N bedzie rozwigzaniem stacjonarnym, czyli N = 0 albo N = K. Wprowadzamy nowa
zmienna z(t), ktéra oznacza odchylenie od stanu stacjonarnego, N(t) = N + x(t), przy czym
zakladamy, ze |2(t)| < € i pomijamy wyrazy rzedu £2. Mamy

S N+xzt—71)\ _ N —x(t—T)
z(t) = r(N + z(t)) (1 — K) ~ rx(t) (1 — K) - TNT

po pominieciu sktadnika —rz(t) x(tIET) i zauwazeniu, ze rN (1 — %) = 0 dla obu stanéw stacjo-

narnych.
Dla stanu stacjonarnego N = 0 réwnanie zlinearyzowane ma postaé

z(t) = ra(t).

Widzimy wiec, ze odchylenie od stanu stacjonarnego x(t) roénie, zatem N = 0 jest niestabilne.
7 kolei dla dodatniego stanu stacjonarnego

z(t) = —rz(t — 7).

Jak zbada¢ stabilnosé stanu stacjonarnego = 0 powyzszego rownania? Tak jak w przypadku
réwnan bez opdznienia szukamy rozwiazan w postaci wykladniczej z(t) = zoe. Jedli wszystkie
wartodci wlasne A maja czesci rzeczywiste ujemne, to x(t) — 0 przy t — +oo dla dostatecznie
matych xq. Stad odchylenie maleje do 0, zatem stan N = K réwnania (5.1) jest lokalnie asymp-
totycznie stabilny. Jesdli natomiast istnieje wartos¢ wlasna o czesci rzeczywistej dodatniej, to
N = K jest niestabilny. Okazuje sie, ze dla réwnan z opéznieniem réwnanie charakterystyczne,
w tym przypadku
A= —re_/\T,

ma nieskonczenie wiele rozwiazan, ktore zaleza w sposéb ciagly od parametréw, w szczegdlnosci
od opdznienia. Skoro dla 7 = 0 mamy A = —r < 0, to dla malych opdznien stan N = K po-
zostaje stabilny. Zastanéwmy sie kiedy moze nastapi¢ destabilizacja. Skoro niestabilno$é wigze
sie z pojawieniem sie wartosci wlasnej o dodatniej czedci rzeczywistej, to dla pewnej krytycznej
wartoéci 7F > 0 musimy mie¢ A\ = +iw, w > 0, i wartoéci wlasne przechodzg z lewej pélplasz-

. AR\ : . . .
czyzny zespolonej na prawa, wigc —r= . >0, gdzie R(\) oznacza czesé rzeczywista wartosci

T=T

wlasnej, por. rys. 5.1.
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Rysunek 5.1. Pogladowa ilustracja destabilizacji stanu stacjonarnego poprzez przejscie wartosci
wlasnych z lewej poélplaszczyzny zespolonej na prawa.

Jesli A = +iw, to
tiw = —reT@ = liw| = |7‘e:F“”k|,

ale ]ejFi“”k] =1, wiec wi = r (w ogélnym przypadku latwiej rozpatrywaé te réwnosé po podnie-
sieniu do kwadratu). Znajac krytyczng warto$é wlasna obliczamy 7%

0 = —r cos(w "),
wy = rsin(wpTk),

czyli cos(wpTF) = 0 i sin(w,7*) = 1, wobec tego wpTF = 5 +2nm, n € N. Mamy wigc ciag
krytycznych wartoéci wlasnych (T,’f)oo o Okazuje sig¢, ze znak %(T)‘) X mozemy sprawdzié
n= —

korzystajac z juz przeprowadzonych obliczefi. W ogblnym przypadku dla uktadu réwnan z po-
jedynczym opdznieniem 7 réwnanie charakterystyczne ma postaé

P\ +Q(N)e ™ =0
i dla czysto urojonych wartoéci wlasnych A = iw, w > 0, definiujemy funkcje pomocnicza

F(w) =|P(iw)]|* = lQw)|?,

ktérej miejsca zerowe wyznaczaja czysto urojone wartoéci wlasne. U nas F(w) = w? — 72

Podstawiamy y = w? i rozpatrujemy F(y) = y — r?. Pochodna tej funkcji w punkcie y =

w? ma taki sam znak jak dé}flg‘)

wartoéci wlasne przechodza z lewej pélplaszezyzny na prawa. Wobec tego dla pierwszej wartosci
krytycznej Té“ = 5. nastepuje destabilizacja i rozwigzanie N = K pozostaje niestabilne dla
wszystkich 7 > Té“. Ten mechanizm destabilizacji nazywamy bifurkacja Hopfa. W jej wyniku
pojawiaja sie nietrywialne rozwigzania okresowe o okresie 3)—: = 27”, co widzimy na wykresach
na rys. 9.2.

Podsumowujac te tematyke nalezy stwierdzi¢, ze wprowadzenie do opisu heurystycznego
zaleznoéci od wieku prowadzi najczesciej do dynamiki oscylacyjnej, ktora jest zwykle obser-
wowana w przypadku populacji wystepujacych w naturze. Widzimy tez, ze opis dynamiki za
pomocg réwnan z opdznieniem moze przypominaé zachowanie rozwiazan modeli dyskretnych,
gdzie tez obserwujemy oscylacje. Co wiecej, jesli prawa strona réwnania z opdZnieniem repre-

zentuje np. funkcje Hilla, to dla odpowiednio duzych wartosci wspélczynnika Hilla wystepuja

‘ - W naszym przypadku F'(y) = 1 > 0, zatem zawsze
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Rysunek 5.2. Wykresy przedstawiajace rozwigzania réwnania (5.1) dla réznych wartosci op6z-
nienia 7. Odpowiednio od lewej: 7 < 7§; 7 = 78; 7 > 7.

zachowania chaotyczne, znéw analogicznie jak w modelach dyskretnych. Mozemy przypuszczaé,
ze podobienstwa te wigza sie z podobna struktura obu typéw modeli — w modelach dyskretnych
tak jak w rownaniach z op6znieniem dynamika w chwili biezacej ¢ zalezy od stanu uktadu z chwili
poprzedniej t — 1.



6. Modele oddzialywan miedzy dwiema populacjami
|

Przejdziemy teraz do omowienia zagadnien zwigzanych z modelowaniem ekosystemu, w kto-
rym wystepuja dwie populacje. W zaleznosci od oddzialywan miedzy tymi populacjami, rozréz-
niamy trzy typy ekosystemdw

1. uktad drapieznik — ofiara, w ktérym jeden z gatunkéw ekosystemu jest pozywieniem dla
drugiego;

2. konkurencja, w ktorym gatunki rywalizuja o zasoby $rodowiska (pozywienie, miejsca legowe
itp.);

3. symbioza — zjawisko wspolzycia przynajmniej dwoch gatunkdw, ktore wptywaja pozytywnie
na siebie (mutualizm) lub wyraZne korzysci odnosi jedynie jedna ze stron, nie szkodzac
drugiej (komensalizm).

W tym rozdziale zajmiemy sie opisem $rednich zageszczen obu populacji, nie uwzglednimy prze-
strzennego rozmieszczenia osobnikow w ekosystemie, co oczywiscie kryje dodatkowe zalozenie,
ze osobniki sa rozmieszczone jednorodnie i jest ich dostatecznie duzo, aby mozna bylo moéwié¢ o
$rednim zageszczeniu.

6.1. Model Lotki — Volterry

Wprowadzimy najpierw pierwszy historycznie model opisujacy oddziatywania dwdch popu-
lacji w ekosystemie. Dotyczy on uktadu drapieznik — ofiara i zostal zaproponowany réwnolegle
jako model populacyjny przez Vito Volterre [17] oraz jako model tancucha reakcji biochemicz-
nych przez Alfreda Lotke [10]. Volterra zaproponowal ten model w celu wyjasnienia pewnego,
zdawaltoby sie paradoksalnego zjawiska, ktore zostalo zaobserwowane po I wojnie Swiatowej.
Po ustaniu dziatan wojennych, kiedy ludzie na powrét zajeli sie uprawianiem swoich zawodéw,
rybacy odkryli, ze populacja ryb drapieznych w Adriatyku zwigkszylta sie. Uznano to za para-
doks, gdyz zdawaloby sie, ze wszystkie gatunki powinny ucierpie¢ w wyniku dziatah wojennych.
Volterra na bazie swojego modelu wykazal, ze wzrost liczebnosci drapieznikéw byt calkiem
naturalny, poniewaz w czasie wojny zaprzestano polowow i dzieki temu populacja drapieznikdw
mogta wrécié¢ do stanu naturalnego. Co wiecej, model ten odzwierciedla znane w ekologii prawo
zachowania Srednich, ktére mowi, ze w naturalnych siedliskach zmiany liczebnosci populacji w
czasie zachodza tak, ze zachowana zostaje liczebno$¢ $rednia.

Zaczniemy od przedstawienia modelu heurystycznego, na bazie ktérego wyprowadzamy réw-
nania modelu Lotki — Volterry. Zakladamy, ze w ekosystemie wystepuja dwa gatunki Py i P,,
przy czym osobniki drugiego gatunku stanowiag pozywienie osobnikéw pierwszego gatunku, czyli
drapieznikéw. Jesli nie ma drapieznikéw, to gatunek P, ma bardzo dobre warunki i moze sie
rozwijac¢, podlegajac prawu Malthusa ze wspoélczynnikiem rozrodczosci r > 0. Natomiast dra-
piezniki, jesli nie ma ofiar, to nie maja co je$¢, wiec ging z glodu. Jesli w srodowisku sa osobniki
obu gatunkéw, to drapiezniki poluja na ofiary. Zakladamy, ze polowanie jest mozliwe tylko w
przypadku bezposredniego kontaktu, osobniki poruszaja sie losowo, zatem liczba kontaktéw jest
proporcjonalna do liczebnosci obu gatunkéw. Zauwazmy, ze w takiej sytuacji dla pojedynczego

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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drapieznika mamy odpowiedz funkcjonalng Hollinga typu I. W zwiagzku z polowaniem ubywa
osobnikéw gatunku P,, proporcjonalnie do liczby spotkan, a wspétczynnik proporcjonalnosci
odzwierciedla skutecznos¢ drapieznika. Po upolowaniu ofiary drapieznik zyskuje energie, ktérej
czeS¢ przeznacza na rozmnazanie.

Niech P(t) oznacza zageszczenie drapieznikow, a V(t) — zageszczenie ofiar. Na podstawie
powyzszego modelu heurystycznego zapiszemy uklad réwnan rézniczkowych dynamiki obu po-
pulacji

V = rV—aVP,

) (6.1)
P = —sP+abVP,

gdzie dla uproszczenia zapisu pomijamy zmienna niezalezng t. Poszczegdlne sktadniki ukta-

du (6.1) maja nastepujaca interpretacje

— rV i —sP opisuja wewnetrzna dynamike odpowiednio gatunku P, i Py, r jest wspotczynni-
kiem rozrodczoéci ofiar, a s — wspotczynnikiem $miertelnoéci drapieznikéw;

— aV P odzwierciedla liczbe losowych spotkan osobnikéw obu gatunkdéw, a jest wspotezynni-
kiem skutecznosci polowania, sktadnik ten interpretujemy takze jako biomase upolowanych
ofiar;

— wspodlezynnik b odzwierciedla cze$é upolowanej biomasy, ktora gatunek P, przeznacza na
reprodukcje.

Przejdziemy teraz do analizy zachowania rozwiazan ukladu (6.1). Poniewaz uklad (6.1) jest
autonomiczny, wiec bez straty ogélnosci przyjmujemy, ze to = 01 V(0) = Vy, P(0) = Fp.

Sformutujemy najpierw nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 6.1. Rozwigzania ukladu (6.1) dla nieujemnego warunku poczgtkowego (Vo, Py),
Vo, Py 2 0, istniejq dla wszystkich t > 0, sq jednoznaczne i nieujemne.

Dowdd. Poniewaz prawa strona uktadu (6.1) jest klasy C! (nawet analityczna) w R?, to lokalne
rozwiazania istnieja dla dowolnego warunku poczatkowego i sa one jednoznaczne. Niech [0, t*)
bedzie przedziatem okreslonosci rozwiazania dla warunku poczatkowego (Vp, Py). Pokazemy, ze
rozwigzanie to jest nieujemne. Niech Vg = 0. Wtedy V(0) = 0 i zmienna V nie zmienia sie.
Mamy wiec V(t) = 0 i wtedy P = —sP, czyli P(t) = Pye *!. Analogicznie dla Py = 0 mamy
P(t) =01 V(t) = Vpe™. Niech teraz Vy, Py > 0. Zalézmy, ze istnieje taka chwila £ > 0, ze
zmienna V staje sie ujemna. Wtedy V (¢) = 0, co jest sprzeczne z jednoznaczno$cia rozwigzan,
czyli V(t) > 0 dla wszystkich ¢ > 0, dla ktérych rozwiazanie istnieje. Podobnie P(t) > 0 dla
t>0.

Pozostaje jeszcze udowodnié istnienie rozwigzan dla wszystkich ¢ > 0. Zalézmy, ze rozwiaza-
nie istnieje na pewnym skonczonym przedziale [0,¢*) Wiemy juz, ze rozwiazanie jest nieujemne,
wiec

V < rV.

Po pomnozeniu powyzszej nieréwnosci przez e~ dostajemy

Cil—‘t/e*” —rVe <0 = % (Ve*”) <0,
czyli V(t)e ™ < Vo dla t > 0, wiec V() < Vpe™. Stad dla dowolnego skoticzonego t* zachodzi
V(t*) < Viax = Voe't oraz V(t*) < rVigax. Teraz mozemy oszacowaé pochodna zmiennej P.
Dla t < t* otrzymujemy P < abVipayx P, czyli P(t) < Pype®Vmaxt < P = Pye®Vmat”™ orag
P < abVimax Pmax- Szacujac pochodne z dotu dostajemy V> —aVmaxPmax oraz P> —SPhax.
Mamy wiec funkcje ograniczone o ograniczonych pochodnych, z czego wynika, ze istnieja gra-
nice limy_4+ V(t) = V, oraz limy_ P(t) = P,. Gdyby ktoras z tych granic nie istniala, to
mozemy wybra¢ dwa podciagi zbiezne do réznych granic. Niech np. lim,,, oo V(t,,) = V;, oraz
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limy,—oo V(tn,) = Vg, dla ty,, th, — t* 1V, # Vg,. Wtedy z twierdzenia o wartodci Sredniej

V(tng) = w — 00 przy ng — 00, co jest sprzeczne z ograniczonoscig pochodnej.
ni ng

Biorac warunek poczatkowy tg = t*, V(tg) = Vj, P(to) = P, i korzystajac z twierdzenia o

istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan przedtuzamy rozwigzanie dla t > t*. Wobec dowolnoéci t*

rozwigzanie istnieje dla wszystkich ¢ > 0. O
Zauwazmy, ze gladko$é prawej strony i liniowe oszacowanie pochodnej zawsze gwarantuje
przedtuzalnos¢ rozwiazan.
Przystapimy teraz do analizy asymptotyki rozwiazan ukladu (6.1). Wyznaczymy najpierw
stany stacjonarne (V, P). Spelniaja one uklad réwnan
0 = V(r—aP),
0 = P(—s+abV),
zatem albo (V, P) = (0,0), albo (V, P) = (5, £). Lokalng stabilnoé¢ sprébujemy zbadaé stosu-
jac metode linearyzacji. Macierz Jacobiego uktadu (6.1) ma postaé
r—aP —aV
abP  —s+abV

Dla zerowego stanu stacjonarnego otrzymujemy

r 0
Y
0 —s
widzimy wiec, ze jest to punkt siodlowy, gdyz wartosci wltasne \; = r, A\s = —s maja rézne

znaki. Z kolei dla dodatniego stanu stacjonarnego

0 —aV
abP 0

czyli wartoSci wlasne macierzy Jacobiego A2 = %i,/T's sa czysto urojone, zatem nie jest spel-
nione zalozenie twierdzenia o linearyzacji dotyczace hiperbolicznosci uktadu [14] i nie mozemy
w tym przypadku skorzystaé z tej metody.

Sprébujmy naszkicowaé portret fazowy. Zaczniemy od wyznaczenia izoklin zerowych, czyli
krzywych, na ktérych V = 0 (izoklina zerowa zmiennej V') albo P=0 (izoklina zerowa zmiennej
P). Mamy

V=0=V=0 albo Pzg
oraz

P=0=P=0 albo V=-—.
ab

Izokliny zerowe dzielg przestrzen fazows (R+)2 na cztery podprzestrzenie, w ktérych poszcze-
gélne zmienne maja ustalony kierunek przebiegu, por. rys. 6.1. Widzimy, ze otrzymane w taki
spos6b pole wektorowe pokazuje, ze rozwigzania okrazaja dodatni stan stacjonarny (V, P).

Mozna pokazaé, ze wszystkie rozwigzania sa okresowe, co wynika z wlasnosci catki pierw-
szej [14] ukladu (6.1). Znalezienie calki pierwszej i zbadanie jej wlasnosci pozostawiamy jako
¢wiczenie.
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Rysunek 6.1. Szkic portretu fazowego ukladu (6.1) z zaznaczonymi izoklinami zerowymi i kie-
runkami przebiegu poszczegdlnych zmiennych.
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Rysunek 6.2. Portret fazowy ukladu (6.1) wraz z przyktadowymi krzywymi fazowymi.

Na koniec zauwazmy, ze wszystkie rozwiazania oscyluja wokét stanu stacjonarnego (V, P),
por. rys. 6.2. Pokazemy, ze kazde rozwigzanie ma wartos$¢ érednig rowng wspolrzednym tego
stanu. Niech T' oznacza okres rozwiazania (V (), P(t)).

V(T)

ﬂ—'r—aP:>ln —rT—a/TP(S)ds
Vo Vo o 0 ’

a poniewaz rozwiazanie jest okresowe, to V(T') = Vj, czyli

T rT 1 (T r
/0 P(s)ds = - = Py = T/o P(s)ds = .
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Analogicznie pokazujemy, ze Vi = 2. Rozwigzania oscyluja woko6l stanu stacjonarnego, przy
czym oscylacje populacji drapieznikéw i ofiar s przesuniete w fazie, por. rys. 6.3.

0.1 i ; ; 1 1
0

Rysunek 6.3. Przebieg przykladowych rozwiazan uktadu (6.1).

Na tej podstawie wyjaénimy paradoks zwiazany z populacja ryb drapieznych w Adriatyku.
Zauwazmy, ze jesli odlawiamy ryby, to zakladajac jednakowa intensywnosé¢ odltowu dla obu
populacji P, i Py, otrzymamy nastepujaca modyfikacje ukladu (6.1)

vV o= (r—~)V —aVP,

) (6.2)
P —(s+~)P + abVP,

gdzie v oznacza wspotczynnik odlowu. Zauwazmy dalej, ze aby populacja ofiar nie wygineta,
musimy dokonywa¢ odlowdw w sposob sensowny, tak by v < r. Jedli towimy zbyt duzo, v > r,
to V < 0 dla wszystkich ¢ i populacja ginie. Natomiast gdy v < r, to uklad (6.2) ma doktadnie
taka sama postaé jak (6.1), wiec odlawiane populacje maja $rednie zageszczenia réwne

; s+ ; r—
Vodlavvlane — Y > Vér delaw1ane — Y < Pér
§r ab ) §r a )

zatem odlawianie powoduje zmniejszenie éredniej liczebnosci populacji drapieznikow i zwiek-
szenie $redniej liczebnosci populacji ofiar. W zwiazku z tym w czasie gdy nie byto potowow,
populacje wrécily do stanu naturalnego, wiec liczebno$é drapieznikéw wzrosta.

6.2. Konstruktywna krytyka modelu Lotki — Volterry

Chociaz model Lotki — Volterry odzwierciedla obserwowane w naturze oscylacje w uktadach
drapieznik — ofiara, a takze w sposéb analityczny dowodzi ekologicznego prawa zachowania sred-
nich w tych uktadach, to jednak nie jest pozbawiony wad. Przede wszystkim z matematycznego
punktu widzenia jego gtéwna wade stanowi brak stabilnosci strukturalnej. Pojecie stabilno$ci
strukturalnej wykracza poza ramy tego wykltadu — w skrécie stabilnoéé strukturalna oznacza,
ze niewielka zmiana prawej strony uktadu nie prowadzi do radykalnych zmian w dynamice roz-
wiazan. Widzimy, ze w przypadku uktadu (6.1) nawet bardzo mata zmiana prawej strony moze
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skutkowaé zmiana typu stanu stacjonarnego — stan typu centrum bardzo tatwo zaburzyé. Do-
datkowo model ma tez pewna wlasnosé, ktora podlega krytyce z ekologicznego punktu widzenia.
Rozwigzania ukladu (6.1) oscyluja w taki sposob, ze wzrost populacji drapieznikéw poprzedza
wzrost populacji ofiar, natomiast w wiekszoéci rzeczywistych uktadéw drapieznik — ofiara takie
oscylacje sa przesuniete w stosunku do tych rozwiazan; najpierw obserwujemy wzrost populacji
ofiar, a potem nastepujacy po nim wzrost populacji drapieznikéw. Nalezy tez zauwazyé, ze w
modelu heurystycznym pominieto wiele istotnych dla uktadéw drapieznik — ofiara czynnikow.
W zwiagzku z tym model Lotki — Volterry byt na wiele réznych sposobéw modyfikowany i ponizej
oméwimy pokrotce kilka z tych modyfikacji.
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7.1. Model drapieznik — ofiara z ograniczona pojemnoscia srodowiska dla
ofiar

Jak juz wspomnieliSmy, w modelu Lotki — Volterry zostaly pominiete rézne istotne czyn-
niki, gdyz w zamysle Volterry taki model powinien by¢ mozliwie najprostszy. W szczegdlnosci
wewnetrzna dynamika populacji ofiar zostata zbudowana w oparciu o model Malthusa zaktada-
jacy nieograniczono$¢ pojemnosci sSrodowiska dla tego gatunku, co przy niewielkiej liczebnosci
drapieznikéw prowadzi do gwaltownego wzrostu populacji ofiar i przyczynia sie do okresowosci
rozwiazan. Zalézmy wiec, ze wewnetrzna dynamika gatunku P, rzadzi sie innymi prawami, w
szczegbdlnosci liczebnosé tej populacji jest ograniczona przez pojemnosé rodowiska. Najprost-
szym znanym nam modelem opisujacym taka dynamike jest rownanie logistyczne, zbudujmy
zatem model drapieznik — ofiara w oparciu o to réwnanie. Wobec tego, przy oznaczeniach wpro-
wadzonych w wyjsciowym modelu Lotki — Volterry, model z ograniczona pojemnoscia srodowiska
dla ofiar mozemy opisa¢ nastepujacym ukladem réwnan

Vo= TV(l—%)—aVP,

‘ (7.1)
P = —sP+abVP,

gdzie K oznacza pojemnos¢ srodowiska, analogicznie jak w modelu logistycznym. Dynamika
rozwiazan ukladu (7.1) zalezy w istotny sposéb od tego parametru. Zauwazmy, ze postawowe
wtlasnosci takie jak istnienie, jednoznacznosé, nieujemnosé i przedtuzalno$é rozwiazan moze-
my zbadaé¢ w analogiczny sposéb jak dla uktadu (6.1). Wnioskujemy zatem, ze dla dowolne-
go nieujemnego warunku poczatkowego (Vp, Pp) istnieje jednoznaczne, nieujemne rozwiazanie
ukladu (7.1) okresélone dla wszystkich ¢ > 0. Dos$é prosto mozemy wykazaé tez ograniczonosé
rozwiazan. Sformutujmy odpowiednie stwierdzenie

Stwierdzenie 7.1. Rozwigzania ukladu (7.1) dla nieujemnego warunku poczatkowego (Vo, Py),
Vo, Po 2 0, pozostajq ograniczone. Co wiecej, V(t) < max{Vp, K} dlat > 0.

Dowdd. Z nieujemnos$ci rozwiazan ukladu (7.1) wynika nastepujace szacowanie V<V (1 — %)
Rzeczywiscie, jesli Vy = 0, to V(t) = 0, jak dla réwnania logistycznego, a jesli Py = 0, to P(t) =0
i V spelia réwnanie logistyczne, stad V' (t) < max(Vp, K). Dla Vp, Py > 0 mamy V (t), P(t) > 0
dla dowolnego ¢ > 0. Rozwazmy réwnanie logistyczne & = rz (1 — %) z warunkiem poczatko-
wym o = Vo > 0 oraz réznice y(t) = x(t)—V (t). Zauwazmy, ze 5(0) = ©(0)—V (0) = aVy Py > 0.
Zatem na pewnym odcinku (0, ¢*) zachodzi x(t) > V (t). Jedli istnieje ¢ > 0, takie ze V' (t) > z(t),
to istnieje pierwsza taka chwila ¢, ze V(t) = z(t) oraz y(t) < 0, ale y(¢) = aV (t)x(t) > 0, co jest
sprzeczne z definicja punktu ¢. Wynika stad, ze zmienna V nie przekracza rozwigzan réwnania
logistycznego z warunkiem poczatkowym V. Zatem V(t) < Viax = max{Vp, K}. Zalézmy
teraz, ze zmienna P roénie nieograniczenie. Mamy wtedy asymptotycznie V (t) ~ C; — CoP(t),
gdzie state C1, Co > 0 zaleza od parametréow i warunku poczatkowego. Stad V(t) — —00 przy
t — 400, co przeczy ograniczonodci V. Zatem zmienna P takze pozostaje ograniczona. O

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (©) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Zajmiemy sie teraz analizg portretu fazowego. Izokliny zerowe sa nastepujacymi prostymi
— dla zmiennej V: V =01lub P = 7 (1 — %),
— dla zmiennej P: P=01lub V = 5.
W zaleznoéci od parametru K — nietrywialne izokliny mogg si¢ przecia¢ w analizowanej prze-
strzeni fazowej, gdy K jest relatywnie duze, albo nie, gdy K jest male. Zatem liczba standéw
stacjonarnych zalezy od K: zawsze sg 2 stany (0,0) i (K,0), natomiast dla K > 2 istnieje
dodatni stan stacjonarny (V, P), gdzie V = % i P = I (1 — —f=). Wyznaczmy wartoici wlasne

dla poszczegdlnych stanéw stacjonarnych. Macierz Jacobiego ukladu (7.1) ma postaé

r(1—-2%) —aP —aV
(1-2k)
abP —s+ abV

MJ(V,P) =

Stad wyznaczamy wartoéci wlasne

— dla (0,0) mamy \y =7 >0, Ao = —s < 0;

— dla (K,0): Ay = —r <0, Ay = abK — s;

— dla (V, P) wartoéci wlasne sg rozwigzaniem réwnania charakterystycznego

v -
A2+ %)\ a2V P =0,

wiec w zaleznosci od parametréw albo A1 i A2 sa rzeczywiste ujemne, albo sa zespolone i

maja ujemne czesci rzeczywiste.
Wobec tego stan stacjonarny (0,0) jest siodlem bez wzgledu na parametry ukladu, z kolei
(K,0) jest albo wezlem stabilnym, o ile K < 5, czyli dodatni stan stacjonarny nie istnieje,
albo siodlem, gdy K > 7, a wtedy istnieje (V, P), ktéry jest albo wezlem, albo ogniskiem
stabilnym. Typ punktu krytycznego (V, P) zalezy takze od K, jesli K jest duze, tak ze 4a’b* K2 —
4asbK —rs > 0, to obserwujemy ognisko i gasnace oscylacje, w przeciwnym przypadku — wezel
i zbieznos¢ do stanu stacjonarnego jest od pewnego momentu monotoniczna.

P P

Rysunek 7.1. Szkice portretu fazowego uktadu (7.1) z zaznaczonymi izoklinami zerowymi i
kierunkami przebiegu poszczegdlnych zmiennych w przypadku gdy istnieje dodatni punkt sta-
cjonarny (po lewej) oraz w przypadku gdy dodatni punkt stacjonarny nie istnieje (po prawej).

Przystepujac do narysowania portretu fazowego zauwazmy, ze trywialne izokliny zerowe
stanowia trajektorie uktadu. Rzeczywiscie: jesli (0, Py), Pp > 0, jest warunkiem poczatkowym,
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Rysunek 7.2. Portret fazowy ukladu (7.1) wraz z przykladowymi krzywymi fazowymi w przy-
padku gdy istnieje dodatni punkt stacjonarny (wykresy u géry) oraz w przypadku gdy dodatni
punkt stacjonarny nie istnieje (wykres u dotu).

to oczywiscie V = 0, czyli zmienna V nie zmienia sie, V(t) = 0 dla ¢ > 0, natomiast dla
zmiennej P mamy réwnanie P = —sP, czyli P(t) = Pyexp(—st) dla t > 0. Podobnie dla
warunku poczatkowego (Vp,0), Vo > 0, zachodzi P =0,czyli P(t) =0 dlat > 0oraz V =
rV (1 — %) , zatem V (t) spelnia réwnanie logistyczne, co zauwazyliSmy juz wczesniej w dowodzie
stwierdzenia 7.1.

Jesli izokliny nie przecinaja si¢ wewnatrz przestrzeni fazowej, to przestrzen te mozemy po-
dzielié¢ na trzy obszary, por. rys. 7.1 i rys. 7.2: A pod izokling dla V', B nad ta izokling i na lewo
od izokliny dla P oraz C' — na prawo od izokliny dla P. Zauwazmy, ze rozwigzania dla warunku
poczatkowego z C' musza przej$¢ do B. Gdyby tak si¢ nie stalo, to mieliby$my obie zmienne
monotoniczne, przy czym zmienna V pozostawalaby malejaca i ograniczona, a zmienna P ro-
staby nieograniczenie. W takim przypadku z pierwszego réwnania asymptotycznie dostajemy
V ~ e — P, gdzie c; i c2 sa dodatnimi statymi, czyli V — —00, co przeczy ograniczonosci V.
Zatem rozwigzanie przechodzi do B — tu obie zmienne sa malejace, zatem albo pozostajg w
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B i wobec tego maja granice, czyli zbiegaja do stanu stacjonarnego (K,0) na brzegu obszaru,
albo przechodza do A. W A obie zmienne takze sa monotoniczne, tyle ze V rosnie. Przebieg
pola wektorowego pokazuje, ze rozwiazania nie moga wyjs¢ z obszaru A, wiec takze sa zbiezne
i zbiegaja do (K,0).

W drugim przypadku, gdy istnieje dodatni stan stacjonarny, przebieg pola wektorowego
wskazuje, podobnie jak dla modelu Lotki — Volterry, ze rozwiazania okrazaja punkt krytyczny
(V,P) w przestrzeni fazowej, por. rys. 7.1 i rys. 7.2. Wartoéci wlasne dla tego punktu im-
plikuja, ze jest on lokalnie stabilny, ale na takiej podstawie nie mozemy wykluczy¢ istnienia
orbit zamknietych, czyli cykli granicznych. Mozna to probowaé wykazaé¢ na rézne sposoby, w
tym przypadku dzieki prostocie modelu dziata kilka standardowych metod. Najprostszy sposéb
w przypadku uktadéw dwuwymiarowych polega na zastosowaniu kryterium Dulaca — Bendi-
xsona. Dla danego ukladu o prawej stronie opisanej funkcja G(V, P) = (G1(V, P), Ga(V, P))T
rozwazamy pewng funkcje B : (RT)? — R klasy C!, przy czym

0BG, 0BG,
_|_

divBG = o7 5P

nie zmienia znaku w (R*)2. Wtedy w (R*)? nie ma cykli, w szczeg6lnoéci nie ma cykli gra-
nicznych. Typowo stosowana funkcja B ma postaé¢ B(z,y) = ngy W przypadku uktadu (7.1)
dostajemy

V
st~ (5 () )+ ()~ <

7 czego wnioskujemy globalna stabilno$é stanu stacjonarnego (V, P), gdyz jedli nie ma cyklu
granicznego, to z twierdzenia Poincarégo — Bendixsona wszystkie rozwiazania zbiegaja do stanu
stacjonarnego, w tym przypadku do jedynego stanu stabilnego (V, P).

Bardziej uniwersalna metoda (dziatajaca takze w przypadku modeli o wiekszej liczbie zmien-
nych) polega na znalezieniu funkcjonatu Lapunowa. W tym przypadku mozna zastosowaé funk-
cjonal Lapunowa zaproponowany dla modelu Lotki — Volterry. W celu uproszczenia obliczen
przeprowadzmy najpierw zamiane zmiennych = V — V, y = P — P, ktéra przesuwa stan
stacjonarny do punktu (0,0). Zauwazmy, Ze po zamianie zmiennych powstaje nowa przestrzen
fazowa DF = (—V,+o0) x (=P, +00), a uktad (7.1) przyjmuje postaé

& = V)(l )—ax—i—V (y+P) (@ +V) (% +ay), (7.2)
+P)

y = ( +ab(z 4+ V)(y + P) = abz(y+ P).

_P>,

Nalezy teraz sprawdzi¢ odpowiednie wlasnosci funkcjonatu L: w szczegélnosci mamy L(x,y) > 0
w przestrzeni DF oraz L(z,y) =0 <= 2z =0iy =0 (czyli V = V i P = P). Policzmy
pochodna L wzdluz trajektorii uktadu (7.2)

Funkcjonal Lapunowa dla ukladu (7.2) definiujemy jako

L(z,y) = ay (x—Vln$—1‘;V> + a2 <y—Plny

b P)) =
rx+V (ax(y—i— ))
2
rxr
=g <O

L(x(t),y(t)) = o °_ (—(w—i—V) (7; +ay>) —i—agyj{p


http://en.wikipedia.org/wiki/Bendixson%E2%80%93Dulac_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Bendixson%E2%80%93Dulac_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Poincar%C3%A9%E2%80%93Bendixson_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Lyapunov_function
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Rysunek 7.3. Przebieg przykladowych rozwiazan uktadu (7.1). Wykresy znajdujace si¢ na gérze

przedstawiaja rozwiazania uktadu (7.1) w przypadku gdy istnieje dodatni punkt stacjonarny i

jest on odpowiednio ogniskiem stabilnym (po lewej) lub wezlem stabilnym (po prawej). Wykres
na dole przedstawia rozwigzanie gdy nie istnieje dodatni punkt stacjonarny.

dla @y = b i as = 1. Wynika stad globalna stabilno$é dodatniego stanu stacjonarnego. Aby
wykazaé jego globalna asymptotyczna stabilno$é wystarczy udowodnié, ze L(V (t), P(t)) jest
$cidle malejaca, co pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Zauwazmy, ze tak zdefiniowany uklad ma stany stacjonarne asymptotycznie stabilne, przy
czym dla K < % wszystkie rozwiazania (oprécz rozwiazan na brzegu przestrzeni fazowej)
zbiegaja do stanu stacjonarnego (K, 0), natomiast dla K > % mamy zbiezno$¢ do dodatniego
stanu stacjonarnego (V, P), a przy K = 2 nastepuje bifurkacja siodto — wezel. Taki typ bifur-
kacji oznacza, ze zmienia sie charakter punktu krytycznego z siodla na wezel, przy czym dla
bifurkacyjnej wartosci K = % parametru K ze stanu stacjonarnego (K, 0) bifurkuje dodatni
stan stacjonarny i dla takiego K rozwiazania te sklejaja sie w jedno i cho¢ nie przeprowadzi-
liSmy analizy portretu fazowego dla tego przypadku, to doswiadczenia zwigzane z badaniem
przebiegu orbit w pozostatych przypadkach pozwalajg nam wnioskowaé, ze takze i dla bifur-
kacyjnej wartosci K mamy globalna stabilno$é¢ stanu stacjonarnego (K, 0). Zauwazmy dalej, ze
niewielka zmiana prawej strony ukladu nie prowadzi w przypadku tego modelu do drastycznych
zmian zachowania rozwigzan, zatem taki uktad nie ma juz niepozadanej wlasnosci niestabilnosci
strukturalnej charakteryzujacej uklad (6.1).
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7.2. Model z kryjéwkami dla ofiar

Inny sposob na uzyskanie stabilnoéci strukturalnej stanowi przyjecie zalozenia, ze czesé ofiar
jest stale niedostepna dla drapieznikéw — w Srodowisku wystepuje pewna liczba kryjowek, w
ktérych moze sig schowaé okreslona liczba ofiar. Niech liczba ofiar, ktéra moze si¢ schowaé przed
drapieznikiem wynosi K. Jesli zatem w chwili poczatkowej t = 0 liczebnosé caltkowita ofiar V (t)
nie przekracza K, to wszystkie ofiary chowaja sie przed drapieznikami i drapiezniki nie sa w
stanie nic upolowaé¢. W takiej sytuacji liczebnosé ofiar roénie i w pewnym momencie przekracza
K — dopiero wtedy mozemy moéwi¢ o wlasciwym uktadzie drapieznik — ofiara i zastosowaé
odpowiedni model. W modelu tym zakladamy, ze liczba ofiar dostepnych dla drapieznikéw
wynosi V — K, V > K, zatem tylko takie ofiary moga zosta¢ upolowane i wplynaé¢ na rozwoj
populacji drapieznikow. Wyjsciowy model Lotki — Volterry przyjmuje przy takim zalozeniu
postaé

V = rV—aV-K)P,

) (7.3)
P = —sP+ab(V—-K)P,

przy czym parametry r, a, s, b maja takie same znaczenie jak dla uktadu (6.1), natomiast K
oznacza tu liczbe kryjowek (w odréznieniu od typowego oznaczenia pojemnosci Srodowiska).

Lokalne istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan ukladu (7.3) ponownie wynikaja z wielomiano-
wej postaci prawej strony ukladu. Poniewaz model ma sens dla V' > K, to ograniczymy nasze
rozwazania do przestrzeni fazowej DF = [K, +00) x RT. Zauwazmy, ze

Stwierdzenie 7.2. Zbior DF jest przestrzeniq niezmienniczq dla ukladu (7.3).

Dowdd. Niech (Vpy, Py) € DF bedzie warunkiem poczatkowym. Jesli Py = 0, to P =01iroz
wigzanie pozostaje na osi poziomej, co wiecej, zadne rozwigzanie z wnetrza przestrzeni fazowej
DF nie osiggnie tego brzegu ze wzgledu na jednoznacznosé rozwiazan. Niech Vo = K. Wtedy
V(O) = rK > 0, zatem rozwiazanie ro$nie w pewnym przedziale czasu. Jesli istnieje chwila
t > 0, w ktérej rozwigzanie osigga punkt na brzegu, V(f) = K, to oczywiscie V(i) = rK > 0,
zatem takie rozwiazanie nie moze przekroczy¢ tego brzegu tego brzegu z prawej strony na lewa.
Stad V' (t) > K dla wszystkich ¢ > 0. O

Z niezmienniczosci zbioru DF wynika od razu globalne istnienie rozwiazan: dla zmiennej V
dostajemy oszacowanie liniowe V < rV, czyli V(t) < Ve’ i dalej na kazdym ograniczonym
przedziale [0,t*) szacujemy P < AP, gdzie A = abVpe™ — s, podobnie jak w przypadku
uktadu (6.1).

Asymptotyke uktadu (7.3) badamy znanymi juz metodami. Przeprowadzenie analizy portre-
tu fazowego z zastosowaniem np. kryterium Dulaca — Bedixsona pozwala wysnué nastepujacy
wniosek

Whiosek 7.1. Wszystkie rozwigzania ukladu (7.3) z warunkiem poczgtkowym (Vy, Py), takim Ze
Vo > K, Py > 0, zbiegajq asymptotycznie do dodatniego stanu stacjonarnego (V, P), V = K+,
= T e
pP=2V.

Zauwazmy tez, ze podobnie jak dla uktadu (7.1), dodatni stan stacjonarny w zaleznosci od
parametréw (np. liczby ofiar mogacych schowaé sie w kryjéwkach) moze by¢ albo ogniskiem,
albo wezlem stabilnym, por. rys. 7.4.

Podsumowujac — zaréwno w przypadku modelu z kryjéwkami dla ofiar jak i z pojemnoscia
srodowiska dostaliémy globalng stabilno$é¢ jednego ze standéw stacjonarnych, przy czym w przy-
padku modelu z kryjowkami jest to dodatni stan stacjonarny, natomiast w przypadku modelu
z ograniczona pojemnoscia Srodowiska moze to byé albo dodatni stan stacjonarny, albo stan



48 7. Modele oddziatywarn miedzy dwiema populacjami IT

Rysunek 7.4. Portret fazowy ukladu (7.3) w przypadku gdy dodatni stan stacjonarny jest sta-
bilnym ogniskiem (po lewej) lub weztem (po prawej) oraz przykladowe krzywe fazowe w obu
przypadkach.

brzegowy opisujacy wyginiecie (ekstynkcje) populacji drapieznikéw. Jesli stabilny stan stacjo-
narny jest weztem, to rozwigzania od pewnego momentu ¢ pozostaja monotoniczne, natomiast
jesli jest ogniskiem, to obserwujemy oscylacje i — ze wzgledu na globalna stabilno$¢ — sa to
oscylacje gasnace.
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8.1. Uktad konkurujacych gatunkow

Korzystajac z doswiadczen zwiazanych z omowionymi juz modelami oddzialywan typu dra-
pieznik — ofiara przejdziemy teraz do opisu oddzialywan innego typu. Jak poprzednio zaktada-
my, ze w $rodowisku wystepuja dwa gatunki P; i Ps, ale tym razem osobniki tych gatunkdw
konkuruja ze soba o zasoby srodowiska. Zwykle budujac taki model przyjmujemy, ze jest to
konkurencja o pozywienie, ale moze ona dotyczy¢ takze dostepnej przestrzeni zyciowej, a czesto
mamy do czynienia z obydwoma rodzajami konkurencji. Poniewaz gatunki konkuruja ze soba, to
nie wida¢ powodu do wyrédzniania ktéregokolwiek z nich, zatem opis powinien byé¢ symetryczny
— jesli zamienimy te gatunki i nazwiemy gatunek P; (i = 1, 2) gatunkiem P; (j =2, 1) i na
odwrét, to uklad powinien pozostaé¢ taki sam.

Skoro mamy skorzystaé¢ z nabytych doswiadczen, zbudujemy model w oparciu o wewnetrzna
dynamike logistyczna dla kazdego z gatunkéow P;. Wobec tego, jesli w érodowisku wystepuje
tylko jeden z tych gatunkow, to jego zageszczenie N;(t) w chwili ¢ opisuje réwnanie

Ni = riNz' (1 — I]\é) y
gdzie r; oznacza wspdtczynnik rozrodczosci netto dla gatunku P;, za$ K; — pojemno$é srodo-
wiska dla tego gatunku. Oczywiscie zalozenie ograniczonej pojemnosci sSrodowiska implikuje tez
wystepowanie konkurencji miedzy osobnikami tego samego gatunku. Te konkurencje nazywa-
my w tym kontekécie konkurencja wewnatrzgatunkowa lub krécej — konkurencja wewnetrzna.
Oproécz tego mamy tez do czynienia z konkurencjg zewnatrzgatunkowa, albo konkurencja ze-
wnetrzna, ktéra opisujemy podobnie do konkurencji wewnetrznej. Zakltadamy wiec, ze osobniki
konkuruja ze soba w trakcie spotkan miedzy dwoma osobnikami réznego gatunku i liczba tych
spotkan jest proporcjonalna do liczebnosci kazdego z gatunkéw P;, i = 1, 2. Wobec tego sktadnik
konkurencji zewnetrznej w obu réwnaniach uktadu jest proporcjonalny do Nj(t)Na(t).
Ostatecznie otrzymujemy dwéch uktad réwnan

' N N.
Ny = M (1 -5 01272) ;

. (8.1)
Noy = 12Ns (1 - % - 021%) )

gdzie a;; sa wspoOlczynnikami konkurencji zewnetrznej, przy czym dla uproszczenia obliczen
zwiazanych z ukladem (8.1) wspdlczynnik ten odnosi sie do liczebnosci populacji P; w stosunku
do jej pojemnosci srodowiska. Zauwazmy, ze dzigki takiemu zapisowi mozemy tatwo przeprowa-
dzi¢ ubezwymiarowienie uktadu (8.1) wprowadzajac zmienne x; = %, 1 = 1,2. Przypomnijmy,
ze taka zamiane zmiennych wprowadziliémy w przypadku dyskretnego rownania logistyczne-
go, co umozliwilo ograniczenie rozwazan do odcinka [0,1]. W nowych zmiennych uktad (8.1)

przyjmuje postac

i1 = (1 — 21— a1272),
(8.2)
B = rowz(l— 23 —anr),
Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (©) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,

2011.
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przy czym x; odzwierciedla procentowa eksploatacje srodowiska przez gatunek i.

Przeprowadzimy teraz analize dynamiki modelu konkurujacych gatunkéw opisanego przez
uklad (8.2) podobnie jak dla uktadu (6.1). Zaczniemy od zbadania podstawowych wlasnosci
takich jak istnienie, jednoznacznos¢, nieujemnoé¢ rozwiazan dla nieujemnych warunkéw poczat-
kowych.

Stwierdzenie 8.1. Niech z;(0) = 20 > 0, i = 1, 2, bedzie warunkiem poczqtkowym dla ukla-
du (8.2). Dla danego warunku poczgtkowego istnieje jednoznaczne, nieujemne rozwigzanie okre-
slone dla wszystkich t > 0. Co wigcej, rozwigzanie jest ograniczone, x;(t) < max{z? 1}, i = 1,
2.

Dowdd. Istnienie i jednoznaczno$¢ tatwo wykazaé korzystajac z tego, ze prawa strona uktadu
jest funkcjg klasy C'. Nieujemno$é rozwigzan wynika np. z postaci logarytmicznej
T

t
=T (1 — 2 — ajzj) = x;(t) = 29 exp (7’2/ (1 —zi(s) — aijxj(s))ds) >0,
i 0

natomiast przedtuzalno$é wnioskujemy bezposrednio z nieujemnodci, gdyz
T < T,

a jedli prawa strona ukltadu ma liniowe oszacowanie, to rozwiazania istnieja dla wszystkich ¢ > 0.
Co wiecej, ograniczono$¢ rozwigzan takze wynika z ich nieujemnoéci, gdyz zamiast powyzszego
liniowego oszacowania mozemy wziaé

& < rix (1 — ;)

i korzystajac z nieréwnosci rézniczkowych oszacowaé z géry rozwiazania ukladu (8.1) przez roz-
wigzania rownania logistycznego z pojemnoscig $rodowiska K = 1, analogicznie jak w przypadku
uktadu (7.1). ]

Po zbadaniu podstawowych wlasno$ci mozemy przej$é do przeanalizowania portretu fazo-
wego. [zokliny zerowe ukladu (8.2) wyznaczamy jako
— j:1:0<:>$1:01ubx2:$(1—x1);
— i2:O<:>x2:Olub1:2:1—a211:1.
Wzajemne polozenie izoklin nietrywialnych zalezy od wielkosci wspétczynnikéw a;;. Mamy trzy
istotnie rézne przypadki generyczne

1. jeden ze wspoélczynnikéw jest wiekszy, a drugi mniejszy niz 1 — zalozymy, ze ajp > 1 i
as1 < 1, drugi uktad parametréow implikuje taka sama dynamike z doktadnoscia do zamiany
miejscami gatunkéw Py 1 Pa;

2. ayg, as > 1;

3. aio, a1 < 1.

Oproécz wymienionych powyzej przypadkéw generycznych mamy tez przypadki niegeneryczne,
gdy co najmniej jeden ze wspotczynnikow konkurencji jest réwny 1. Analize tych przypadkdéw
pomijamy. Od strony biologicznej nieprawdopodobne wydaje sie, zeby wartoéé¢ jakiegokolwiek
parametru utrzymywala sie na stalym poziomie — zwykle wystepuja drobne wahania, a co za
tym idzie przypadki niegeneryczne sa nieistotne z biologicznego punktu widzenia.

Zbadajmy najpierw stany stacjonarne i ich stabilno$¢. Mamy zawsze trzy stany stacjonarne
na brzegu przestrzeni fazowej (R*)2: (0,0), (1,0) i (0,1), ktére odzwierciedlaja wymarcie co
najmniej jednego z gatunkéw. Jesli nietrywialne izokliny przecinaja sie, to mamy dodatni stan
stacjonarny

= = _ 1—aj2 1—a21
($1’x2) - (1—a12a21’ 1-aj2az21 /) °
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Widzimy, ze dodatni stan stacjonarny istnieje, jesli albo oba wspoétczynniki aj2, a2 sa ponizej
1, albo oba sg powyzej. W celu zbadania stabilno$ci wyznaczamy macierz Jacobiego

r1(1 — 221 — ajaxe) —T1G12T1
MJ(I‘l, 1‘2) =
—T9a21%2 ro(1 —2z9 — agix1)

i obliczamy wartosci wlasne

— dla (0,0) mamy A\, =7; >0,i=1,2;

— dla (1,0): Ay = =71 < 0, Ao = ro(1 — ag) i dla (0,1) — symetrycznie;

— dla (Z1,T2) wartosci wlasne sa rozwiazaniami réwnania charakterystycznego

AN b N(r1Zy + moE0) + T1reE1Ea(1 — arpa01).

Wynika stad, ze (0,0) jest zawsze wezlem niestabilnym, stabilno$é (1,0) zalezy od parametru
az — jesli ag; > 1, to mamy wezel stabilny, a jesli az; < 1, to siodlo (analogicznie dla (0,1)
w zaleznosci od aq2). Natomiast stabilno$é¢ dodatniego stanu stacjonarnego zalezy od iloczynu
ajzaz; — jedli jest on wiekszy niz 1, to (Z1,T2) jest siodlem, a dla nieréwnosci przeciwnej —
stabilnym wezlem. We wszystkich tych przypadkach nastepuje bifurkacja siodto — wezet dla
krytycznej wartosci parametréw (czyli gdy sa réwne 1).

Analize zachowania rozwigzan w przestrzeni fazowej (R*)? zaczniemy od przypadku 1, tj.
a21 < 1 < aje. Przy takim uktadzie parametréw nietrywialne izokliny dla zmiennych x; i zo
nie przecinaja sie w omawianej przestrzeni fazowej — nie istnieje dodatni stan stacjonarny.
Wiemy juz, ze (1,0) jest siodlem, a (0,1) weztem stabilnym. Izokliny dzielg przestrzen fazowa
na 3 obszary: obszar A pod izokling dla z1, obszar B pomiedzy izoklinami oraz C' — powyzej
izokliny dla xo, por. rys. 8.1. Zauwazmy, ze izokliny trywialne z; = 0 oraz xo = 0 stanowia

i)

Rysunek 8.1. Szkic portretu fazowego ukladu (8.2) w przypadku gdy age < 1 < aja.

rozwigzania uktadu. Rzeczywidcie, jedli 2§ = 0, to @1 = 0 i stad x1(t) = 0 dla t > 0. Wtedy
Z9 = rowa(l — x9) 1 z spelnia réwnanie logistyczne, zatem na osi pionowej rozwiazanie zbiega
do punktu (0, 1). Dokladnie takie samo rozumowanie pokazuje, Ze na osi poziomej rozwigzanie
zbiega do (1,0). Poniewaz ten ostatni punkt jest siodtem, wiec wyznaczyliSmy w ten sposéb
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rozmaito$¢ stabilna. Z przebiegu pola wektorowego w otoczeniu punktu (1,0) wnioskujemy, ze
interesujacy nas fragment rozmaitoséci niestabilnej przebiega w obszarze B. W obszarze A obie
zmienne rosng, nie moga pozosta¢ w tym obszarze, bo musialtyby by¢ zbiezne do punktu o
dodatnich wspélrzednych na izoklinie dla zmiennej x; — ale taki punkt musialby wtedy by¢
stanem stacjonarnym, a nie ma dodatniego stanu stacjonarnego w tym przypadku. Wobec tego
rozwigzanie przechodzi do obszaru B. Z kolei jesli punkt poczatkowy nalezy do C, to obie
zmienne maleja i analogiczne rozumowanie pokazuje, ze albo rozwiazanie zostaje w C' i wtedy
zbiega do stanu stacjonarnego (0, 1), albo przechodzi do obszaru B. Przebieg pola wektorowego
pokazuje, ze rozwiazanie nie moze wyjs¢ z obszaru B, a poniewaz w tym obszarze jest takze
monotoniczne — x1 maleje a xo rosnie — to zbiega do stanu stacjonarnego, czyli do (0,1).
Rozmaitosé niestabilna stanowi separatryse, ktéra oddziela rozwigzania zaczynajace sie w A
(doktadniej, jesli przeprowadzimy analize przebiegu takich rozwiazan dla ¢ < 0, to zauwazymy,
ze zbiegaja one do (0,0) przy t — —o0) i w zwiazku z tym majace taka wlasnoéé, ze xo stale
ros$nie (pod izokling dla zmiennej x2), natomiast x1 najpierw rosnie, osiaga warto$¢ maksymalna
przekraczajac izokline, a nastepnie maleje — musi wigc male¢ do 0, od rozwiazan zaczynaja-
cych si¢ w C' i przechodzacych do B — takie rozwiazanie ma malejaca pierwsza wspotrzedna,
natomiast druga wspotrzedna osiaga minimum na izoklinie, a nastepnie rosnie do 1. Ostatecznie
wszystkie rozwiazania oprocz xg = 0 zbiegaja asymptotycznie do stanu stacjonarnego (0,1) i
sa od pewnego miejsca monotoniczne. Wnioskujemy, ze w tym przypadku gatunek P; ginie,
natomiast Py stabilizuje si¢ na poziomie pojemnosci sSrodowiska.

Wspomnielismy juz, ze jesli uktad parametréw ajs i ag; zmienia sie, tj. gdy a2 < 1 < ag
to rozwigzania zachowuja sie symetrycznie — dostajemy wiec zbiezno$é¢ wszystkich dodatnich
rozwigzan do (1,0). Opisany przebieg rozwigzan wiaze sie z tym, ze konkurencja zewnetrzna
okazuje si¢ znacznie bardziej niebezpieczna (aj2 > 1 lub ag; > 1) dla jednego z gatunkéw, a
mato wptywa na drugi. Wtedy ten, dla ktérego jest niebezpieczna — ginie.

Jedli oba parametry ajo, as; > 1 lub aja, a1 < 1, to nietrywialne izokliny przecinaja
sie tworzac dodatni stan stacjonarny. Jesli jednak oba parametry sa powyzej 1, stan ten jest
siodlem, natomiast w przeciwnym przypadku — weztem stabilnym. W przestrzeni fazowej (R*)?
mozemy teraz wydzieli¢ 4 obszary i analogicznie jak w przypadku 1., analizujac przebieg pola
wektorowego wnioskujemy, ze w przypadku 3. dodatni stan stacjonarny jest globalnie stabilny
we wnetrzu przestrzeni fazowej, natomiast w przypadku 2. rozmaitos¢ stabilna tworzy sepa-
ratryse rozdzielajaca baseny przyciagania stanéw (1,0) i (0,1) — w zaleznosci od warunku
poczatkowego jeden gatunek przezywa, a drugi ginie.

Podsumowujac przeprowadzona analize zauwazmy, ze jesli tylko ajea; > 1, co oznacza, ze
co najmniej jeden ze wspdélczynnikéw aqs, a1 przewyzsza 1, to dynamika modelu odzwierciedla
znang zasade ekologiczna méwiaca o konkurencyjnym wykluczaniu gatunkéw — jesli nisze eko-
logiczne dwéch konkurujacych gatunkéw zbytnio sie pokrywaja, to jeden z gatunkéw wypiera
drugi. Tylko przy bardzo szczegblnych uktadach parametrow mozliwe jest wspolistnienie takich
gatunkéw w tym samym siedlisku.

8.2. Modelowanie symbiozy

Kolejnym typem oddzialywan wystepujacych miedzy dwoma gatunkami P;, Ps jest symbio-
za. Analogicznie jak w przypadku modelu konkurujacych gatunkéw budujac model heurystyczny
zaktadamy, ze wewnetrzna dynamike kazdego z gatunkéw mozna opisaé za pomoca modelu logi-
stycznego, ze wzgledu na ograniczong pojemnoéé¢ srodowiska, a co za tym idzie — wystepowanie
konkurencji wewnatrzgatunkowej. Oddzialywania miedzygatunkowe pojawiaja sie oczywiscie
wtedy, gdy spotykaja sie osobniki réznych gatunkéw i — ponownie podobnie do poprzednich
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przypadkéw — zaktada sie, ze wpltyw tych oddzialtywan na dynamike kazdego z gatunkéw zalezy

od liczby spotkan miedzy osobnikami gatunkéw P; oraz Ps.

Rysunek 8.2. Pole wektorowe ukladu (8.1)

prawej) w przypadku gdy as; < 1 < aj
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Niech N;(t) oznaczaja liczbe osobnikéw (zageszczenia) gatunkéw P;, ¢ = 1,2. Uklad sym-
biotyczny mozemy opisaé za pomoca nastepujacych rownan

N = nN (1 — % + b12N2) ;

. (8.3)

N2 = ralNy (1 -8B+ b21N1) ;
gdzie tradycyjnie r; oznacza wspolczynnik rozrodczosci gatunku i, pojemnosci srodowiska dla
danego gatunku oznaczamy K;, natomiast b;; opisuje sile wptywu oddzialtywan symbiotycznych
dla gatunku ¢ w symbiozie z gatunkiem j.

Zauwazmy, ze lokalne istnienie, jednoznaczno$é i nieujemnosé rozwiazan ukladu (8.3) dla
nieujemnego warunku poczatkowego wykazujemy do$¢ tatwo — stosujac podobne argumenty
jak w przypadku uktadu (8.1). Natomiast okre$lono$é rozwiazan dla wszystkich ¢t > 0 staje sie
tu wlasnoscia pozadana, ale nie zawsze wystepujaca. Rozpatrzmy nastepujaca sytuacje. Niech
oba gatunki charakteryzuja sie tymi samymi parametrami, vy = ro, K1 = Ko i bja = bo.
Zalézmy tez, ze na poczatku liczebno$é obu gatunkéw jest jednakowa. Wobec tego, ze wzgledu
na catkowita symetrie — liczebnos¢ tych gatunkéw jest jednakowa dla dowolnej chwili ¢ > 0,
dla ktérej istnieje rozwiazanie ukladu (8.3). Skoro Ni(t) = Na(t), to

: N
Ny = r Ny (1 1ty b12N1>
K,

ijedli big > K%, to N stale roénie. Co wiecej, Ny > YNZ, gdzie v = bia— K% > 0. Wiadomo nato-
miast, ze rozwiazania réwnania & = y2? dla dodatniego warunku poczatkowego o > 0 sg okre-

slone w skonczonym przedziale czasu [0, 1), poniewaz dla ¢ = %O zachodzi lim, 7 z(t) = +oo.
Rzeczywiscie, rozwiazujac to réwnanie metoda rozdzielenia zmiennych dostajemy x(t) = 173;093 =

i dla t = ¢ mianownik rozwigzania zeruje sie. Tego typu zachowania mozemy sie spodziewaé za

kazdym razem, gdy w modelu wystepuje sktadnik kwadratowy z dodatnim wspoélczynnikiem.
Przeprowadzimy teraz analize portretu fazowego ukladu (8.3) w zaleznosci od parametréw.

Izokliny zerowe zadane sa za pomocg nastepujacych prostych

— dla zmiennej Ni: N1 =0 lub Ny = % (% — );

— dla zmiennej Ny: Ny = 0 lub Ny = Ko (1 + ba1 Ny).

Widzimy wiec, ze niezerowe izokliny sa prostymi o dodatnim wspélczynniku kierunkowym,

zatem w zalezno$ci od parametréw moga sie przecina¢ lub nie w pierwszej ¢wiartce (R+)2,

czyli naszej przestrzeni fazowej. Wobec tego uklad ma albo 3 stany stacjonarne (0,0), (K7,0)

i (0, K3), jesli izokliny sie nie przecinaja, albo 4 takie stany, jesli sie przecinaja i wtedy mamy

dodatni stan stacjonarny

_ 1+ b19 K9 — 14 b21 K

P bbb K Ky 2T bbby K Ky

Zauwazmy, ze stan ten istnieje przy zalozeniu biabo1 K1 Ko < 1, co w praktyce oznacza, ze przy
zadanych pojemnosciach srodowiska dla rozwazanych gatunkéw zysk plynacy z oddzialtywan
symbiotycznych nie moze by¢ zbyt duzy, aby gatunki mogly pozostawaé w pewnej réwnowadze,
opisanej przez stan stacjonarny. W takim ukladzie mamy N; > K;, i = 1,2, czyli wspolrzedne
dodatniego stanu stacjonarnego przewyzszaja pojemnosci $rodowiska.

Wyznaczmy teraz wartosci wtasne odpowiadajace poszczegdlnym stanom stacjonarnym. Ma-
cierz Jacobiego uktadu (8.3) jest réwna

r1 (1 — 2% + b12N2) r1b12 Ny

MJ(Ny, No) =
( ' 2) 7’2b21N2 79 (1 — 2*N2 + bo1 N )
Ko 214V1

(8.4)
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Podstawiajac do wzoru (8.4) wspdlrzedne poszczegdlnych stanéw stacjonarnych otrzymujemy
wartosci wlasne
— dla (0,0) mamy \; =7; >0, i =1,2;
— dla (K1,0): Ay = =11 < 0, A2 = ro(1l + bo1 K1) > 0 i symetrycznie dla (0, K2): A\ =
7‘1(1 + b12K2) >0, Ay = —1y < 0;
— dla (N1, N2): A, i = 1,2 sg rozwigzaniami réwnania charakterystycznego
A+ (Tllj\g + 7“22%) A+ r1m2

NN,
K1 K>

(1 = b12ba1 K1 K2) = A1, A2 < 0.

Wobec tego (0,0) jest wezlem niestabilnym, (K7,0) i (0, K2) sa siodlami, natomiast dodatni
stan stacjonarny, jesli istnieje, to jest weztem stabilnym.

Ny

Rysunek 8.3. Szkic portretéow fazowych ukladu (8.3) z zaznaczonymi izoklinami zerowymi i

kierunkami przebiegu poszczegélnych zmiennych (na gérze) oraz portrety fazowe z naniesionymi

przykladowymi krzywymi fazowymi (na dole) w przypadku gdy istnieje dodatni stan stacjonarny
(po lewej) i gdy nie istnieje (po prawej).

Na rysunku 8.3 widzimy przebieg pola wektorowego (N1, N3) w obu przypadkach. Jegli izo-
kliny nie przecinaja si¢ w analizowanej przestrzeni fazowej, to tatwo mozemy wywnioskowad, ze
obie wspoélrzedne rozwiazania sg nieograniczone i albo sg stale rosnace, albo na poczatku maleja



56 8. Modele oddzialywan miedzy dwiema populacjami II1

osiggajac w pewnej chwili ¢,, minimum, a potem rosna dla t > t,,. Rzeczywiscie, przestrzen
fazowa mozemy podzieli¢ na trzy obszary, oznaczone na portrecie fazowym A; (ponad izoklina
zerowa dla Na), As (pod izokling zerowa dla Ni) i B (pomiedzy izoklinami). W obszarze Ay
zmienna N> maleje, a N1 rosnie. Wewnatrz tego obszaru nie ma standéw stacjonarnych, a stan
stacjonarny na brzegu jest siodtem, przy czym jego rozmaitos$¢ stabilna pokrywa sie z osia Na,
zatem rozwigzanie nie moze zbiegaé¢ do tego stanu. Wnioskujemy wiec, ze rozwiazanie opuszcza
ten obszar i przechodzi do obszaru B. Symetrycznie przebiegaja orbity w obszarze Ao, zatem
takze wchodza do B. Z kolei w B obie zmienne sa rosnace, przy czym rosng nieograniczenie —
gdyby wzrost ktérejs z nich byt ograniczony, to musialaby byé zbiezna, co oznacza, ze pochodna
tez bylaby ograniczona, a nawet dazytaby do 0, co jest niemozliwe ze wzgledu na przebieg pola
wektorowego.

Wré6émy teraz do problemu okreslonosci rozwiazan dla wszystkich ¢ > 0. Zauwazmy, ze
gdyby np. zmienna Nj(t) rosta do 400 w skoficzonym czasie, to oznaczaloby, ze pewnej chwili
musialaby przeciaé izokling zerowa zmiennej Na, co znéw nie zgadza si¢ z przebiegiem pola.
Zatem obie zmienne sa okreslone dla wszystkich ¢ > 01 lim;_,o NV;(t) = 400, i = 1,2, oczywiscie
poza przypadkiem oméwionym powyzej, gdy poszczegdlne wspotczynniki dla obu gatunkow
pokrywaja sie.

Jedli izokliny zerowe przecinaja sie w pierwszej ¢wiartce uktadu wspétrzednych, to przestrzen
fazowa dzieli sie na 4 obszary, A; — ponad obydwoma izoklinami, Ao — pod nimi, By i By —
pomiedzy nimi. W obszarze B; obie zmienne rosna, natomiast w By — obie maleja. Zauwazmy,
ze kazdy prostokat o jednym wierzchotku w poczatku uktadu wspéirzednych i dwéch bokach
wzdluz osi oraz naprzeciwleglym wierzchotku w obszarze B jest zbiorem niezmienniczym, gdyz
pole wektorowe wchodzi do wewnatrz. Wobec tego kazde rozwiazanie pozostaje ograniczone i
analizujac pole wektorowe dochodzimy do wniosku, ze kazde rozwiazanie ukladu (8.3) z dodat-
nim warunkiem poczatkowym zbiega do punktu krytycznego (N7, No).

Zauwazmy, ze symbioza zawsze dziala korzystnie na liczebnos$é¢ gatunkdéw, ktére w taki spo-
sOb na siebie oddzialuja, ale tylko w przypadku drugim, gdy efekt tych oddziatywan nie jest
nadmierny, gatunki moga wspoélistnie¢ w srodowisku. Natomiast jesli oddzialywania symbio-
tyczne przekraczaja pewien prog, to prowadzi do nieograniczonego wzrostu obu populacji, co
oczywiscie w warunkach rzeczywistych nie moze mie¢ miejsca i musi zakonczyé¢ sie katastrofa,
por. rys. 8.4.

— N
—=-N, O

— N,
- Nyt

0.8t - B

Rysunek 8.4. Przebieg przykladowych rozwiazan ukladu (8.3) w przypadku gdy istnieje dodatni
stan stacjonarny (po lewej) i gdy ten stan nie istnieje (po prawej).



9. Doswiadczenia Mendla: lancuchy Markowa w
klasycznej genetyce 1

W kolejnych wyktadach przejdziemy do omowienia podstaw genetyki klasycznej, w szczegdl-
nosci praw dziedziczenia postulowanych przez Mendla na podstawie wynikéw przeprowadzonych
przez niego doswiadczen. Gregor Mendel, zyjacy w XIX wieku czeski zakonnik, przez wiele lat
zajmowal sie praca w ogrodzie. Hodowal rézne rosliny, w szczegélnosci groszek w dwéch odmia-
nach — o strakach zielonych i z6ttych. Mendel zauwazyl, ze mozna wyrdznié groszki ,,czysto
zotte”, ,czysto zielone” i ,mieszane”. Jesli krzyzuje sie dwie rodliny, jedna ,czysto z6tta”, a
druga ,czysto zielona”, to w nastepnym pokoleniu otrzymuje sie rosliny o strakach zielonych,
natomiast przy dalszym krzyzowaniu ze soba tak otrzymanych roslin, w kolejnym pokoleniu 3/4
osobnikéw ma straki zielone, a 1/4 z6lte. Wyniki swoich badan opublikowal w 1866 roku i na
ich podstawie wysnul teorie, ktéra obecnie nazywamy catkowita dominacja genéw.

W opisie do$wiadczen Mendla bedziemy uzywaé stosowanych obecnie w genetyce pojeé,
w szczegblnoscei jednostki kodujace dane cechy nazywaé bedziemy genami. Cecha badana przez
Mendla, czyli kolor strakéw groszku, kodowana jest przez pare gendéw, dziedziczonych po jednym
od kazdego z rodzicéw. Gen wystepuje w dwoch odmianach, ktére nazywamy allelami: dominu-
jacej, ktora oznaczymy D i recesywnej R. Mamy wiec trzy genotypy: DD, DR, RR, poniewaz
nie rozrézniamy kolejnosci wystepowania genéw, zatem DR i RD daja ten sam genotyp. Jesli
w genotypie pojawia si¢ cho¢ jeden gen dominujacy, to odpowiadajaca mu cecha uwidacznia
sie w danym osobniku, czyli taki groszek ma straki zielone. Rozrézniamy wiec dwa fenotypy —
genotypom DD i DR odpowiada fenotyp zielony, natomiast RR ma fenotyp zotty. W zaleznosci
od genotypu, stosujemy tez nastepujace nazewnictwo:

— DD to osobnik (czysto) dominujacy;

— DR to hybryda;

— RR to osobnik (czysto) recesywny.

W teorii Mendla zaklada sie, ze osobniki taczg sie losowo i potomek dziedziczy losowo po jednym

genie od kazdego z rodzicéw, przy czym wybor genéw od rodzicow jest niezalezny. Sprawdzmy

wiec, jaki genotyp ma potomstwo ustalonej pary rodzicéw:

— DD+ DD — DD, jesli krzyzujemy dwa osobniki dominujace, to z prawdopodobienstwem
1 potomek dziedziczy od kazdego z rodzicéw gen dominujacy D, zatem kazdy potomek ma
ten sam genotyp DD,

— RR+ RR — RR, podobnie jesli krzyzujemy dwa osobniki recesywne, to z prawdopodo-
biefistwem 1 potomek dziedziczy od kazdego z rodzicow gen dominujacy R, zatem kazdy
potomek ma ten sam genotyp RR;

— DD + RR — DR, jedli krzyzujemy osobnika dominujacego z recesywnym, to z prawdo-
podobienstwem 1 potomek dziedziczy od jednego z rodzicow gen D, a od drugiego gen R,
zatem kazdy potomek jest hybryda;

— DD+DR — %DD+%DR, przy krzyzowaniu osobnika dominujacego z hybryda od osobnika
dominujacego potomek dziedziczy gen D z prawdopodobienstwem 1, natomiast od hybrydy
— albo gen D z prawdopodobienstwem 1/2, albo gen R, takze z prawdopodobienstwem 1/2,
zatem potomek jest z prawdopodobienstwem 1/2 albo hybryda, albo dominanta,;

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (©) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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— RR+ DR — %RR + %DR, podobnie przy krzyzowaniu osobnika recesywnego z hybryda
potomek jest z prawdopodobienstwem 1/2 albo recesywny, albo hybrydyczny;

— DR+ DR — %DD + %RR + %DR, jesli natomiast krzyzujemy dwie hybrydy, to z prawdo-
podobienstwem 1/2 osobnik dziedziczy albo D, albo R od kazdego z rodzicow, stad mamy
rozktad genotypéw potomka 1/4DD, 1/4RR oraz 1/2DR (pamietajac, ze nie rozrézniamy
uktadu DR i RD).

Przedstawiony powyzej rozktad genotypoéw pokazuje, skad w do$wiadczeniu Mendla wziely sie

proporcje 3/4 strakéw zielonych i 1/4 strakéw zottych. Jesli bowiem Mendel skrzyzowal w

pierwszym pokoleniu osobnika czysto dominujacego z czysto recesywnym, to kazdy osobnik

potomny byt hybryda. Nastepnie krzyzujac hybrydy, jesli tylko potomkéw w drugiej generacji

bylo dostatecznie duzo, otrzymywal rozklad genotypéw odpowiadajacy proporcjom: po 1/4

osobnikéw dominujacych i recesywnych oraz 1/2 hybryd, co uzewnetrznilo sie jako 1/4 fenotypu

z6ltego 1 3/4 fenotypu zielonego.

Tego typu do$wiadczenia mozna oczywidcie powtarzaé, ale je$li znamy genotyp rodzicéw,
to wiemy tez, jaki powinien by¢ wynik doswiadczenia. Znacznie ciekawsze doswiadczenie moze
polegaé na tym, ze na podstawie otrzymanych wynikéw eksperymentéw chcemy wnioskowaé na
temat genotypu rodzicéw. Opiszemy trzy takie do$wiadczenia, ktore nazwiemy ciggltym krzyzo-
waniem z osobnikiem dominujacym, recesywnym i hybryda. Kazde z tych do$wiadczen przepro-
wadzamy w taki sam sposob: ustalamy jednego z rodzicow (wybieramy osobnika o danym geno-
typie) i krzyzujemy go z osobnikiem o genotypie nieznanym. Zakladamy, ze mamy dostatecznie
duzo potomstwa, tak by rozktad genotypdéw odpowiadal prawdopodobienstwom obliczonym na
podstawie prawa Mendla, wybieramy losowo jednego potomka i ponownie krzyzujemy go z tym
samym ustalonym osobnikiem. Do$wiadczenie powtarzamy wielokrotnie. Otrzymujemy wiec
ciagg doswiadczen, w ktérych wynik kolejnego doswiadczenia zalezy od wyniku poprzedniego,
mamy wiec tancuch Markowa. W celu zinterpretowania wynikow eksperymentéw przypomnimy
podstawowe pojecia i twierdzenia z teorii lancuchéw Markowa [7, 1].

9.1. Lancuchy Markowa

Zajmiemy sie teraz opisem ciagu zaleznych doswiadczen losowych. Niech D oznacza pewne
do$wiadczenie, ktérego zbiér mozliwych wynikéw Wi, Wha, ..., W,, n € N, znamy. W trak-
cie powtarzania tego do$wiadczenia w prébie z numerem ¢ € N dostajemy wynik o numerze
X €{1,2,...,n}, przy czym prawdopodobienstwa réznych wartosci Wy, w ogélnym przypadku
moga zaleze¢ od wynikéw wszystkich poprzednich doswiadczen. Taki obiekt nazwiemy skonczo-
nym procesem stochastycznym. Z kolei lancuch Markowa to pewien szczegdlny rodzaj procesu
stochastycznego, w ktorym wynik kolejnej préby zalezy tylko od wyniku préby poprzedniej.

Definicja 9.1. Niech {X;}{2, oznacza ciag zmiennych losowych o wartosciach catkowitych. Jesli
w probie z numerem ¢ zrealizowalo si¢ zdarzenie W;, to przyjmiemy X; = j. Ciag zmiennych
losowych {X;}9°, nazwiemy lancuchem Markowa, jesli

P (Xy = j|Xo = ko, X1 =k1,..., X1 =) = P(Xy = j[ X1 = 1),

przy czym jesli P (X; = j|X;—1 = i) nie zalezy od numeru préby ¢, to taki lancuch nazywamy
jednorodnym. Wyniki poszczegdlnych prob nazwiemy stanami tancucha.

Podamy teraz kilka prostych przyktadéw:
— Rzut monetg to jeden z najprostszych mozliwych proceséw stochastycznych. Mamy dwa
mozliwe wyniki kazdej préby orzet O i reszka R, przy czym zawsze prawdopodobienstwo otrzy-
mania kazdego z tych dwoch wynikéw wynosi 1/2, niezaleznie od tego, jakie wyniki otrzymywa-
liSmy w przesztosci. Wobec tego rzut moneta jest przyktadem jednorodnego tancucha Markowa.


http://pl.wikipedia.org/wiki/%C5%81a%C5%84cuch_Markowa
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— Rosyjska ruletka I to wersja gry, w ktorej uzywa si¢ szesciostrzalowego rewolweru z jedna
kula. Po zakreceniu bebenkiem oddaje sie strzal i w pierwszej prébie wynik z prawdopodobien-
stwem 1/6 jest martwy M, a z prawdopodobienistwem 5/6 — zywy Z. Wynik kolejnej préby
zalezy od poprzedniego. Jesli osoba, do ktorej sie strzela, zostala zastrzelona w poprzedniej
probie, to oczywiscie w kazdej nastepnej jest martwa z prawdopodobienstwem 1, natomiast
jesli jest zywa, to w drugiej probie bedzie martwa z prawdopodobiefistwem 4/5, w trzeciej z
prawdopodobienstwem 3/4, nastepnie 2/3, 1/2 i ostatecznie w széstej prébie wynik jest zawsze
M z prawdopodobienstwem 1. Widzimy wiec, ze taka wersja rosyjskiej ruletki stanowi tancuch
Markowa, ale nie jest to tancuch jednorodny.

— Rosyjska ruletka II to inna wersja, w ktérej za kazdym razem uzywa si¢ sze$ciostrzalowego
rewolweru z jedna kula, ale przed kazda proba ponownie kreci sie bebenkiem. Zatem przy
kazdej prébie otrzymywane wyniki sa jednakowe: M z prawdopodobienstwem 1/6 oraz Z z
prawdopodobienstwem 5/6. Mamy wiec jednorodny lancuch Markowa.

W dalszej czeSci wyktadu zajmiemy sie tylko tancuchami jednorodnymi, wobec tego nie
bedziemy juz powtarzaé¢ okreslenia ,,jednorodny tancuch Markowa”, tylko piszac ,tancuch Mar-
kowa” bedziemy mieli na mysli tancuch jednorodny. Taki tanicuch Markowa mozemy w jedno-
znaczny sposob zdefiniowaé podajac jego stany, czyli mozliwe wyniki kolejnych eksperymentow,
oraz macierz przejécia P = (p;;);';=;, czyli prawdopodobiefistwa p;; przejscia ze stanu W; w
probie ¢ — 1 do stanu W; w kolejnej probie ¢. Macierz przejScia ma oczywiscie nastepujace
wlasnosci:

n
pij = 0, Zpijzl, i=1,...,n,
j=1

poniewaz dla dowolnych 4,5 € {1,...,n} liczba p;; jest prawdopodobienstwem, a jesli tancuch
znajduje si¢ w pewnym stanie WW; w chwili ¢ — 1, to musi przej$¢ do jakiegos stanu W; w chwili
t. Macierze o tych wlasnos$ciach nazywamy macierzami stochastycznymi. Pelny opis tancucha
Markowa mozemy takze przedstawié¢ za pomoca grafu skierowanego wazonego.

Definicja 9.2. Grafem skierowanym nazywamy pare (W,.S), gdzie W jest zbiorem elementéw
nazywanych wierzchotkami grafu, natomiast S stanowi zbiér uporzadkowanych par wierzchot-
kéw, ktore nazywamy krawedziami grafu.

W przypadku grafu wazonego kazdej istniejacej krawedzi prowadzacej od wierzchotka i do
J przypisujemy pewng wage w;j. Graf opisujacy lancuch Markowa budujemy w nastepujacy
sposéb
— wierzcholek z numerem i, i € {1,...,n} odpowiada wynikowi W;;
— od wierzcholka z numerem 7 do wierzchotka z numerem j przeprowadzamy krawedz (i, j), o
ile p;; > 0, a jesli p;; = 0, to takiej krawedzi nie ma;
— zbudowanej krawedzi (4, j) nadajemy wage w;; = p;j.
Zaprezentujemy teraz macierze przejscia i grafy przejscia, por. rys. 9.1, odpowiadajace wymie-
nionym w przyktadach tancuchom: rzutowi moneta i rosyjskiej ruletce w wersji I1.

0,5 0,5 1 0
Prm = ; Prr =

0,5 0,5 1/6 5/6

Macierz przejécia P odzwierciedla dynamike tancucha w jednym kroku, natomiast my jak
zwykle chcemy zbadaé, co bedzie si¢ dzialo asymptotycznie, czyli czego mozemy si¢ spodziewad,
jesli bedziemy nasze doswiadczenia powtarzaé¢ dostatecznie dtugo. Do tego celu musimy obliczy¢
(t)

prawdopodobienstwa przejscia wyzszego rzedu, czyli Dij » ktore opisuje przejscie ze stanu W; do
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@ e RR

Rysunek 9.1. Macierze przejscia i grafy przejécia odpowiadajace rzutowi moneta (z lewej) i
rosyjskiej ruletce w wersji II (z prawej).

stanu W; w t krokach, czyli po wykonaniu ¢ préb. Mamy wiec pg’.) = P (X = j|Xo = i). Zgodnie
ze wzorem na prawdopodobienistwo catkowite dla ¢ > 1 otrzymujemy

n n
¢ . . ) t—1
Pl(j) =P(X;=j|Xo=i)=) P(X¢—1 =5/Xo=1)ps; = P Vg,
s=1 s=1
()
ij
n
(pf?) . jest macierza przejscia wyzszego rzedu, to dostajemy zalezno$é
Z?]:

od prawdopodobienstw nizszego rzedu p(t_l). Stad jesli P®) =

czyli rekurencyjna zaleznosc¢ p is

PO —pt-Up — pO _pt

Whnioskujemy zatem, ze rozklad tancucha w dowolnym kroku jest jednoznacznie wyznaczony
przez macierz przejscia i poczatkowy rozktad prawdopodobienstwa p? =P(Xp=1i),i=1,...,n

W kontekscie opisywanych powyzej doswiadczen genetycznych chcemy poznaé¢ asymptotyke
dwdch konkretnych typéw tancuchéw Markowa. Zanim jednak przejdziemy do badania asymp-
totyki, podamy potrzebne definicje, w tym klasyfikacje stanéw tancucha.

9.2. Klasyfikacja stanéw i lancuchow

Zaczniemy od podziatu stanéw tancucha na pewne specjalne grupy.

Definicja 9.3. Stan WV; nazwiemy nieistotnym, jesli istnieje taki stan W i liczba ¢y € N\ {0},

ze pl(]‘)) > 0 oraz pg-?

istotnym.

= (0 dla dowolnego t € N. W przypadku przeciwnym stan W; nazywamy

Definicja 9.4. Stany istotne W;, W; nazywamy komunikujgcymi sie, jesli istnieja takie ¢,

s € N\ {0}, dla ktérych p( ) > 0i pg.j) > 0.

Podzielmy teraz wszystkie stany danego lafcucha na podklasy: niech S° oznacza klase
wszystkich stanéw nieistotnych, nastepnie wybierzmy jakikolwiek stan istotny W; i oznaczmy
przez S zbiér wszystkich stanéw komunikujacych sie z W;. Ten zbiér stanéw nazywa sic takze
czasem zbiorem stochastycznie zamknietym. W taki sposéb podzielimy tancuch na roztacz-
ne klasy stanéw komunikujacych sie S',..., SV, N < n. Jedli lancuch znalazl sie w pewnym
momencie w stanie istotnym W;, to juz nigdy nie wyjdzie z odpowiadajacej mu klasy.

Definicja 9.5. Jedli klasa S° sklada sie z jednego stanu W, to taki stan nazywamy pochla-
niajacym (absorbujacym).

Definicja 9.6. Lancuch Markowa sktadajacy sie z jednej klasy stanéw istotnych komunikuja-
cych sie nazywamy tancuchem nieprzywiedlnym. Jedli tancuch zawiera wiecej niz jedng klase,
to jest przywiedlny.
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Badajac tancuch Markowa sprowadzamy najpierw jego macierz do postaci kanonicznej nu-
merujac stany w taki sposéb, aby na poczatku znalazly sie stany nieistotne, a nastepnie po-
szczegdlne stany z kolejnych klas. Macierz ma wtedy postac

SO St S?
SO
p= St 0 o 0 o
S? 0 0 o 0
a powstale macierze sa macierzami stochastycznymi i kazda z nich odpowiada tancu-

chowi nieprzywiedlnemu.
Oznaczmy

FO = P (X =4, Xemr £y Xi £ 51 X0 =), Fj =3 £,
t=1

gdzie f;t) oznacza prawdopodobiefistwo, ze uktad po wyjsciu ze stanu W, wréci do tego stanu
po raz pierwszy po t krokach, a F}; to prawdopodobienstwo, ze po wyjsciu z tego stanu wréci
do niego kiedykolwiek.
— Stan WW; nazywamy powracajgcym, jesli F; = 1, natomiast niepowracajacym, gdy F; < 1.
— Stan W, nazywamy zerowym, jesli pg.tj) — 0 przy t — oo.
— Stan W, nazywamy okresowym o okresie d;, jesli powrdt z dodatnim prawdopodobienstwem
mozliwy jest w liczbie krokéw réwnej wielokrotnosci d; i d; jest najmniejszg liczbg o tej wlasnosci
(czyli dj jest NWD zbioru {t : p(»tj) > 0}).
— Stan powracajacy, niezerowy i nieokresowy nazywamy ergodycznym.

Wymienimy teraz dwa typy tancuchow, ktore sg istotne z punktu widzenia doswiadczen
genetycznych, jakie za ich pomoca chcemy opisywac.

Definicja 9.7. Lancuchem pochlaniajagcym (absorbujacym) nazwiemy taki tancuch przywie-
dlny, ktérego klasy stanéw istotnych skladaja sie z pojedynczych stanéw pochtaniajacych.

Drugi typ stanowia oczywiscie tancuchy nieprzywiedlne. Kazdy typ tancucha przywiedlnego
mozemy analizowa¢ korzystajac z wlasnosci tancuchéw pochtaniajacych i tancuchéow nieprzywie-
dlnych. Dopdki lanicuch nie trafi do ktérego$ ze zbioréw S?, i > 0, mozemy traktowaé lancuch
jak lancuch pochlaniajacy, natomiast jak juz trafi do zbioru S%, i > 0, to ten zbiér tworzy
tancuch nieprzywiedlny.

Wréémy teraz do naszych prostych przyktadow i sprébujmy w ich kontekscie zastosowaé
poznane definicje.
— Rzut moneta: zauwazmy, ze prawdopodobienstwa przejécia z kazdego z dwdch stanéw tancu-
cha O, R do kazdego z nich jest zawsze réwne 1/2, bez wzgledu na stan w kroku poprzednim,
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zatem P! = P, czyli oba stany s istotne i komunikujace sie, tworza wiec lancuch nieprzy-
wiedlny.

— Rosyjska ruletka II: stan M jest oczywiscie pochlaniajacy, natomiast stan Z tworzy zbior
SY i jest stanem nieistotnym, poniewaz pa; = 1/6, natomiast pth) = 0 dla dowolnego ¢t € N,
gdyz M = W jest pochlaniajacy, czyli tancuch ma wlasnosci wymienione w def. 9.7, zatem
stanowi tancuch pochtaniajacy.

Zauwazmy, ze asymptotycznie te dwa typy lancuchéw (czyli nieprzywiedlny i pochlaniajacy)

maja diametralnie rézne wlasnoéci. W tancuchu nieprzywiedlnym kazdy stan jest osiagany z

dodatnim prawdopodobienstwem w dowolnej prébie, natomiast w tancuchu pochtaniajacym

w pewnej prébie tancuch wynosi trafia do jakiego$ stanu pochtaniajacego, z ktoérego juz nie

wychodzi. W przypadku rzutu moneta, poniewaz dla dowolnego t € N\ {0} zachodzi PL,, = Py,

wiec bez wzgledu na liczbe préb zawsze Srednio dostajemy polowe ortéw i polowe reszek. Z

kolei w przypadku rosyjskiej ruletki prawdopodobiefnistwo pozostania zywym maleje do 0 wraz

z rosnaca liczba prob, co latwo mozemy bezposrednio obliczy¢ iterujac macierz przejscia

Co ciekawe, oczekiwane liczba krokéw przed absorpcja wynosi 6, czyli tyle, ile maksymalna
liczba krokéw mozliwa w wersji I. Wykazemy to ponizej.
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10.1. kancuchy pochlaniajace i ciggle krzyzowanie z dominantg

Dla tancuchéw pochtaniajacych postaé kanoniczna macierzy przejscia przedstawia sie naste-
pujaco
I 0

R Q

gdzie I oznacza macierz jednostkowa wymiaru m X m reprezentujaca m stanéw pochlaniajacych,
R jest macierza wymiaru (n —m) X m przejscia ze stanéw nieistotnych do stanéw pochlaniaja-
cych, a () — macierza (n—m) X (n—m) przejécia ze standéw nieistotnych do stanéw nieistotnych.
Zauwazmy, ze dla takich tancuchéw wygodniej jest zdefiniowaé postaé¢ kanoniczng inaczej niz
poprzednio — zaczynamy numerowanie od stanéw pochlaniajacych, dopiero pdzniej bierzemy
pod uwage stany nieistotne.

7 wtasnosci stanéw nieistotnych i stanéw pochtaniajacych wynika, ze

1. Q' — 0 dlat — oo (zbieznoéé po wyrazach);
2. macierz I — ) jest odwracalna;

3. (I-Q) ! = ijﬂQS.

Wiasnoéé 1. wynika z ogdlnego twierdzenia dotyczacego tancuchéow Markowa, ktére orzeka,
ze niezaleznie od stanu poczatkowego prawdopodobienstwo trafienia do stanu komunikujacego
sie po t krokach dazy do 1 przy t — oo, a poniewaz () odpowiada stanom nieistotnym, zatem
kazde z pozostalych prawdopodobienstw dazy do 0. Dalej zauwazmy, ze

I-Q'=1I-Q)(I+Q+Q*+...+Q ).

Skoro Q' — 0, to I — Q' — I, a z ciggloéci wyznacznika wynika, ze dla dostatecznie duzych t
zachodzi det(I — Q) # 0, czyli takze det(I — Q) # 0, wiec macierz I — Q jest odwracalna. Stad

I-Q) ' I-QH=14+Q+Q*>+...+Q"!

i przechodzac do granicy ¢ — oo dostajemy wzor 3.
W przypadku tancuchéw pochtaniajacych interesuja nas gléwnie nastepujace zagadnienia
dotyczace tancucha, dla ktérego stanem poczatkowym jest pewien nieistotny stan W;.

1. Jaka jest oczekiwana liczba przejs¢ przez stan W;, zakladajac ze stanem poczatkowym jest
W;?

2. Jaka jest oczekiwana liczba krokéw przed absorpcja, jesli stanem poczatkowym jest W;?

3. Jakie jest prawdopodobiefistwo absorpcji przez dany stan pochtaniajacy W;, jesli stanem
poczatkowym jest W;?

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Dla macierzy przejscia w postaci kanonicznej definiujemy nastepujaca macierz fundamentalng
—1 —
N=>O-Q)" = )i,

tancucha pochtaniajacego. Macierz ta zawiera wszystkie istotne informacje dotyczace zachowan
asymptotycznych. W szczegdlnosci

Twierdzenie 10.1. Niech N bedzie macierzg fundamentalng tancucha pochlaniajgce-

go.

1. Oczekiwana liczba przejs¢ przez stan W; przy stanie poczgtkowym W; jest réowna
Nig-

2. Oczekiwana liczba krokow przed absorpcjqg dla tancucha o stanie poczgtkowym W;
zadana jest jako suma wyrazow w i. wierszu macierzy N.

3. Niech B = (b;;j) bedzie (n —m) x m macierzq prawdopodobieristw absorpcji przez
stan W; przy stanie poczgtkowym W;. Wtedy B = NR.

Dowdéd. Niech e;; oznacza oczekiwang liczba przej$¢ przez stan W; przy stanie poczatkowym
W;. Wprowadzmy zmienng losowa

w ) 1 edy X =,
G =

0 wpp.

Niech E;(z) oznacza wartosé¢ $rednia = przy warunku, ze proces zaczal sie w stanie W;. Wtedy

eij = E, (fj <§s>> =3B () =20 (a0 04 1),
s=0 s=0 s=0

)

i i 5o s (s)
czyli ostatecznie e;; = Zo pij - ;
S=

Skoro p;;” jest (i,7). wyrazem macierzy Q°, to e;; jest (i,7).

wyrazem macierzy N, czyli n;;.

Bezposrednio z tego wzoru otrzymujemy takze, ze Sredni czas do absorpcji jest suma wyrazdw
W wierszu 1.

Wyprowadzimy teraz wzor rekurencyjny na prawdopodobiefistwo b;;. Niech W; bedzie sta-
nem poczatkowym nieistotnym. W pierwszym kroku tancuch moze przej$¢ do interesujacego
nas stanu pochlaniajacego Wj;, do innego stanu pochtaniajacego Wi, k # j, albo do ktéregos
ze standéw nieistotnych W, z prawdopodobienstwami zadanymi przez macierz P. Prawdopodo-
biefistwa absorpcji przez stan W; ze stanu W;, W, oraz W, sa odpowiednio réwne 1, 0 oraz by;.
Stad

n
bij =pij+ Y puby.
l=m+1
Skoro W; oraz W; sa odpowiednio stanem nieistotnym i pochlaniajacym, wiec p;; jest (i, 7).

wyrazem macierzy R i analogicznie p;; jest (i,1). wyrazem macierzy Q. Zatem

B=R+QB — B=(I-Q) 'R=NR.
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Zastosujemy teraz powyzsze twierdzenie do opisu asymptotyki rosyjskiej ruletki oraz do
opisu doswiadczenia polegajacego na ciaggltym krzyzowaniu z dominantg.

W przypadku rosyjskiej ruletki mamy jeden stan pochtaniajacy M i jeden stan nieistotny
Z. Odpowiednie podmacierze macierzy P sa jednoelementowe

Q=(5/6), R=(1/6), N=(1-5/6)"1=(6), B=NR=1.

Poniewaz jest tylko jeden stan pochtaniajacy, wiec oczywidcie prawdopodobienstwo znalezienia
sie w tym stanie po dostatecznie dtugim czasie wynosi 1, natomiast oczekiwana liczba krokdéw
do absorpcji réwna sie 6.

Ciagle krzyzowanie z dominantg Rozpatrzmy teraz nastepujacy ciag doswiadczen tworzacy
tancuch Markowa. Bierzemy ustalonego osobnika o genotypie dominujacym DD i krzyzujemy
go z nieznanym osobnikiem. W wyniku eksperymentu dostajemy potomka o genotypie zaleznym
od genotypu drugiego rodzica z prawdopodobienstwami wynikajacymi z prawa Mendla. Mamy
zatem 3 mozliwe wyniki eksperymentu, poniewaz sa 3 genotypy. Ponumerujmy je w nastepujacy
sposdb:

DD =W,, DR=W, RR=W;s.

Odpowiednie prawdopodobienstwa wynosza

— p11 = 1, gdyz zawsze ze skrzyzowania dominanty z dominanta otrzymujemy ten sam genotyp.
Stad p1; = 0 dla j = 1,2 i stan W jest pochtaniajacy.

— po1 = 1/2 = pag oraz pes = 0, gdyz krzyzujac dominante z hybryda otrzymujemy z prawdo-
podobienstwem 1/2 albo dominante, albo hybryde, nie mozemy natomiast dostaé¢ osobnika
recesywnego;

— p31 = 0 = p33, psa = 1, poniewaz krzyzujac osobnika recesywnego z dominantg zawsze
dostajemy hybryde.

Dla tego tancucha Markowa macierz przejécia ma postaé

1 0 0
Pp=1105 05 0 [,
0 1 0
dla ktoérej
0,5 0,5 0
R = oraz Q=
0 1 0
Policzmy macierz fundamentalna
-1
1 0,5 0 1 0
-1 1 1 0,5

Na jej podstawie wnioskujemy, ze jesli wybranym rodzicem byta hybryda, to éredni czas do
absorpcji wynosi 2, natomiast jesli osobnik recesywny, to 24+ 1 = 3. Mozemy jeszcze sprawdzié
punkt 3. twierdzenia wykonujac mnozenie

1 0
B=NR=2 = ,
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co oczywiscie potwierdza, ze z prawdopodobienstwem 1 nasz eksperyment koniczy sie osobnikami
o genotypie DD.

Zauwazmy jeszcze, ze dokladnie w taki sam sposéb mozemy opisaé¢ ciagte krzyzowanie z
osobnikiem recesywnym. Wtedy macierz przejScia ma postaé

1 0 O
Pr=1105 05 0 |
0 1 0

gdzie tym razem W) = RR, W> = DR oraz W3 = DD, zatem odpowiednio numerujac stany do-
stajemy dokladnie taka sama dynamike tancucha pochtaniajacego jak w przypadku krzyzowania
z dominanta.

10.2. kancuchy regularne i ciggte krzyzowanie z hybryda
Zajmiemy sie teraz pewnym szczegdlnym przypadkiem tancuchéw nieprzywiedlnych.

Definicja 10.1. Lancuch nieprzywiedlny nazwiemy regularnym, jesli istnieje taka liczba k €
N\ {0}, ze z kazdego stanu Wj, i € {1,...,n} mozna doj$¢ do dowolnego stanu Wj, j € {1,...,n}
w doktadnie k krokach.

Zauwazmy, ze rzut moneta jest lancuchem regularnym, dla ktérego k = 1. Natomiast tatwo
podaé przyklad tancucha nieprzywiedlnego, ktéry nie jest regularny. Wezmy dla przykladu
tancuch o dwéch stanach Wy, Ws, dla ktorego macierz przejscia ma postaé

P = = P?=1,

zatem np. ze stanu W; do Ws przechodzimy zawsze w nieparzystej liczbie krokéw, podczas
gdy ze stanu W do niego samego — w parzystej. Tak zdefiniowany tancuch jest oczywiscie
tancuchem okresowym. Co wiecej, mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 10.2. W nieprzywiedlnym tanicuchu Markowa wszystkie stany sq tego
samego typu, tzn. jesli choc jeden stan jest powracajgcy, to wszystkie sq powracajgce,
jesli choc jeden jest zerowy, to wszystkie sqg zerowe, a jesli choc jeden jest okresowy o
okresie d, to wszystkie sq okresowe o okresie d.

Dowdd. Niech W;, W; beda dwoma réznymi stanami. Poniewaz stany te komunikuja sie, wigc
istnieja takie M, N € N\ {0}, ze

pl(]M) >0 oraz pgév) > 0.

Stosujac wzoér na prawdopodobienstwo catkowite

N+M+t M t
o )= sz pDplY)

l,s=1
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dostajemy nieréwnosé

(V0 5 00,00 _ 510
gdzie a = pl(-jM) >0, 0= pﬁv) > 0 oraz t € N\ {0}. Postepujac analogicznie otrzymujemy
nier6wnosé

%\7+M+t) > aﬂpg?.
Stad
L (N+M+t) > pﬁ? > a/@pg—M—N)'

O[ﬂ (22

Powyzsze nieréwnoéci wykazuja, ze wlasnosci asymptotyczne ciggdéw (pE?)teN oraz (p(?)teN sa
(t)
(23

(o]
zerowy. 7 kolei jesli W; jest powracajacy, czyli P; = > p(-?) = 00, to YW, ma t¢ samg wlasnosc.
=1

takie same. W szczegdlnosci, jesli stan W; jest zerowy, p;;” — 0 przy t — oo, to takze W; jest

2

Zal6zmy teraz, ze W; jest okresowy o okresie d;. Poniewaz pEzMHV) > af >0, wiec d;/(M + N)

(d; dzieli M + N). Pokazemy, ze W; jest okresowy i jego okres d; = d;. Zauwazmy, ze jedli dla

pewnego [ zachodzi p(l]) > 0, to takze pEﬁJFMJFN) > 0, zatem d;/(l + M + N), czyli d;/1, wiec

J
d; < dj. Analogicznie d; < d;, skad d; = d;. O

W ogélnym przypadku dla tancuchéw nieprzywiedlnych asymptotyke opisuje nastepujace
twierdzenie ergodyczne, ktorego dowdd pomijamy.

Twierdzenie 10.3. Larncuch Markowa jest nieprzywiedlny wtw jesli dla kaZdego j €
{1,...,n} istnieje niezalezna od i granica

o t ..
tllglopgj) =Pj, 4] € {17 "an}7

przy czym p; sq jednoznacznym rozwigzaniem uktadu

n
=1

Taki asymptotyczny rozklad prawdopodobienstwa nazywamy rozkladem stacjonarnym. Wynika
stad, ze zachowanie asymptotyczne badanego tancucha nie zalezy od stanu poczatkowego —
tancuch ma wtasnos$¢ ,zapominania” rozktadu poczatkowego.

Dla tancuchéw regularnych mozna udowodnié¢ twierdzenie silniejsze.

Twierdzenie 10.4. Macierz P lanicucha regularnego ma pojedynczg wartosé wlasng
réwng 1. Macierz Pt zbiega do macierzy stochastycznej W o wyrazach dodatnich, ktorej
wszystkie wiersze w sq jednakowe. Zachodzi wP = w.

Dowdd. Poniewaz dla lancucha regularnego wszystkie wyrazy macierzy P* sa dodatnie, wiec
twierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem z twierdzenia Frobeniusa — Perrona dla macierzy o
wszystkich wyrazach dodatnich. O


http://en.wikipedia.org/wiki/Perron%E2%80%93Frobenius_theorem
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Niech P bedzie macierza przejicia tancucha regularnego, natomiast W jej macierza granicz-
na. Mozna pokazac, ze macierz

I—(P-W)

jest odwracalna, co wiecej
oo
Z=(I1-P-W)'=I+> P'—W.
s=1

Macierz Z nazywamy macierza fundamentalng tancucha regularnego i dzieki niej mozemy wy-
znaczy¢ czasy przejscia i powrotéw opisane macierzg E = (eij)?jzl. Mamy

E=(-Z+JZ,)D,

gdzie J jest macierzg o wszystkich wyrazach réwnych 1, Z, to macierz, ktéra ma na przekat-
nej wyrazy takie same jak Z i zera poza przekatna, natomiast D jest macierza diagonalna o
wyrazach na przekatnej réwnych 1/w;, gdzie w = (wy, ..., w,) oznacza rozklad stacjonarny. W
szczegblnosci wyrazy na przekatnej ej; zadaja Sredni pierwszy czas powrotu do stanu W;.

Zastosujmy najpierw powyzsze twierdzenia do rzutu moneta. W tym przypadku rozktad
stacjonarny znajdujemy bez trudu, gdyz PL = P,,, dla dowolnego t, zatem w; = wy = 0, 5.
Policzymy jeszcze macierz E, cho¢ mozemy sie spodziewaé rezultatu — $rednio co drugi rzut
powinien dawa¢ O i co drugi R, zatem $Sredni czas powrotu szacujemy jako 2.

Z=(1—-(Ppp—-W)) =1 = E=JZ,D=D,

co oczywiscie implikuje, ze $redni czas powrotu wynosi 2 rzuty, natomiast éredni czas przejécia
od O do R i odwrotnie wynosi 1.

Ciagle krzyzowanie z hybryda W tym paragrafie oméwimy doswiadczenie genetyczne po-
legajace na ciaglym krzyzowaniu z hybryda. Przebieg do$wiadczenia jest analogiczny jak w
oméwionym juz przypadku krzyzowania z dominantg, ale matematyczny opis do$wiadczenia
prowadzi do innego typu lancucha Markowa. W tym lafnicuchu mamy takze 3 mozliwe stany
W1 =DD, W, = DR i W35 = RR. Macierz przejscia tego tancucha ma postaé

0,5 0,5 0
P=1| 0,25 0,5 0,25
0 05 0,5

i latwo sprawdzimy, ze P? jest macierzg o wszystkich wyrazach dodatnich. Zatem mamy do
czynienia z tancuchem regularnym. Policzmy jego rozktad stacjonarny

(’l,Ul,’lUQ,'LUg)P = (W1,w2,’l,U3), w1 + wg + w3z = 17

skad dostajemy
w = (0,25, 0,5, 0,25).

Wobec tego przy ciaglym krzyzowaniu z hybryda dostaniemy nastepujacy wynik eksperymentu:
bez wzgledu na genotyp drugiego praprzodka po dostatecznie dlugim czasie $rednio 3/4 po-
tomkow bedzie wykazywalo fenotyp dominanty, a 1/4 fenotyp recesywny. Otrzymali$my zatem
potwierdzenie pierwotnych wynikow uzyskanych przez Mendla przy krzyzowaniu groszku, gdzie
srednio bylo 3/4 strakéw zielonych i 1/4 strakéw zottych.



11. Modele z zaleznosScig przestrzenng: dyfuzja w
procesach biologicznych

Do tej pory rozwazaliSmy modele populacyjne, w ktérych nie uwzglednialismy zalezno$ci od
polozenia osobnikéw w przestrzeni, a tylko Srednie zageszczenia i ich zmiany w czasie. Takie
podejécie do modelowania dynamiki populacji kryje za soba dodatkowe zalozenia dotyczace réw-
nomiernego roztozenia przestrzennego osobnikéw danej populacji oraz braku istotnego wpltywu
zmian potozenia na opisywany proces. Oczywiste wydaje si¢, ze w wielu przypadkach potozenie
i ruch w przestrzeni odgrywaja duza, jesli nie zasadnicza role w przebiegu danego procesu. W
zwigzku z tym kolejna czes¢ wykladu poéwiecimy omoéwieniu jednego z mozliwych sposobdéw
modelowania ruchu, tzw. procesu dyfuzji. W przypadku proceséw chemicznych dyfuzja opisuje
ruch substancji w kierunku od wiekszych do mniejszych stezen. Mozliwe sa oczywiscie takze
przeptywy innego typu — np. chemotaksja dziata w pewnym sensie przeciwnie do dyfuzji.

Wyprowadzimy najpierw rownanie dyfuzji substancji chemicznej w przestrzeni jednowymia-
rowej (dla przestrzeni dwu i tréjwymiarowej rozumowanie przebiega analogicznie). Zalézmy, ze
mamy bardzo waska rurke o dlugosci L i przekroju S, wzdtuz ktérej przemieszcza sie pewna
substancja A. Rurka jest na tyle waska, ze ruch czasteczek odbywa sie tylko wzdtuz niej. Niech
stezenie czasteczek tej substancji w chwili ¢ w miejscu x wynosi A(t,x) i zalézmy, ze A jest
dostatecznie gltadka funkcjg obu zmiennych.

Z punktem x zwiazujemy wycinek rurki (x, z+ Ax) o objetosci AV = SAz. Zmiana stezenia
substancji A w tym wycinku nastepuje wyniku przeptywu — mamy z jednej strony naptyw do
wycinka, z drugiej odplyw z niego. Zgodnie z prawem Ficka masa substancji przeptywajaca przez
waski przekrdj w ciagu krétkiego przedziatu czasu (t,t + At) jest proporcjonalna do gradientu
stezenia (w naszym jednowymiarowym przypadku do %), dtugoéci przedzialu czasu i pola
przekroju rurki, zatem

Q. = DSMN
ox
w punkcie x oraz
A A
Quene = Ds2ALLEAT) ;; ") At

w punkcie Az, gdzie D > 0 jest pewnym wspdtczynnikiem proporcjonalnosci. Zatem zmiana
masy w objetosci AV wynosi AQ = Qr1ar — @z, czyli zmiana stezenia substancji w wycinku
wyraza sie wzorem

OA(t,z+Ax) 0A(t,x) oA N
AA — AQ ( — )DSAt A(tz+Az)  OA(ta)

Ox _ Oz Oz
AV SAz =D Az At.

Stad, dzielac stronami powyzsza réwnos$é przez At i przechodzac do granicy Axr — 0 oraz
At — 0 dostajemy

DA DA

—=D— 11.1
ot ox?’ (11.1)
czyli jednowymiarowe rownanie dyfuzji. W ogélnym przypadku rownanie dyfuzji ma postaé
0A
— =DAA
ot ’
Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,

2011.
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gdzie
0?A
ANA =
Z 833? ’

n oznacza wymiar przestrzeni (w przypadku proceséw obserwowanych w naturze mamy n = 1,2
lub 3) i A nazywamy operatorem Laplace’a lub krécej laplasjanem, a D > 0 — wspdlczynnikiem
dyfuzji.

7 naszego populacyjnego punktu widzenia bedziemy rozpatrywaé dyfuzje jako proces losowe-
go przemieszczania sie osobnikow w przestrzeni. Najprostsze podejécie do tego typu zagadnien
reprezentowane jest przez tzw. ruchy Browna. Ponownie dla uproszczenia omoéwimy sytuacje
jednowymiarows. Rozwazamy prosta podzielong na odcinki o dlugosci Az. Niech osobnik znaj-
duje si¢ w chwili ¢ w odcinku [z, x + Az) i w przedziale czasu o dlugosci At moze si¢ przemiescié
do odcinka na lewo, na prawo, albo pozosta¢ w tym samym odcinku. Zalézmy, ze prawdopodo-
bienstwo przemieszczenia sie do odcinka [x — Az, x) wynosi p;, a do odcinka [z + Az, z 4+ 2Ax)
— pp. Niech a(t, x) bedzie liczbg osobnikéw w chwili ¢ w odcinku [z, + Az). Po uptywie czasu
At w tym samym odcinku mamy

a(t + Atﬁx) = a(tv .’IJ) +ppa(t7$ - Al‘) - ppa(t,.%') +pla(t7x + A.’L‘) - pla(ta I’), (112)

gdzie ppa(t,z — Ax) oznacza Srednig liczbe osobnikéw, ktére w czasie t byly na lewo od roz-
patrywanego odcinka i przemiescity do niego, pja(t,z + Ax) to osobniki, ktére byly na prawo
i przeszly na lewo, natomiast ppa(t,z), pa(t,z) odpowiadaja tym osobnikom, ktére byly w
omawianym odcinku w czasie t i w przedziale czasu (t,t + At) przemiescily sie odpowiednio na
prawo lub lewo. Zalézmy teraz, ze funkcje a mozemy rozwinaé w szereg Taylora w punkcie (¢, x)
zaréwno jako funkcje zmiennej ¢t z parametrem x, jak i zmiennej x z parametrem ¢. Otrzymujemy
odpowiednio

alt+At,z) = alt,x) + 2EDAL+ ATED (A2 4.

a(t,z + Az) =a(t, )+6“§;1)A + 12l (Ag)2 4

Wstawiajac powyzsze rozwinigcia do réwnania (11.2) dostajemy

Balt,z) 5, | 10%alt Palt.z) npye =Dp <_8a(t,x)Ax + 1a2a(t’x)(ﬁfv)2> +

ot 2 Ot? oz 2 Ox?
da(t, x) 10%a(t, x) 9
+m < o Ax + 5 5.2 (Az)* | +...

Zalézmy teraz, ze p; = pp = %, czyli osobnik z jednakowym prawdopodobienstwem przemieszcza
sie zaréwno w lewo, jak i w prawo. Mamy wtedy

du(t,z) \,  10%(t,x) 18%al(t,

)
ot 3o A = 5 (B £

Dzielac to réwnanie przez At, przechodzac do granicy At — 01 Az — 0 w taki sposéb, ze
2

(gg = D dostajemy réwnanie (11.1).
Otrzymalismy wiec zwiazek losowego przemieszczenia sie osobnikéw z réwnaniem dyfuzji z

jednej strony i pewnym tancuchem Markowa z drugiej.
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11.1. Réwnania ewolucyjne: ré6wnanie Fishera — Kolmogorowa

W przypadku rzeczywistych populacji oprocz przemieszczania sie rozpatrujemy zwykle tak-
ze inne procesy, np. rozrodczosci/$miertelnosci. W ogélnym przypadku otrzymujemy réwnanie
reakcji-dyfuzji

ON(t,x)
ot
zwane takze réwnaniem ewolucyjnym, ktore opisuje zmiany zageszczenia populacji w chwili
t w miejscu o polozeniu & w przestrzeni. Czasami takze w odniesieniu do funkcji f uzywa
sie nazwy kinetyka oddzialywan (albo reakcji w kontekscie biochemicznym), a odpowiadajace
réwnaniu (11.3) réwnanie zwyczajne N = f(t, N) zwane jest wtedy réwnaniem kinetycznym.

= f(t,N(t,z)) + AN(t,z), (11.3)

Roéwnanie Skellama Najprostsze tego typu rownanie z liniowa kinetyka zostato uzyte przez
Skellama w 1951 roku do opisu rozprzestrzeniania si¢ populacji. Dokladniej, za pomoca row-
nania (11.3) z funkcja f(t, N) = aN opisal on rozprzestrzenianie sie populacji pizmakéw w
Europie. Gatunek ten zostal sprowadzony do Europy w 1905 roku przez wegierskiego posiadacza
ziemskiego i szybko rozprzestrzenit sie wokot. Mimo ze obszar Europy jest ograniczony, Skellam
rozpatrywal to réwnanie w catym R? z warunkiem poczatkowym, ktéry odpowiada introdukcji
kilku osobnikéw w punkcie (0,0), czyli N(0,z,y) = Md(x,y), gdzie M to poczatkowa liczba
osobnikéw, a 0(z,y) = 0(x)d(y), gdzie §(z) oznacza delte-Diraca, czyli §(z) = 0 dla z # 0 oraz

oo

J 6(x)dx = 1. Aby przesledzié rozprzestrzenianie si¢ osobnikéw zgodnie z modelem Skellama
—0o0
zbadajmy najpierw zagadnienie prostsze.

Rozpatrzmy réwnanie dyfuzji (11.1) w calym R z warunkiem poczatkowym A(0,x) = é(x),

gdzie § oznacza jednowymiarows delte-Diraca. Mozna pokazaé, ze rozwigzaniem tego zagadnie-
nia poczatkowego jest funkcja

A - 1 z?

(t,l‘) - \/mexp _Tm 9
ktora nazywamy rozwigzaniem fundamentalnym. Oczywiscie spelnienie warunku poczatkowego
nalezy rozumie¢ w sensie granicznym. Ogdlniej, jesli rozwazamy dyfuzje w przestrzeni n-wymiarowej
z warunkiem poczatkowym 0(x) = II§(z;), x = (21, x2,...,Zy,), to rozwiazanie fundamentalne
ma postaé

_ 1 [x[?
At,x) = (4 D) exp <_4D%> .

Teraz potaczymy znajomosé rozwigzania fundamentalnego rownania dyfuzji dla n = 2 i rozwia-
zania rownania kinetycznego N = alN w celu otrzymania rozwiazania réwnania Skellama

M 2
N(t,r) = 1D &P (at— 4Dt> . r=1/12+ 92,

ktore zadaje fale inwazyjna. W punktach o ustalonym promieniu r w pewnej chwili £ pojawiaja
sie osobniki, ktérych tam wezesniej w zasadzie nie bylto (nalezy to interpretowaé w taki sposéb,
ze fizycznie tych osobnikow nie bylo, mamy wiec do czynienia z przelaczeniem, przy czym
funkcja A w sposéb ciagly przybliza taka dynamike), a choé ich liczebno$é wraz z uplywem
czasu maleje, poniewaz stale rozprzestrzeniaja sie dalej, to populacja jako taka w tym miejscu
egzystuje, por rys. 11.1.

Réwnanie Fishera — Kolmogorowa Roéwnanie Fishera [3] lub inaczej Fishera — Kolmogo-
rowa jest z kolei najprostszym nieliniowym réwnaniem typu ewolucyjnego i stanowi naturalne
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Rysunek 11.1. Przyktadowe rozwigzanie réwnania Skellama.

uogdlnienie rownania logistycznego na przypadek populacji zlozonej z osobnikéw, ktére moga
sie przemieszczac i ruch ten ma znaczenie dla opisywanego procesu. Jest to takze prototypowe
rownanie, w ktorym wystepuja rozwigzania w postaci fal biegngcych. Typowo jest to réwnanie
rozpatrywane w catej przestrzeni R", gdzie n zwykle odpowiada naturalnym wymiarom 1, 2
lub 3. Zostalo zaproponowane przez Fishera w 1937 roku do opisu rozprzestrzeniania si¢ genu
dominujacego w populacji.

Réwnanie to ma postaé

ON(t
gt’“") = DAN(t, ) + rN(t,z) (1 — N(t,z)), (11.4)
przy czym w najprostszym przypadku, ktéry oméwimy, x € R, AN = %27137, aD > 0 jest

wspotczynnikiem dyfuzji.
Pokazemy, ze réwnanie (11.4) ma rozwiazania w postaci fal biegnacych. Zaczniemy od prze-
prowadzenia ubezwymiarowienia w celu zredukowania liczby parametréw. Przeprowadzajac za-

, (2
t=rt, xzx()

miane zmiennych

D
i wracajac do standardowych oznaczen zmiennych dostajemy
ON(t
(‘()t’x) = AN(t,z)+ N(t,x) (1 — N(t,x)). (11.5)

Odpowiadajace réwnaniu (11.5) réwnanie kinetyczne, czyli rownanie logistyczne, ma dwa stany
stacjonarne, niestabilny N = 0 i stabilny N = 1. Bedziemy wiec poszukiwaé fali biegnacej od
N=0do N=1.
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Definicja 11.1. Fala biegnaca nazywamy nietrywialne, ograniczone rozwiazanie réwnania (11.3)
postaci
N(t,x) =U(x —ct) =U(2), z=ux—ct,

dla pewnego ¢ > 0, ktére nazywamy predkoscia fali.

Zauwazmy, ze

Uwaga 11.1. Réwnanie (11.1) nie ma rozwiazan w postaci fali biegnace;.

Dowdd. Zalézmy, ze takie rozwiazanie U(z) istnieje. Skoro tak, to spelnia réwnanie rézniczkowe

d*U au
D—s 4+c— =0,
dz? * dz
zatem wartosci wlasne tego réwnania spelniaja réwnanie kwadratowe DA? 4+ cA = 0, czyli
rozwigzania maja posta¢ U(z) = A + Bexp (—5z2), gdzie A, B sa stalymi. Poniewaz fala
biegnaca jest ograniczona dla wszystkich z € R, wiec B = 0, czyli U(z) = A, zatem nie jest to
rozwigzanie w postaci fali. O

Dla réwnania Fishera — Kolmogorowa (11.5) rozwiazanie w postaci fali biegnacej musi spel-
nia¢ réwnanie )
acU  dU
— —4+U(1-U)=0 11.6
g2 Teq TUA-U) (11.6)

i postulujemy, ze lim,_,_o, U(z) = 0, lim,_, 1, U(2) = 1, zatem fala taczy dwa stany stacjonarne
— jest odpychana od niestabilnego i przyciagana przez stabilny.
Réwnanie (11.6) jest réwnowazne ukladowi réwnan

U=V,
VI = —cV-UQ1-0),

(11.7)

gdzie prim (') oznacza rézniczkowanie po z. W przestrzeni fazowej (U,V) uklad (11.7) ma
oczywiscie dwa punkty krytyczne (0,0) oraz (1,0). Macierz Jacobiego tego ukladu ma postaé

0 1
—1+2U —c

MJ(U,V) =

Badajac lokalna stabilno$¢ wyznaczamy wielomian charakterystyczny
M+ed+1-20=0
i wartosci wlasne

Ao = 1 (—c +/e2 - 4) dla  (0,0),

2
Ao = % (—ci Ve + 4) dla (1,0),

skad wynika, ze (1, 0) jest zawsze punktem siodlowym, natomiast (0, 0) jest stabilnym ogniskiem
dla ¢? < 4 i weztem stabilnym dla ¢? > 4.

Stwierdzenie 11.1. Dla ¢ > 2 rdwnanie (11.5) ma rozwigzanie w postaci fali biegngcej o
predkosci c.
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Rysunek 11.2. Portret fazowy ukltadu (11.7) dla ¢ = 3 (na gérze) oraz dla ¢ = 1 (na dole).

Dowdd. Dla ukladu (11.7) przy ¢ > 2 z kierunku pola wektorowego latwo wnioskujemy, ze
istnieje orbita taczaca punkt krytyczny (0,0) z punktem krytycznym (1,0), przy czym moz-
na pokazaé, ze pozostaje ona w dodatniej potplaszczyznie, por. rys. 11.2. Orbita ta tworzy
rozwiazanie w postaci fali biegnacej taczacej punkty (0,0) oraz (1,0). O

Uwaga 11.2. Dla ¢ < 2 takze istnieje orbita laczaca dwa punkty krytyczne (0,0) i (1,0), ale ze
wzgledu na typ punktu (0, 0) nie jest zachowana nieujemnos¢ rozwiazan, zatem takie rozwiazania
sa nieistotne z biologicznego punktu widzenia, por. rys. 11.2.

Zagadnienie wystepowania fal biegnacych (badz tez fal innego typu) jest czesto badane w
kontekscie tego typu réwnan. Nalezy jednak zdawaé sobie sprawe z tego, ze nie zawsze rozwazana
dziedzina jest na tyle duza, ze mozna zalozy¢ iz jest to cata przestrzen. Wtedy, przy zalozeniu
ograniczonej dziedziny, rozwazamy zagadnienia poczatkowo-brzegowe. Réwnanie (11.4) bylo
takze rozpatrywane w kontekscie rozwoju nowotworu przy zalozeniu warunku brzegowego. Za-
16zmy dla uproszczenia jednowymiarowa propagacje komoérek na odcinku [0,1] z warunkiem

poczatkowym
N(0,z) = No(x) (11.8)

i warunkiem brzegowym Neumanna, czyli

%% le—01 =0 (11.9)

Dla zagadnienia poczatkowo-brzegowego (11.4) (11.8) (11.9) lokalne istnienie i jednoznacznosé
wynika z wlasnosci kinetyki.

Korzystajac z twierdzenia poréwnawczego 11.1 i wlasnosci rozwigzan réwnania logistycz-
nego mozemy wykazaé, ze dla warunku poczatkowego No(z) € (0,1), € [0,1] rozwiazanie
zagadnienia poczatkowo-brzegowego (11.4) (11.8) (11.9) pozostaje w przedziale [0, 1].
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c=3

1.2) - = =0 == t=5 ——t=10]]
1 : : :

Rysunek 11.3. Przykladowe rozwiazanie réwnania (11.5) w postaci fali biegnacej o predkosci
c=3.

Twierdzenie 11.1. Niech u(t,z), v(t,x) bedg ograniczonymi funkcjami cigglymi spel-
niajgcymi nierownosci
A<u(t,$>, U(t,$)<B,
ou  0%u o v
- _ - > 2 -
5 o2 12 e IV
A<v(0,z) <u(0,z) <B w (a,b),

w [0,7T] x (a,b),

gdzie —co < a<b<o00i0<T < oo oraz f jest funkcjg klasy C'. Zaléimy takze, Ze
— jesli a > —o0, to

A<o(t,a) <u(t,a)<B w [0,T];

— jesli b < oo, to
A<o(t,b) <u(t,b)<B w [0,T].

Wtedy albo u=v w[0,T] x [a,b], albo u > v w [0,T] x (a,b).

Badajac dynamike modelu zwykle zaczynamy od zbadania stabilnoéci rozwiazan stacjonar-
nych. Dla modeli niejednorodnych przestrzennie, oprocz rozwazanych do tej pory rozwiazan
stacjonarnych niezaleznych od przestrzeni mozemy mieé¢ takze rozwigzania stacjonarne, ktére
zaleza od polozenia w dziedzinie réwnania. Jednak typowo analize takiego zagadnienia zaczy-
namy od zbadania istnienia i stabilnosci rozwigzan stacjonarnych jednorodnych przestrzennie,
a potem przechodzimy do znacznie trudniejszych zagadnien zwigzanych z niejednorodnoécia
przestrzenna. Jednym z takich zagadnien jest powstawanie tzw. wzoréw Turinga — od strony
analitycznej wiaze sie to z bifurkacja stabilnego przestrzennie stanu stacjonarnego do niestabil-
nego, kiedy w otoczeniu stanu stacjonarnego powstaja skupiska osobnikéw — grupy o réznym
zageszczeniu — tworzace wzory przestrzenne.

Niech 7 = N — N bedzie odchyleniem rozwiazania réwnania (11.4) od jednorodnego prze-
strzennie stanu stacjonarnego N (gdzie N = 0 lub N = 1). Réwnanie zlinearyzowane wokét N
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ma postaé
ne = an + D1z, (11.10)

gdzie a = r dla stanu N =0 i a = —r dla stanu N = 1, przy czym réwnanie (11.10) badamy z
warunkiem brzegowym % lz=0.1 = 0 i poczatkowym 1(0,z) = n°. Z twierdzenia o linearyzacji
wynika, ze jesli kinetyka jest funkcja rézniczkowalng, to ze stabilnosci rozwigzania réwnania zli-
nearyzowanego wynika stabilnos¢ rozwiazania réwnania wyj$ciowego. Badajac stabilnos¢ rowna-
nia liniowego szukamy rozwiazan postaci 1(t, z) = ng exp(At)W (), gdzie W (z) + k*W (x) = 0,
k € Z, jest rozwigzaniem fundamentalnym réwnania dyfuzji. Istnienie takiego rozwiazania wy-

maga spelnienia zaleznoéci A = a — Dk?. Zatem dla ¢ = —r mamy A\ = —r — Dk? < 0, czyli
N =1 jest rozvvl@zamem stabilnym, gdyz wszystkie wartoéci wlasne sg ujemne, zaé dla N = 0
mamy A\ = r — DEk? i przy k = 0 wartoé¢ wlasna \g = r > 0, zatem to rozwigzanie jest

niestabilne. Dokladnie tak samo ksztaltuje sie stabilno$¢ w przypadku bez dyfuzji, zatem dla
rownania Fishera — Kotmogorowa formowanie sie wzoréw Turinga nie jest mozliwe. Co wiecej
widaé, ze aby takie wzory powstaly, model musi byé¢ opisany za pomoca ukladu co najmniej
dwoéch réwnan.

W przypadku réwnania (11.4) mozemy udowodni¢ znacznie wigcej, czyli globalna stabilnosé

N =1 przy zaltozeniu, ze N jest oddzielone od zera.

Twierdzenie 11.2. Jesli No(0) > d > 0 dla pewnego d € (0,1) oraz t > 0, to
N(t,z) — 1 przy t — oo.

Dowdéd. Twierdzenie poréwnawcze pokazuje, ze N(t,x) > ddlat > 0ix € [0,1]. Jeslin = N—1,
to

. 0
n=—rn(n—1)+ DAn, (,72 le=0,1 =0 (11.11)
oraz n(t,x) > —(1 —d) dlat > 0ix € [0,1]. Zdefiniujmy
=5 / (t,x)
0,1]

Wtedy

= / n(t, z)n(t, x)dz.
[0,1]

Mnozac réwnanie (11.11) przez n i catkujac przez czesci dostajemy
on(t,
:—r/n tmda:—r/n t:cdx—D/ ( U x) dx.
[0,1] 0,1] [0,1]
Widzimy, ze jesli N > 1, to > 0 oraz L(t) < —2rL. Jedlizad N < 1,t0 0 >n > —(1 —d) i

n® > —(1 — d)n?, skad wynika L(t) < —2rdL. W obu przypadkach L(t) — 0 przy t — oo, skad
wynika N(t,z) — 1. O]

11.2. Wzory Turinga

Jak juz wspomnieliSmy, w przypadku jednego rownania kinetycznego formowanie sie wzoréw
Turinga nie jest mozliwe, gdyz stabilno$¢ nie zmienia si¢ pod wplywem dyfuzji. Natomiast
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dla n = 2 istnieje taka mozliwosé. W szczegélnosci mozna w taki sposéb opisaé tworzenie sie
wzoréow umaszczenia u ssakéw i prébowaé na tym gruncie wyjasnié¢, dlaczego zebry czy zyrafy
maja ustalony wzdér umaszczenia, a u kotéw domowych ten wzér jest zmienny. Podobnie —
dlaczego wzoér na tulowiu rézni sie od wzoru na konczynach lub ogonie. Taki model nazywamy
modelem melanogenezy, poniewaz zaktada si¢, ze za umaszczenie odpowiada stezenie barwnika
zwanego melanina. Melanina powstaje w reakcji substratu (tyrozyny) z enzymem (tyrozynaza).
Model moze by¢ zatem opisany za pomoca ukladu dwoéch réwnan reakcji-dyfuzji. Poniewaz w
przypadku tutowia w uproszczeniu mozemy powierzchnie skéry rozpatrywaé jako pewna figure
plaska, to taki uklad rozwaza sie najczesciej w ograniczonym obszarze w R? utozsamianym
zwykle z prostokatem. Zadaje sie zatem warunek poczatkowy oraz warunek brzegowy, ktory tu
jest warunkiem Neumanna. Jesli natomiast rozpatrujemy konczyny lub ogon, to rozpatrujemy
taki uktad np. na walcu lub stozku.

Badajac mozliwo$¢ wystepowania wzoréw Turinga przeanalizujemy lokalng stabilnosé jed-
norodnych rozwiazan stacjonarnych w uktadzie dwoch rownan reakcji-dyfuzji

st = fi(s',s?) + D1 Ast,

(11.12)
s? = fa(s',s?) + Do,
gdzie s, i = 1,2, sa stezeniami substancji chemicznych, f; oznaczaja tempa produkcji tych
reakcji, a D; sa ich wspotczynnikami dyfuzji. W przypadku melanogenezy funkcje produkcji
maja postaé

2 Q8182

1+ st + k(s1)2’

1
05" S
f1(51752) = 8(1) —s' - mv f2(51782) = 0‘(53 - 52) -

gdzie s' to stezenie tyrozyny, a s> — tyrozynazy. Zauwazmy, ze dla k = 0 nieliniowy sktadnik
fi ma postaé¢ funkcji Michaelisa — Menten, natomiast dla k > 0 wraz z rosnaca iloscig substratu
reakcja ulega zahamowaniu.

Dla uproszczenia uklad (11.12) bedziemy rozpatrywaé z jednorodnym warunkiem brzegowym
Neumanna na [0, 7] — analiza w przypadku kwadratu [0, 7] x [0, 7] przebiega podobnie. Takze
dla uproszczenia zatozymy, ze (O 0) jest jednorodnym stanem stacjonarnym ukladu (11.12) (jesli
stanem stacjonarnym jest ( ) to dokonujemy zamiany zmiennych s* — s s’).

Badajac stabilnos$¢ stanu staqonarnego zlinearyzujemy uktad (11.12)

1 1 2 1
s = 118 + aes® + DiAs,

t " 12 ! (11.13)
st2 = o5t + ags® + DyAs?,

przy czym oyj = %, i,7 € {1,2}. Wzory Turinga moga pojawi¢ sie w sytuacji, gdy w modelu
bez dyfuzji, czyli dla D1 = Dy = 0 stan stacjonarny jest stabilny, a dla pewnych D; > 0
destabilizuje sie.

Okazuje sie, ze liniowe réwnanie (11.13) mozna rozwigzaé¢ metoda rozdzielenia zmiennych,
czyli si(t,z) = F(t)G(x), gdzie F(t) to rozwigzanie ukltadu kinetycznego (dla D; = 0), a G(x)
jest rozwiazaniem zagadnienia wlasnego operatora Laplace’a. W ogélnym przypadku na od-
cinku [0, 7| takie rozwiazanie jest kombinacja sinuséw i kosinuséw, jednak poniewaz badamy
uklad (11.13) z warunkiem brzegowym Neumanna, to spelnia go tylko kosinus. Stad

s'(t,x) = AePlcos(Cz), i=1, 2. (11.14)
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Podstawiajac posta¢ rozwiazania (11.14) do uktadu (11.13) otrzymujemy

A1B = a1141+ a9dy — D1C2A1,

(11.15)
AsB = g A1+ Ay — DyC? Ay,
skad dostajemy uktad réwnan na wspétezynniki A1, Ag
B — a1 + D1C?)A; — apA = 0,
( 11 10%) Ay 1242 (11.16)

—a91 A1 + (B — ag + DsC?)Ay = 0.
Rozwiazanie dostajemy przyréwnujac wyznacznik uktadu (11.16) do 0
B? + B(—aq1 — agg + C%(Dy + Do) + (a1 — D1C*)(cvgy — D2C?) — ap021 = 0. (11.17)
W przypadku bez dyfuzji réwnanie (11.17) ma postaé
B? — B(ai; + an) + ajjooy — ajpa2l =0
i stabilnosé stanu stacjonarnego zalezy od $ladu i wyznacznika macierzy Jacobiego uktadu ki-
netycznego. Precyzyjniej, jesli

1. ar1 + a2 <0,
2. ajjaoy — ajpa2l > 0,

to stan stacjonarny dla D; = Do = 0 jest asymptotycznie stabilny. Jedli teraz chcemy, by byt
on niestabilny dla D; > 0, to ktora$ z powyzszych nieréwnosci powinna mieé przeciwny znak.
Nieréwnosé I w przypadku z dyfuzja przyjmuje postaé ai; + asy — C?(Dy + D) < 0, wiec dla
dowolnych D; > 0 jest spelniona przy zalozeniu a1 + age < 0. Zatem tylko nieréwnosé II moze
zmieni¢ znak dla D; > 0. Postulujac

(0411 — D102)(a22 — DQCZ) —a10021 <0
dostajemy nieréwnoéé na C?, skad otrzymujemy warunki destabilizacji stanu stacjonarnego pod
wplywem dyfuzji

1. a1 + ags <0,
2. a11009 — o021 > 0,
3. Doy + Dyavgy > 2\/D1D2(a11a22 — a12a21).

W analogiczny sposéb mozemy badaé¢ tworzenie si¢ wzoréw przestrzennych w modelu mela-
nogenezy, przy czym wielkos¢ i réznorodno$é formujacych sie wzordw zalezy oczywiscie od
parametréw modelu. Jesli dla danego gatunku dominuja sktadniki kinetyczne, to powstajace
wzory sa powtarzalne (jak np. u zyraf czy zebr), a jedli skladniki losowe, to wzory moga si¢
bardzo rézni¢ w zaleznosci od osobnikéw (jak w przypadku kotéw domowych).
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Rysunek 11.4. Graficzne przedstawienie rozwiazan ukladu (11.12) dla réznych uktadéw parame-
tréw. Ciemne plamy odzwierciedlaja stezenie substratu s' przewyzszajace wartoéé rozwiazania
stacjonarnego, natomiast obszary z jasnymi plamami - stezenie ponizej tej wartosci.



12. Modelowanie odpowiedzi odporno$ciowej

Dwa kolejne wyklady zostang po$wiecone modelowaniu reakcji odpornosciowych. Na poczat-
ku przedstawimy podstawowe informacje dotyczace dziatania uktadu odpornoéciowego cztowie-
ka.

12.1. Uktad odpornosciowy cztowieka

Uktad odpornosciowy czlowieka (i nie tylko czlowieka) jest bardzo skomplikowany. Odpo-
wiedz odpornosciowa wywoluje antygen. Antygenem nazywamy substancje, ktéra wykazuje sie:

1. immunogennoscia, czyli zdolnoscia indukowania swoistej (specyficznej) odpowiedzi odpor-
noéciowej przeciw sobie;

2. antygenowoscia, czyli zdolnoécia do swoistego laczenia si¢ z immunoglobulinami (zaréwno
wolnymi jak i stanowigcymi receptory limfocytéw B) oraz receptorami limfocytow 7.

Okazuje sig, ze w obrebie jednego antygenu moze znajdowaé si¢ wiele miejsc wiazanych przez
przeciwciala. Sa to tzw. epitopy lub determinanty antygenowe. Epitopy obecne w jednej cza-
steczce antygenu moga by¢ identyczne lub rézne i moga byé¢ wiazane przez przeciwciala o tej
samej lub réznej swoistosci. Antygen zawierajacy wiele epitopoéw nazywamy wielowartoéciowym
lub poliwalentnym.

Reakcja odpornosciowa sktada sie z wielu réznorodnych proceséw, w ktérych bierze udziat
wiele sktadnikéw ukltadu odpornosciowego. Najwazniejsze z tych sktadnikéw to:

— wsrdéd komoérek odpornosciowych:
limfocyty T’
limfocyty B;
komorki prezentujace antygen, ang. antigen presenting cells (APC);
— wsrdd czastek:
immunoglobuliny (przeciwciala);
receptory limfocytow wiazace sie z antygenem.
Zestawienie najwazniejszych sktadnikéw ukladu odpornosciowego przedstawiamy na rys. 12.1 i
w tabeli 12.1.

W kazdej odpowiedzi odpornosciowej oprécz komérek efektorowych (np. limfocytow B wy-
twarzajacych przeciwciala lub cytotoksycznych limfocytow T') uczestnicza takze komérki regu-
lujace te odpowiedz.

Rodzine komorek zwanych limfocytami 7" dzielimy na kilka grup, w zaleznosci od spelnianych
przez nie funkcji:

— limfocyty T cytotoksyczne (T'c), ktére sa zdolne do zabicia innych komoérek, takich jak
komérki obce, komoérki nowotworowe, komérki zainfekowane przez wirusy;
— limfocyty T pomocnicze, ang. T helper cells (Th), ktére wspomagaja odpowiedZ odporno-

Sciowg;

— limfocyty T regulatorowe, ang. requlatory T cells (Treg), ktére hamuja odpowiedz odporno-
Sciowa.

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,

2011.
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Rysunek 12.1. Najwazniejsze sktadniki uktadu odpornosciowego.

Z kolei limfocyty B naleza do klasy komérek prezentujacych antygen APC i uczestniczg w
procesie rozpoznawania antygenu i przygotowywania swoistej odpowiedzi odpornosciowej prze-
ciw temu antygenowi. Nastepnie w procesie réznicowania stajg sie komérkami plazmatycznymi,
ktore produkuja przeciwciala zwalczajace dany antygen.

Typy odpowiedzi odpornos$ciowej Odpowiedz odpornosciowa mozemy podzieli¢ na:
— swoista (specyficzna) i nieswoista (niespecyficzna);
— typu humoralnego i komorkowego.

Mechanizmy nieswoiste nazywane sa tez odpornoscia natywna lub wrodzona. Jednak zad-
na z tych nazw nie oddaje istoty tego typu reakcji. Podobnie zreszta dzieje sie w przypadku
mechanizmoéw swoistych nazywanych tez odpornoécia adoptywna.

Mechanizmy nieswoiste rozwinety si¢ wezesniej w filogenezie (tzn. sa starsze ewolucyjnie),
sg mniej precyzyjne, ale reakcje zachodza szybko. Méwi sie, ze stanowia pierwszg linie obrony
organizmu. Z kolei mechanizmy swoiste sa filogenetycznie mtodsze. W trakcie reakeji odporno-
Sciowej pojawienie sie tych mechanizméw wymaga czasu, ale nakierowane sa doktadnie przeciw
konkretnemu rodzajowi antygenu, wiec dzialaja precyzyjniej i skutecznie;j.

W odpowiedzi swoistej biora udzial gtéwnie antygeny swoiste wyprodukowane przez komérki
plazmatyczne powstale w procesie rozpoznawania antygenu przez limfocyty B oraz limfocyty T
ze swoistymi receptorami wigzacymi konkretny antygen.

7Z kolei podzial na odpowiedZ humoralna i komoérkowa jest cokolwiek sztuczny. W wigkszosci
przypadkéw obserwuje sie oba typy reakcji, chociaz w konkretnych przypadkach dla danego
antygenu jedna z nich moze dominowa¢ nad druga. W odpowiedzi humoralnej decydujaca role
w zwalczaniu antygenu odgrywaja przeciwciala obecne gléownie we krwi odwodowej i limfie, ale
takze w innych plynach organicznych, natomiast za odpowiedZ komérkowa odpowiadaja limfo-
cyty T, por. rys. 12.2. Limfocyty cytotoksyczne T'c bezposrednio zwalczaja antygen za pomoca
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Limfocyty B

rozpoznaja antygeny i wytwarzaja prze-
ciwciata

Komorki
(plazmocyty)

plazmatyczne

wytwarzajg przeciwcialta

Limfocyty Th

wspomagaja odpowiedz odpornosciows;
wydzielaja cytokiny

Limfocyty Treg

hamuja odpowiedZ odpornosciowa; wy-
dzielaja cytokiny

Limfocyty T'c

sa zdolne do zabijania komoérek docelo-
wych

Komérki K

sg zdolne do cytotoksycznoéci komoérkowej
zaleznej od przeciwcial

Komoérki NK

sa zdolne do spontanicznego zabijania ko-
morek nowotworowych i zakazonych przez
wirusy

Komoérki dendrytyczne

prezentujg antygeny limfocytom Th

Monocyty, makrofagi

sg zdolne do fagocytozy i zabicia mikro-
organizméw oraz innych obcych komérek;
wydzielaja cytokiny

Neutrofile

sg zdolne do fagocytozy i zabijania mikro-
organizméw

Komérki tuczne, bazofile

biorg udzial w nadwrazliwosci I (anafilak-
sji)

Eozynofile sg zdolne do fagocytozy i zbijania niekto-
rych pasozytéw z uzyciem przeciwciat

Megakariocyty wytwarzajg trombocyty, ktore uczestnicza
w krzepnieciu krwi i reakcjach zapalnych

Erytrocyty poprzez receptor dla dopelniacza wiaza

kompleksy immunologiczne i uczestnicza
w ich usuwaniu

Tabela 12.1. Zasadnicze czynnosci komérek uczestniczacych w odpowiedzi odpornosciowe;.

swoistych receptoréw, natomiast limfocyty pomocnicze Th w reakcji ze swoistym antygenem
wydzielaja cytokiny, ktére aktywuja makrofagi i granulocyty niszczace antygen.
12.2. Proste modele odpowiedzi odpornosciowej

Zajmiemy si¢ teraz zaproponowaniem mozliwie najprostszych modeli odpowiedzi odpor-
nosciowej, gdzie ponownie wykorzystamy znane juz sposoby modelowania oddzialywan miedzy
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Rysunek 12.2. Rozwdj odpowiedzi odpornosciowej typu komérkowego (limfocyt 7') i humoral-
nego (limfocyt B).

roznymi populacjami. Zacznijmy od opisu wewnetrznej dynamiki antygenu. Pod wzgledem tejze
dynamiki mozemy antygeny podzieli¢ na:

1. aktywne, jak bakterie, grzyby i wirusy, majace zdolnos¢ aktywnego namnazania si¢ w orga-
nizmie;

2. pasywne, jak trucizny i jady, ktore si¢ nie namnazaja;

3. wtlasne, czyli produkowane przez organizm, jak autoantygeny czy antygeny transplantacyjne.

Niech V (t) oznacza zageszczenie antygenu w organizmie w chwili t. W najprostszym przypadku
wewnetrzng dynamike pierwszego typu antygenu mozemy opisa¢ réwnaniem

vV =3V, (12.1)

gdzie [ oznacza wspollczynnik namnazania netto (czyli réznice miedzy wspotezynnikiem roz-
rodczosci i $miertelnosci). Oczywiscie tylko gdy [ > 0 antygen istotnie jest aktywny. Z kolei
dla antygenu pasywnego mozemy rozwazaé takie samo réwnanie wewnetrznej dynamiki przy
zalozeniu 8 < 0. Natomiast trzeciemu typowi antygenu odpowiada w najprostszym przypadku
rownanie

V=a-puV, (12.2)
gdzie o > 0 oznacza stale zrédlo, a p > 0 — wspdlezynnik $miertelnosci, przy czym 1/u to
Srednia dtugos¢ zycia takiego antygenu.

Zakladamy teraz, ze dany antygen wywoluje odpowiedZ odpornoéciowa, ktéra w modelu
reprezentuja efektory (limfocyty lub przeciwciala) o zageszczeniu E(t). Wobec tego w réwna-
niu (12.1) (odpowiednio (12.2)) musimy uwzglednié¢ kolejny sktadnik opisujacy oddzialywanie
antygen — efektor. Bazujac na modelu drapieznik — ofiara otrzymamy zamiast (12.1) réwnanie

V =8V —4VE,

gdzie v odzwierciedla skutecznosé efektoréw w zwalczaniu antygendw.

Uktad odpornosciowy aktywuje si¢ po wykryciu antygenu przez komoérki odpornosciowe.
Wiemy tez, ze efektory zuzywaja sie w trakcie odpowiedzi odpornosciowej, zatem réwnanie ich
dynamiki mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci

E=nV —VVE,



84 12. Modelowanie odpowiedzi odpornosciowej

gdzie n oznacza wspdlczynnik aktywacji, a v — Smiertelnosé efektoréw w wyniku reakcji od-
pornoéciowej.

Ostatecznie model odpowiedzi odpornosciowej przeciw antygenowi aktywnemu opiszemy na-
stepujacym ukladem dwoéch rownan rézniczkowych zwyczajnych

V = BV -—AVE,

) (12.3)
E = nV—-1vVE,
z dodatnimi wspotczynnikami. Analogicznie mozemy modelowaé odpowiedZ przeciwko antyge-
nowi pasywnemu oraz autoantygenowi, co pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Przejdziemy teraz do analizy ukladu (12.3). Podstawowe wlasnosci jak istnienie, jedno-
znaczno$é, nieujemnos$é i przedtuzalnosé rozwiazan badamy w sposéb standardowy. Istnienie
i jednoznaczno$¢ rozwiazan dla dowolnego warunku poczatkowego (Vp, Fy) wynika z gladkosci
prawej strony uktadu. Nieujemnosé pierwszej zmiennej dla nieujemnego warunku poczatkowego
wynika z tego, ze 0§ V = 0 jest zbiorem niezmienniczym. W przypadku drugiej zmiennej F, jesli
zalozymy, ze istnieje £ > 0, dla ktérego E() = 0, to otrzymamy E(f) > 0, zatem rozwiazanie
nie moze opusci¢ pierwszej ¢wiartki uktadu wspotrzednych. Nieujemnosé rozwigzan implikuje
tez ich przedluzalno$é¢ dla wszystkich ¢ > 0, poniewaz prawa strona ukladu ma w tym przy-
padku oszacowanie liniowe — obie pochodne szacuja si¢ przez ¢V, gdzie odpowiednio ¢ = § dla
zmiennej V i c=ndla E.

W kolejnym kroku analizy znajdziemy izokliny zerowe i naszkicujemy portrety fazowe w
zaleznosci od parametréow ukladu (12.3). Widzimy, ze

V=0 << V=0I1lub EF=
EFE=0 < V=0 1lub E=

RIS 2

Zauwazmy, ze oS V = 0 jest izokling zaréwno dla V jak i dla E. Mamy wiec do czynienia z
przypadkiem niehiperbolicznym. Cala 0§ V' = 0 sktada sie z punktéw krytycznych ukladu (12.3),
por. rys. 12.3.

E E

= @

L ey —
= Se—t—t—t—tttt"1 cp=1 —

C2:rz

0 Vv 0 v

Rysunek 12.3. Szkice portretu fazowego uktadu (12.3) z zaznaczonymi izoklinami zerowymi i
kierunkami przebiegu poszczegdlnych zmiennych w przypadku gdy ¢; > ¢ (po lewej) oraz w
przypadku gdy ¢1 < c2 (po prawej).
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Oznaczmy ¢; = %, co = 1. Widzimy, ze mozemy wyznaczy¢ réwnanie orbit ukltadu (12.3).
Mamy
v p—~vFE
— = dla FE . 12.4

Zauwazmy, ze E = ¢y stanowi rozwiazanie drugiego réwnania ukladu, gdyz wtedy E = 0.
Stad V = (8 — ve2)V i funkcja V' zmienia sie w sposéb wykladniczy. Dla tego rozwiazania w
generycznych przypadkach mamy, jesli ¢; < cg, to V. — 0 przy t — +o0o oraz jesli ¢c; > ca, to
V — +o00. Niegeneryczny przypadek ¢ = co pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Jesli E # co, to mozemy rozwiazaé¢ réwnanie (12.4). Dostajemy

V(t) (t)
_ [ B=nE
/ qv = / e
Vo Eo
skad

E(t) — c2
Eo—co

E(t)
B
V(t)—‘/b:l / VIE — V(t):Vb—i-v(E(t)—Eo—i-(CQ—Q)hl
VE E—c v
0

) . (12.5)
Rozpatrzmy przypadek c¢; > co, ktéry opisuje silny antygen lub staby uktad odpornosciowy,
gdyz wtedy B > yn/v, co oznacza duzy wspélezynnik namnazania antygenu 3 w stosunku do
jego $miertelnosci w wyniku odpowiedzi odpornosciowej (wspétczynnik ) i aktywacji uktadu
odpornosciowego (), przy duzej $miertelnosci efektoréw (v). Izoklina E = ¢y stanowi sepa-
ratryse. Ponizej tej izokliny obie zmienne sa rosnace i E jest ograniczona. Wynika stad, ze
FE ma granice, natomiast V nie moze mieé¢ granicy, gdyz w obszarze F < co nie ma punktéow
krytycznych o dodatniej wspoétrzednej V. Zatem V — 400, co implikuje, ze £ — co. W obszarze
ca < E < ¢1 obie zmienne sg réwniez monotoniczne, przy czym V rodnie, a E maleje. Skoro obie
zmienne pozostaja w tym obszarze, to analogicznie jak w pierwszym przypadku otrzymujemy
(V, E) — (+00, c2). Jesli orbita zaczyna sie w obszarze E > ¢1, to obie zmienne maleja. Wobec
tego orbita albo przechodzi do poprzedniego obszaru, albo ma granice, zatem dazy do ktéregos
z punktéw krytycznych na osi V' = 0. Wtedy na mocy zaleznosci (12.5) granica E, spelnia
réwnanie

— x _ _ Ey—c
0=Vo+~ (Eg Ey+(c2—c1)In o _CQ>. (12.6)

Taka dynamika jest w tym przypadku mozliwa pod warunkiem, ze ¢; < E,; < Ey, czyli

0l Ey—co 0l Eo — C2>
VWww==-|Ey—FE — In=—— )<~ (Ey— — 1 . 12.7
0 V(o gt (a1 02)nE0_62>\V(o a1+ (a1 02)1101_02 (12.7)
Whniosek 12.1. Jesli Ey > ¢1 > ca i Vg spelnia nierdwno$é (12.7), to rozwigzania ukladu (12.3)
dazq do punktu krytycznego (0, Eq) opisanego zaleznoscig (12.6). W przeciwnym przypadku V —
400 @ E — co przy t — 400.

Wniosek 12.1 pokazuje, ze je$li antygen jest silny (spelnia nieréwnosé c¢; > c2), to wy-
zdrowienie jest mozliwe tylko w przypadku dostatecznie duzego poczatkowego poziomu efekto-
row Ey > ¢ oraz stosunkowo niewielkiej poczatkowej dawki antygenu V| spelniajacej nieréw-
nos$é (12.7), por. rys. 12.4.

W przypadku stabego antygenu lub dostatecznie silnego uktadu odpornosciowego, czyli dla
c1 < cg9, analogiczna analiza pokazuje, ze wszystkie rozwiazania zbiegaja do ktérego$ z punktow
krytycznych (0, E,) i oczywiscie granica E, spelnia zaleznoi¢ (12.6). W tej sytuacji mamy
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Rysunek 12.4. Rozwigzania uktadu (12.3) w przypadku silnego antygenu (spelniona jest nie-

réwnosé ¢; > cg) 1 wysokiego poczatkowego poziomu efektoréw (w szczegélnosci Ey > ¢;) oraz

niewielkiej poczatkowej dawki antygenu V| spelniajacej nieréwnosé (12.7) (po lewej) lub nie
spelniajacej nieréwnosci (12.7) (po prawej).

zawsze do czynienia z wyzdrowieniem, bez wzgledu na poczatkowa dawke antygenu. Jesli poziom
efektoréw jest dostatecznie duzy, to zageszczenie antygenu stale maleje w czasie, a jedli jest
niezbyt duzy w stosunku do poczatkowej dawki antygenu, to w pierwszej fazie odpowiedzi
odpornosciowej uktad nie moze sobie poradzié i zageszczenie antygenu wzrasta, ale po pewnym
czasie wyprodukowana zostanie dostateczna liczba efektoréow i poziom antygenu zaczyna maleé,
w efekcie maleje do 0, por. rys. 12.5.
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Rysunek 12.5. Rozwiazania ukladu (12.3) w przypadku stabego antygenu lub dostatecznie sil-
nego uktadu odpornosciowego, czyli dla ¢; < c3.

Widzimy wiec, ze uklad (12.3) jest zbyt prosty, aby mégt w odpowiedni sposéb odzwiercie-
dli¢ rzeczywiste procesy. W szczegdlnosci w rzeczywistosci nie jest mozliwe, by nawet bardzo
silny uktad odpornosciowy zawsze poradzil sobie z antygenem, bez wzgledu na wielkosé¢ dawki
poczatkowej.



13. Model Marczuka humoralnej odpowiedzi
odpornosciowej

Kolejny wyktad po$wiecimy na zapoznanie sie¢ z nieco bardziej skomplikowanym modelem
odpowiedzi odpornosciowej. W 1975 r. Guri I. Marczuk (wlasciwie G. I. Marchuk wedlug obo-
wiazujacej transkrypcji rosyjskiego nazwiska, Marczuk to spolszczona wersja tego nazwiska)
zaproponowal do$¢ prosty model, ktéry jest w stanie odzwierciedli¢é najwazniejsze przebiegi
odpowiedzi odpornosciowej, w tym réwniez chorobe przewlekla (chroniczna). Model opisany
jest za pomoca czterech réwnan z opdéznionym argumentem i z zalozenia odzwierciedla humo-
ralng odpowiedz odpornosciowa, cho¢ podobna strukture modelu mozna takze zaproponowaé
w przypadku odpowiedzi komérkowej. Model ten bedziemy w dalszym ciagu nazywaé¢ modelem
Marczuka. W 1980 r. ukazala sie ksiazka Marczuka [11], w ktdrej oprécz tego najprostszego
modelu przedstawit takze kilka wersji bardziej rozbudowanych, w tym model opisujacy réwno-
leglty przebieg odpowiedzi humoralnej i komérkowej. W pdzniejszych latach ukazaly sie takze
tlumaczenia tej ksiazki na jezyk angielski [12] i polski [13]. Wyniki do$wiadczalne dla pewnych
choréb okazaly sie bardzo podobne do teoretycznych wynikéw uzyskanych na podstawie modelu
Marczuka.

7 powstaniem modelu wiaze si¢ ciekawa historia. Marczuk przez wiele lat byt przewodni-
czacym Akademii Nauk ZSSR. Niestety zachorowal na zéltaczke zakazna, a pobyt w szpitalu
urozmaical sobie poznawaniem mechanizméw odpornosciowych. W rezultacie doprowadzito to
do powstania modelu reakcji odpornoéciowej i zaowocowalo wieloma pracami naukowymi w tej
dziedzinie. Po powrocie do zdrowia Marczuk w dalszym ciagu prowadzit dziatalnos¢ naukowa,
w ramach ktorej odwiedzit Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW, gdzie zaprezen-
towal model i wyniki symulacji wskazujace mozliwoéci leczenia choroby przewleklej za pomoca
zaostrzenia infekcji. Zaréwno sam model, jak i mozliwosci jego zastosowania, zafascynowaly
jednego z pionieréw polskiej biomatematyki, prof. Wiestawa Szlenka. Tematyka ta znalazla sie
pézniej wsrdd zagadnien badawczych w powstalym po pewnym czasie Instytucie Matematyki
Stosowanej i Mechaniki.

13.1. Prezentacja modelu Marczuka

Zajmiemy sie teraz omowieniem konstrukcji prostego modelu odpowiedzi odpornosciowej za-
proponowanego przez G. I. Marczuka, a nastepnie przedstawimy podstawowe wlasnosci uktadu.

Przypomnijmy, ze reakcja odpornosciowa nastepuje w wyniku wnikniecia do organizmu ob-
cego czynnika, ktéry nazywamy antygenem. W przypadku omawianego modelu antygenem sa
gléwnie bakterie, poniewaz np. wirusy wywotuja znacznie bardziej skomplikowane reakcje, ktére
wymagaja bardziej skomplikowanego opisu matematycznego, w szczegblnosci uwzglednienia tak-
ze komoérkowej odpowiedzi odpornosciowej. Pojawienie sie antygenu wywotuje kaskade reakcji,
ktore w efekcie doprowadzaja do rozpoznania antygenu i uruchomienia produkcji przeciwcial
swoistych przez komérki plazmatyczne. Mechanizmem uruchamiajacym te kaskade jest powsta-
nie tzw. kompleksu VT, czyli przylaczenie do antygenu przeciwciata prezentujacego. Wobec
tego zakladamy, ze produkcja komérek plazmatycznych zalezy od liczby wiazan antygen — prze-

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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ciwcialo, przy czym obserwujemy opo6znienie miedzy powstaniem takiego wiazania a wypro-
dukowaniem przed uklad odpornoéciowy komorek plazmatycznych produkujacych przeciwciata
swoiste.

W modelu wystepuja nastepujace podstawowe zmienne
— V(t) — zageszczenie populacji bakterii (antygenu) w organizmie w chwili ¢,

— C'(t) — zageszczenie komérek plazmatycznych w chwili ¢,

— F(t) — stezenie przeciwcial w chwili ¢,

przy czym (jak dotychczas) uzywamy okreslenia zageszczenie w stosunku do osobnikéw pewnej
populacji (tu populacji komérkowych), natomiast stezenie dotyczy gltéwnie substancji, a wiemy,
ze przeciwciala sg biatkami.

Dynamike antygenu opisujemy w modelu Marczuka w taki sam sposéb jak w najprostszym
modelu odpowiedzi odpornosciowej prezentowanym poprzednio. Zaktadamy, ze bakterie rozmna-
zaja sie za stalym wspoélczynnikiem reprodukeji § > 01 gina w wyniku reakcji odpornosciowych.
Zatem $miertelnosé spowodowana jest wigzaniem antygenéw z przeciwciatami, proporcjonalnie
do liczby tych wiazan ze wspolczynnikiem v > 0, ktéry odzwierciedla prawdopodobienstwo
zwiazania antygenu z przeciwciatem i sile ich reakcji. Stad

V() = BV(t) — YV (DF(2).

Przeciwciala gina nie tylko w wyniku wiazania z antygenem, ale tez w procesie naturalnej
degradacji. Sa one produkowane przez komérki plazmatyczne w stalym tempie ¢ > 0, czyli

F(t) = oC(t) =V () F(t) — ppF(t),

gdzie n > 0 opisuje frakcje zwiazanych przeciwcial ginacych w reakcji odpornosciowej, a 1/up
odzwierciedla $redni czas przetrwania przeciwciala.

ZauwazyliSmy wcze$niej, ze produkcja komérek plazmatycznych uruchamiana jest przez po-
wstanie komplekséw VT i jest opdzniona w stosunku do mechanizmu uruchamiajacego. Dla
uproszczenia zaktadamy, ze opdznienie to jest stale, rowne 7. W organizmie utrzymuje sie tez
staly fizjologiczny poziom przeciwcial C*. Skoro tak, to jesli nie ma antygenu, wewnetrzna
dynamike komorek plazmatycznych mozemy opisaé réwnaniem

C(t) = uo(C* = C(1)),

gdzie 1/puc oznacza $rednia dlugosé zycia komérki plazmatycznej. Wtedy C(t) = C* + (Cy —
C*)e Hct — C* przy t — 00, co oznacza, ze w zdrowym organizmie po odchyleniu od poziomu
fizjologicznego zawsze nastepuje samoczynny powrot do tego poziomu.

Jesli antygen wystepuje w organizmie, to w powyzszym réwnaniu uwzgledniamy jeszcze
sktadnik zwiazany ze stymulacja odpowiedzi odpornosciowe;j

C(t) = aV(t = 1)F(t —7) — ne(C(t) = C7),

przy czym « > 0 jest wspélczynnikiem immunogennoéci antygenu odzwierciedlajacym site od-
powiedzi odpornoéciowej na dany antygen.

Précz tych trzech podstawowych zmiennych w modelu wystepuje zmienna dodatkowa, ktora
opisuje stopien uszkodzenia organu zaatakowanego przez antygen, poniewaz Marczuk budowatl
swoj model z my$la o zéttaczce i stopniu uszkodzenia watroby w wyniku tej choroby. Niech
M oznacza charakterystyke (mase lub powierzchnie) zdrowego organu, a M (t) — zdrowa czesé
organu uszkodzonego przez antygen. Definiujemy

_ M- M(1)

m(t) T
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Mamy zatem m € [0, 1], co opisuje stosunek czesci uszkodzonej do calosci. Oczywiscie m = 0
dla organu zdrowego oraz m = 1 dla organu calkowicie zniszczonego. Dynamike m(t) opisujemy
za pomoca prostego réwnania liniowego

m(t) = oV (t) — pmm(t) dla m(t) <1,

gdzie 0 > 0 odzwierciedla zdolno$é¢ antygenu do niszczenia organu, a 1/u, oznacza sredni czas
regeneracji organu.

Wielko$é m(t) ostabia odpowiedZ odpornosciowa poprzez zmniejszenie stymulacji produkeji
komoérek plazmatycznych, zatem zamiast wspdlczynnika immunogennoéci o rozpatrujemy w
modelu wspétezynnik a&(m), gdzie {(m) jest nierosnaca funkcja zmiennej m, £(0) = 11£(1) =

Ostatecznie model Marczuka humoralnej odpowiedzi odpornoséciowej opisujemy uktadem 4.
réwnan rézniczkowych z op6Znionym argumentem (rrzoa)

V() = (B=~F@®)V (),

Ci@) = af(m)V(t—7)F(t—7) = pc(Ct) - C7), (13.1)
F@t) = oC(t) = (pr +mV (1) F(t),

m(t) = oV (t) — pmm(t) dla m(t) <1

W wigkszodci przypadkdéw istnieje pewna progowa wielkosé m*, do ktérej m nie wplywa
znaczaco na reakcje odpornosciowa i mozna zaltozyé, ze £(m) =1 dla m < m*.

§(m)

1 {

m

Se
*
—

Rysunek 13.1. Przebieg typowej funkcji £(m), czyli funkcja tozsamosciowo réwna 1 na odcinku
[0, m*] oraz malejaca liniowo do 0 na [m*,1].

Typowo w analizie matematycznej ukladu (13.1) zakladamy, ze m < m* i wtedy moze-
my zredukowaé uklad do 3 rrzoa, cho¢ dla konkretnej postaci funkcji & mozna tez badaé¢ np.
stabilnosé calego ukladu (13.1).

13.2. Podstawowe wlasnosci uktadu (13.1)

Przejdziemy teraz do zbadania podstawowych wlasnosci ukladu (13.1). Jest on ukladem
rownan z opéznionym argumentem, zatem jako warunek poczatkowy nalezy zada¢ funkcje okre-
$lona na odcinku [—7, 0] o wartosciach w (RT)3 x [0, 1]. Poniewaz jednak tylko wspotrzedne V (t)
i F(t) wystepuja z opdznionym argumentem, wiec mozemy zadaé tylko ich wartosci na calym
przedziale [—, 0], ograniczajac si¢ do wartosci Cp i mg dla zmiennych C' i m. Nalezy przy tym
pamietaé, ze z formalnego punktu widzenia potrzebne sg wszystkie cztery wspotrzedne funkcji
poczatkowej.
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Istnienie, jednoznacznos¢ i nieujemno$é rozwigzan dla nieujemnego warunku poczatkowego
mozemy wykazaé stosujac metode krokéw. Przypomnijmy, Zze opiera sie ona na zasadzie in-
dukcji matematycznej i pozwala zastosowaé znane techniki dotyczace réwnan rézniczkowych
zwyczajnych do analizy rrzoa.

Istnienie lokalnego rozwiazania uktadu (13.1). Niech Vy(s), Fy(s) : [-7,0] — RT. Wtedy
dla ¢t € [0, 7] uktad (13.1) sprowadza si¢ do niejednorodnego uktadu rrz postaci
) = (B=2F@)V(®),
Ct) = a&(m(t))Go(t) — ne(C(t) — C*),

) = oC(t) — (ur +mV (1) F(t),
m(t) = oV(t) — umm(t) dla m(t) <1,

(13.2)

gdzie Go(t) = Vo(t — 7)Fo(t — 7) jest znana funkcja, gdyz dla t € [0, 7] argument ¢t — 7 € [—T,0].
Funkcje opisujace wspolrzedne prawej strony ukladu (13.2) sa wielomianami kwadratowym
wzgledem wspétrzednych, czyli sa klasy C! (faktycznie C*), wiec spetniaja zalozenia twierdzen
o lokalnym istnieniu i jednoznacznoéci rozwigzan rownan rézniczkowych zwyczajnych. Istnieje
zatem odcinek [0,¢) C [0, 7], na ktérym mamy jednoznaczne rozwiazanie ukladu.

Nieujemnos¢ lokalnego rozwigzania ukltadu (13.1). Pokazemy najpierw, ze rozwiazanie to
jest nieujemne. Pierwsze réwnanie ukladu (13.2) zapisujemy w réwnowaznej postaci catkowej

t
. t
Bt—f’yF(s)ds
p=B-aF = || = [(B-aFE)ds = Vi =Vee b
1% Vo ,

gdzie w powyzszym wzorze Vo = Vp(0). Zatem V(t) > 0 dla Vo > 0, co wiecej, V(¢) > 0 dla Vy >
0, czyli z matematycznego punktu widzenia wyzdrowienie moze wystapi¢ tylko asymptotycznie.
W praktyce zageszczenie antygenu nizsze od czutosci urzadzen pomiarowych jest niewykrywalne
i takie zageszczenia uznajemy za réwnowazne wyzdrowieniu.

Dla {(m) = 1 drugie réwnanie ukladu (13.2) jest réwnaniem liniowym niejednorodnym.
Rozwiazujemy je stosujac metode uzmienniania stalej i otrzymujemy

t
C(t)=C*+ (Cop— C*e Hel 4 /Go(s)e_”C(t_s)dS- (13.3)

Poniewaz G(s) > 0 oraz C* 4 (Cy — C*)e Fct = C* (1 — e Hct) 4 Che #ct > 0 dla t > 0, to
C(t) > 0dlat € [0,7]. Zauwazmy tez, ze w tym przypadku wspélrzedna C jest zdefiniowana za
pomoca wzoru (13.3) na calym przedziale [0, 7].
W ogblnym przypadku, gdy {(m) < 1, oszacujemy wartos¢ pochodnej C z dolu przez
—ncC(t), wige
C > —pcC = C(t) > Che Het,
Zatem C(t) > 0 dla Cp > 0. Zauwazmy takze, ze jesli Cy = C*, to z powyzszych nieréwnosci
wynika, ze C(t) > C* dla dowolnego ¢ > 0.
W analogiczny sposéb dowodzimy nieujemnosci zmiennej my(t).
Skoro C(t) > 0 dla t € [0,1), to podobnie oszacujemy F, czyli
t

— [V (s)+ur)ds
F(t) > Foe 0
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Zatem F(t) > 0 dla Fy > 0.

Istnienie rozwigzania ukladu (13.1) na przedziale [0, 7]|. Pokazemy teraz, ze z nieujem-
nosci rozwiazan wynika ich istnienie na calym przedziale [0,7]. W tym celu oszacujemy nasze
rozwigzania z gory. Dla pierwszej zmiennej mamy

V< BV = V() < Vpe?,

zatem wzrost V (t) jest co najwyzej wykladniczy.
Dla zmiennej C(t) mamy
t
C<aGy = Ct)<Cy +a/G0(s)ds,
0
czyli C(t) jest réwniez ograniczona na kazdym podprzedziale odcinka [0, 7].

Z ograniczonosci C(t) i V(t) wynika ograniczono$é¢ F'(t) i m(t). Skoro funkcje te sa ogra-
niczone, wiec ograniczone sa takze ich pochodne, czyli rozwiazanie mozna przedluzy¢ biorac
jako nowy warunek poczatkowy granice lim,_ ;- (V(¢),C(t), F(t), m(t)) (istnienie granicy wy-
nika bezposrednio z ograniczonosci pochodnej) oraz punkt ¢ i stosujac twierdzenie o istnieniu
rozwiagzan. Wobec dowolnosci ¢ wnioskujemy, Ze rozwiazanie istnieje na caltym [0, 7].

Globalne istnienie rozwigzan uktadu (13.1). Stosujac metode krokéw zakladamy, ze istnie-
je nieujemne rozwiazanie ukladu (13.1) na odcinku [(n — 1)7, n7| i powtarzamy powyzsze rozu-
mowanie w celu wykazania istnienia nieujemnego rozwiazania na kolejnym odcinku [n7, (n+1)7].
Na mocy zasady indukcji matematycznej jednoznaczne, nieujemne rozwiazanie ukladu (13.1)
istnieje dla dowolnego ¢ > 0.

Punkty krytyczne ukladu (13.1). Znajdziemy teraz punkty krytyczne badanego ukladu.
Rozwiazujemy nastepujacy uktad réwnan algebraicznych

0 = (B—AF)V,

0 — a%(m)VF — NC,(C,_ ), (13.4)
0 = oC—(ur+mV)F,

0

= oV — Umm.

W ogélnym przypadku, aby rozwiagza¢ uklad (13.4), musimy zadaé¢ konkretna postaé funkcji €.
Dla uproszczenia zalézmy wiec, ze m < m*, czyli £(m) = 1. W tym przypadku badanie mozemy
ograniczy¢ do uktadu trzech rownan, a nastepnie sprawdzi¢ zachowanie ostatniej zmienne;j.

Latwo widaé, ze uklad (13.4) ma rozwiazanie opisujace stan zdrowia, czyli V =01 C = C*.
Wtedy F' = LFC* = F™* i oczywidcie m = 0. F'* nazwiemy poziomem fizjologicznym przeciwcial.

Niech X; = (0,C*, F*) odzwierciedla stan zdrowia organizmu.

Jedli V' #£ 0, to z pierwszego réwnania uktadu (13.4) mamy F = % Wstawiajac te zaleznosé
do drugiego i trzeciego réwnania obliczmy
7 - HolpeB—70C") o _ aprB —m’pcC”

Blao —myuc) v(ao —nypc)

Punkt krytyczny Xo = (V, F, C') odzwierciedla chorobe przewlekls, oczywiscie pod warunkiem,
ze wszystkie jego wspéltrzedne sg dodatnie. Wspélrzedne V i C mozemy przepisaé¢ w nieco innej
postaci

7 horr(B—7F") - 5 _ pr(afe— 2 pcF*)
Blao —nypc) yo(ao — nypc)
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z czego wynika, ze jesli

1. B8>~F*iap>nyuc albo
2. B<AF*iap<nyuc,

to V > 0. Zauwazmy dalej, ze przy warunku A mamy:

aBo — Y ucF* > yF*(ap — nyuc) > 0, (13.5)

zatem C > 0. Przy warunku B nieréwno$é (13.5) zmienia znak, ale znak zmienia tez mianow-
nik O, czyli C > 0. Widzimy wiec, ze warunki A, B sa konieczne i dostateczne dla istnienia
dodatniego punktu krytycznego. Zauwazmy takze, ze w tym przypadku m = uimf/ > ( oraz
V< ’%”m* Ostatnia nieréwnos¢ oznacza, ze w omawianym przypadku m < m™* poziom stacjo-
narny antygenu V' nie moze by¢ zbyt duzy. W literaturze méwi sie o lekkiej chorobie przewleklej
dla m < m*, natomiast gdy m > m* — o ciezkiej.

Lokalna stabilno$é punktéw krytycznych ukladu (13.1). Badanie lokalnej stabilnosci
punktéw krytycznych rrzoa nie rézni sie w poczatkowej fazie od analogicznej analizy dla rrz.
Niech (V,C, F) oznacza punkt krytyczny. Zdefiniujmy nowe zmienne: v =V —V, ¢ = C — C,
f =F — F. Uklad w nowych zmiennych ma postaé

o(t) = (B—7F —7f(®)o(t) =V f(t),
) = a(Vft—1)+Fot—1)+vt—7)ft—71)) — pcct), (13.6)

) oc(t) — prf(t) =y (Fu(t) + V() +u(t) £ (1))

<

Q

Linearyzujemy uktad (13.6) wok6l punktu (0, 0,0) zakladajac, ze |v(t)| < €, |c(t)| < e, |f(t)] < e
dla t > 0. Skladniki wyzszego rzedu, czyli v(t)f(t) i v(t — 7)f(t — 7) szacuja si¢ przez €2, co
mozemy pominaé. Po zlinearyzowaniu uktad (13.6) przyjmuje postaé

<

o(t) = (B—~F)u(t) —V£(?),
‘) = a(Vf(t—71)+ Folt—1)) — pec(t), (13.7)

£(t) oc(t) — prf(t) — ny(Fo(t) + V £(1)).

Q

W kolejnym kroku znajdujemy rozwiazania uktadu (13.7) postaci (v(t), ¢(t), f(t)) = (vo, co, fo)e™,
A € C, A # 0. Otrzymujemy wiec nastepujace zaleznosci
0 = (=A+8—7F)vo—1V fo,
0 = aFuve " +aVfoe ™ — (uc + Neo, (13.8)
0 = —nyFvo+oco — (mV + pr + A) fo-

Uklad (13.8) ma nietrywialne rozwiazania, jesli
B—~F —\ 0 -V
det aFe™™  —puo— A aVe A7 =0. (13.9)

—mF o —mV —pur—A
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Twierdzenie o linearyzacji gwarantuje, ze jesli wartosci wlasne, czyli rozwiazania réwnania (13.8)
maja czesci rzeczywiste ujemne, to rozwiazanie (0,0, 0) uktadu (13.6) jest lokalnie asymptotycz-
nie stabilne, natomiast jesli istnieje warto$¢ wlasna o czesci rzeczywistej dodatniej, to rozwia-
zanie jest niestabilne.

Zbadamy wartosci wtasne dla poszczegolnych punktéw krytycznych. Zaczniemy od X;. Wte-
dy macierz uktadu ma postaé dolnietréjkatna, zatem tatwo wyznaczamy wartosci wiasne, gdyz
spelniaja rownanie .

(B =F = XN (pc + NV + pr+ A) =0,

czyli wartoéci wlasne sa réwne: Ay = B — YF*, Ao = —puc, A3 = —(nyV + ur), zatem sa
rzeczywiste 1 ujemne dla § < yF™.

Whniosek 13.1. Jesli B < vF*, to rozwigzanie X1 jest lokalnie asymptotycznie stabilne. Nato-
miast jesli B > vF*, to X1 jest niestabilne.

Widzimy, ze stabilno$¢ rozwiazania X1, czyli wyzdrowienie jest mozliwe tylko przy niewielkiej
reproduktywnos¢ antygenu 3 w stosunku do poziomu fizjologicznego przeciwcial F™*.
Badajac stabilnosé rozwiazania Xy otrzymujemy nastepujacy pseudowielomian charaktery-
styczny
W) =N+ a2+ —d+ (f —gNe ™, (13.10)

gdzie
a=pc+pr+mV, b= pc(ur +nyV) —npyV
d=nyucBV, g=aoV, f =Py,

a wyznaczenie wspotczynnikow pozostawiamy jako éwiczenie. Przypomnijmy, ze dla 7 > 0
pseudowielomian ma nieskonczenie wiele pierwiastkdéw, co utrudnia jego analize (podczas gdy
dla wielomianéw mozemy skorzystaé¢ np. z kryt. Routha — Hurwitza).

Wiemy, ze jedli rozwiagzanie jest stabilne dla 7 = 0, to z ciaglej zaleznosci od parametrow
wynika, ze albo rozwigzanie jest stabilne dla wszystkich 7 > 0, albo istnieje krytyczna warto$é
parametru 7., dla ktérej moze nastapi¢ destabilizacja. Dla 7 = 0 mozemy zbadaé stabilnosé¢
punktu Xy za pomoca kryterium Routha — Hurwitza, skad dostajemy warunek stabilnosci

(13.11)

O<f—d<a(b—yg). (13.12)

Warunek f —d > 0 jest réwnowazny ap > nyuc, zatem stabilnosé Xs dla 7 = 0 mozliwa jest
tylko w przypadku A. Natomiast w przypadku B mamy stabilnos¢ punktu Xj.

Zauwazmy, ze zmiana stabilnosci moze nastapic¢ tylko gdy pseudowielomian charakterystycz-
ny (13.10) ma pierwiastki czysto urojone A = iw. Wtedy

—iw? — aw® +ibw — d = —(f — igw) exp(—iwt.) = || — iw® — aw?® +ibw — d|| = ||f — igw]|,

czyli
W8 4 (a® = 20)w? + (V? + 2ad — )W+ d* — f2 = 0.

Zdefiniujmy funkcje pomocnicza
B(2) =22+ (a® — 2b)22 + (b* + 2ad — g*)z + d* — 2, 2z = °.

Jej dodatnie miejsca zerowe determinuja potencjalne zmiany stabilnosci punktu krytycznego Xo.
Z warunku (13.12) wynika, ze wyraz wolny wielomianu ® jest ujemny, zatem istnieje co najmniej
jedno dodatnie miejsce zerowe. Warunek A lub B implikuje tez a®—2b > 0, czyli dodatnie miejsce
zerowe ® jest wyznaczone jednoznacznie. Niech wy = /2, gdzie ®(z) = 0. Podstawiajac
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A = iwp do pseudowielomianu (13.10) dostajemy uklad réwnan, z ktérego wyznaczamy sinus
i kosinus wartosci krytycznej wor.. Mamy zatem krytyczna warto$¢ opdznienia zdefiniowana
w sposob uwiklany za pomocg tych funkcji trygonometrycznych. Skoro jednak znamy tylko
wartosci sinusa i kosinusa, to oczywiscie mamy nie jedna warto$é¢ krytyczna, a caly ciag takich
wartosci (7¢, )oey z plerwsza wartoscig 7c,, taka ze wote, € (0,27) 1 7, = T¢, + 2(n — 1)7/wy.
Zmiana stabilnosci nastepuje przy takiej krytycznej wartosci 7., dla ktérej istnieje para czysto
urojonych wartosci wlasnych +iw i przy przekraczaniu osi urojonej wartosci wtasne przechodza

z lewej polplaszczyzny zespolonej na prawag, czyli %%W(A) > 0. Przypomnijmy, ze znak

T=Tec
tej pochodnej jest taki sam jak znak pochodnej funkcji pomocniczej ® w odpowiednim miejscu
zerowym — tutaj jedynym miejscu zerowym zg. W tej sytuacji mamy oczywiscie dodatnia

pochodna ®'(z9) 1 wartosci wlasne przechodza z lewej pélplaszezyzny zespolonej na prawa.

Whniosek 13.2. Jesli spelnione sq nierdwnosci (13.12) i istnieje dodatni punkt krytyczny Xs,
to punkt ten jest stabilny dla T = 0 1 istnieje krytyczna warto$é opozinienia 7., przy ktorej Xo
traci stabilnosé © pozostaje niestabilny dla T > 7.. W T = 7. zachodzi bifurkacja Hopfa, czyli
pojawiajq site nietrywialne rozwigzania okresowe o okresie i—g

Przypomnijmy, ze z nieréwnoéci f — d > 0 wynika, ze stabilno$¢ punktu Xs przy 7 = 0 jest
mozliwa tylko w przypadku spelnienia warunku A.

X
1 -
/0'—;-\
T T
-0.5 0.5 R
-0.5 +«
-1

Rysunek 13.2. Hodograf Michajtowa dla parametrow: a = f=1,d=¢g=7=0.5, b= 2.

Korzystajac z kryterium Michajtowa, mozna udowodnione nastepujace twierdzenie dotyczace
stabilnodci punktu Xs, ktére daje nam oszacowanie wielkoéci opéznienia krytycznego 7.

Twierdzenie 13.1. Niech pot < 1 oraz

f—d

a — gr

0< <b—g-—fr. (13.13)
Jesli dodatkowo spelnione sq nierdwnosci (13.12) i istnieje dodatni punkt krytyczny
Xo, to punkt ten jest lokalnie asymptotycznie stabilny.

Twierdzenie 13.1 zadaje warunki wystarczajace stabilnosci punktu Xs przy ustalonych para-
metrach. Warunki te implikuja, ze hodograf Michajtowa ma ksztalt przedstawiony na rys. 13.2.
Widzimy wiec, ze uktad (13.1) jest w stanie odzwierciedli¢ dwa podstawowe przebiegi cho-
roby: zakazenie z wyzdrowieniem oraz chorobe przewlekla (chroniczna), por. rys. 13.3. Ciekawa
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wlasnoscig symulacji tego modelu jest to, ze zwickszajac dawke antygenu mozemy wyprowadzié¢
organizm z choroby chronicznej — méwimy o wyzdrowieniu poprzez zaostrzenie choroby, por.
rys. 13.4. Trzeba jednak podkresli¢, ze taki efekt obserwuje sie tylko w symulacjach, nato-
miast wszystkie wyniki analityczne wskazuja na globalna stabilnoéé punktu Xy przy zalozeniu
m < m*.
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Rysunek 13.3. Rozwiazania ukladu (13.1) ilustrujace dwa podstawowe przebiegi choroby: zaka-
zenie z wyzdrowieniem (po prawej) oraz chorobe przewlekla (po lewej).
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Rysunek 13.4. Symulacja ilustrujaca sytuacje, w ktérej poprzez zwiekszenie dawki antygenu
mozemy wyprowadzi¢ organizm z choroby przewlekle;.
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Sprobujemy teraz zmierzy¢ sie¢ z problemem zlozonosci i stabilnosci ekosysteméw w kontek-
Scie tancuchéw pokarmowych. Modelujac tancuchy pokarmowe skorzystamy z teorii graféow [6, 4].
Powszechnie uwaza sig, ze bardziej stabilne sa ekosystemy zlozone, ktére na kazdym poziomie
troficznym maja wiele gatunkéw. Bedziemy chcieli wyjaénié¢ te pojecia ekologiczne w oparciu o
podstawowe pojecia teorii graféw. Wobec tego zaczniemy od wprowadzenia tych pojeé.

14.1. Podstawy teorii graféow

W teorii graféw wyrézniamy dwa podstawowe typy graféw — skierowane i nieskierowane.
Poniewaz bedziemy wykorzystywac oba te typy, wiec zdefiniujemy je ponize;j.

Definicja 14.1. Grafem nieskierowanym (krécej — grafem) G nazywamy pare (V, E), gdzie
zbiér V = V(G) nazywamy zbiorem wierzchotkéw, natomiast zbiér £ = E(G) bedacy zbiorem
nieuporzadkowanych par elementéw zbioru V nazywamy zbiorem krawedzi.

Definicja 14.2. Grafem skierowanym D nazywamy pare (V, A), gdzie V jest zbiorem wierz-
chotkéw, natomiast A bedacy zbiorem par uporzadkowanych elementéw zbioru V' nazywamy
zbiorem krawedzi uporzadkowanych.

Podkreslmy, ze w teorii graféw nieskierowanych, ktéra bedziemy sie postugiwaé, nie mozna
potaczy¢ dwbch wierzchotkéw wiecej niz jedna krawedzia. Grafy nieskierowane z wieloma krawe-
dziami opisuje teoria multigraféw. Natomiast w przypadku graféw skierowanych mozemy mieé
krawedz od stanu a do stanu b oraz od stanu b do stanu a. Z takimi grafami mamy do czynienia
np. przy grafach przejécia tancuchéw Markowa, gdzie mozemy z pewnym prawdopodobienstwem
przejsé ze stanu a do stanu b jak i ze stanu b do stanu do stanu a.

Grafy sg czesto wykorzystywane w teorii transportu, wiec wiele pojeé¢ w tej teorii nosi nazwy
zZwiazane z przemieszczeniem sie.

Definicja 14.3. Sciezka w D (odpowiednio w ) nazywamy ciag wierzcholtkéw wraz z taczacymi
je krawedziami: uy, a1, ug, ag, ..., upr1,t > 0, gdzie a; = (u;, ui+1) (odpowiednio a; = {u;, uir1})
sa krawedziami grafu D (odpowiednio G).

Definicja 14.4. Dlugoécia Sciezki nazywamy liczbe krawedzi ¢t w tej Sciezce.

Definicja 14.5. Sciezky prosta nazywamy Sciezke, w ktorej kazda krawedz wystepuje tylko raz:
a; # a; dla i # j.

Definicja 14.6. Sciezke nazywamy zamkniety, jesli zaczyna sie i kofczy w tym samym wierz-
chotku: u; = wgq1.

Definicja 14.7. Sciezke prosta zamknieta nazywamy cyklem.

Zauwazmy, ze poniewaz dlugos¢ éciezki t > 0, to w szczegblnosci przy t = 0 mamy Sciezke
u1, ktéra ma dtugosé 0. Natomiast nie ma innych $ciezek taczacych wierzchotek z samym soba.

Poniewaz $ciezka jest w jednoznaczny sposdéb wyznaczona przez wystepujace w niej krawe-
dzie, wiec bedziemy w skrécie pisa¢ uy, ug, ..., us+1 zamiast uy, ay, ug, ..., Upyq.

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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7 istnieniem $ciezek taczy sie tez pojecie osiagalnosci.

Definicja 14.8. Wierzcholek v jest osiagalny z u w grafie D (odpowiednio G), jesli istnieje
Sciezka o poczatku w wu i koficu w v, czyli Sciezka u = uq, ua, ..., utr1 = v.

Oczywiscie w grafie nieskierowanym, jesli v jest osiagalne z u, to u jest osiagalne z v, nato-
miast w grafie skierowanym taka implikacja w ogélnym przypadku nie musi by¢ prawdziwa. W
zwiazku z tym w przypadku grafu nieskierowanego mozemy méwié o tym, ze dwa wierzchotki
komunikuja sie (lub sa ze soba polaczone). Zauwazmy tez, ze

Twierdzenie 14.1. Jesli w grafie D wierzcholek v jest osiggalny z u, to istnieje Sciezka
prosta z u do v.

Dowdd. Jedli u = v, to $ciezka prosta jest u. Jesli u # v, to skoro v jest osiagalny z u, to istnieje
co najmniej jedna $ciezka u = uq, uo, ..., usr1 = v, t > 1. Zaldézmy, ze nie jest to Sciezka prosta.
Wtedy istniejg takie indeksy ¢, j, ¢ # j, ze u; = wj. Zbudujmy nowa Sciezke u = uq,...,u;,
Uj,..., U1 = v, biegnaca z u do v, usuwajac krawedzie od indeksu ¢ + 1 do j — 1. Jedli jest to
Sciezka prosta, to konczymy dowdd, jesli nie, to powtarzamy poprzedni krok. Poniewaz liczba
mozliwych krokéw jest skonczona, to w ktéryms z krokéw dostajemy Sciezke prosta. O

Korzystajac z pojecia dtugosci Sciezki mozemy teraz zdefiniowaé odlegto$¢ dwoch wierzchotkow.

Definicja 14.9. Jesli wierzchotek v jest osiggalny z u, to odlegtodcia z u do v nazywamy dtugosé
najkrétszej Sciezki (czyli Sciezki o najmniejszej dlugosci) z u do v.

Zauwazmy, ze tak zdefiniowana odlegtoéé w grafie skierowanym nie spelnia wszystkich aksjo-
matéw metryki, poniewaz nie musi by¢ symetryczna. Co wigcej, jesli wierzcholek v jest osiagalny
z u, to nie oznacza, ze u jest osiagalne z v, zatem odlegloéé¢ d(u, v) moze by¢ zdefiniowana, nato-
miast odleglo$é d(v,u) — nie musi. Dla przykladu — w systemie komunikacyjnym miasta, jesli
wprowadzamy ulice jednokierunkowe, to musimy zadbaé, zeby wszystkie istotne miejsca mialy
zdefiniowang, odleglosé.

Zauwazmy dalej, ze d(u,u) = 0, poniewaz zalozyliSmy, ze u jest Sciezka. Odleglo$é w grafie
nieskierowanym spetnia tez nieréwnosc¢ tréjkata.

Twierdzenie 14.2. Jesli w grafie D wierzcholek v jest osiggalny z u i w jest osiggalny
z v, to zachodzi
d(u,w) < d(u,v) + d(v, w).

Dowod. 7 osiagalnosci wynika istnienie odpowiednich najkrétszych $ciezek

U=1Ul,...,Unt+1 = v dlugodci m oraz v = vy,...,vp4+1 = w dlugodci n.

Wtedy Sciezka v = uq, ..., umt1,v1, ..., Unt1 dlugosci m + n zaczyna sie w u i konczy w w,
ale nie musi to by¢ $ciezka najkrotsza. Zatem

d(u,v) +d(v,w) =m+n > d(u,w).
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14.2. Lancuchy pokarmowe

Teraz sprébujemy opisaé ekosystem siedliska za pomoca lancuchéw pokarmowych. Siedli-
skiem nazwiemy obszar ograniczony i w pewien sposdéb wydzielony, w ktorym zyja rézne gatun-
ki roslin i zwierzat. Tworzg one laricuch pokarmowy, ktéry odzwierciedlamy za pomoca grafu
skierowanego, w ktorym wierzchotkami sg gatunki, natomiast krawedz skierowana prowadzi od
gatunku u do v, jesli u jest drapieznikiem dla v. Z danym tahcuchem pokarmowym zwiazujemy
tez graf konkurencji, ktory z kolei stanowi graf nieskierowany z tymi samymi wierzchotkami, a

krawedzie tacza dwa wierzchotki, jedli odpowiadajace im gatunki konkuruja o to samo pozywie-
nie.

WILK WILK
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LIS ‘ SARNA LIS
k TRAWA

OWAD OWAD

SARNA

® TRAWA

Rysunek 14.1. Przykladowy lancuch pokarmowy (po lewej) wraz z powiazanym z nim grafem
konkurencji (po prawej).

Lancuchy pokarmowe mozemy badaé¢ na rézne sposoby. Przedstawimy tutaj koncepcje sta-
tusu troficznego (pokarmowego) zaadaptowana z socjologicznej teorii organizacji. W ekologii so-
cjologiczne pojecie statusu osobnika w schemacie organizacji odpowiada poziomowi (stopniowi)
troficznemu gatunku. Chcemy w taki sposéb odzwierciedli¢ ztozonos¢ i ré6znorodnosé tancuchéw
pokarmowych. Jesli na kazdym poziomie troficznym w danym tancuchu pokarmowym jest wiele
gatunkéw, to powiemy, ze taki tancuch jest réznorodny. WspominaliSmy juz, ze w ekologii uwaza
sig, iz tancuchy bardziej ztozone sa tez bardziej stabilne. Chcemy wiec méc okresli¢ co to znaczy,
ze dany tancuch jest bardziej ztozony.

Pojecie poziomu troficznego do$é tatwo zdefiniowaé w przypadku prostych tancuchéw po-
karmowych opisywanych za pomoca specyficznych graféw zwanych drzewami. W strukturze
drzewa wystepuje jeden wyrézniony wierzchotek zwany korzeniem, do ktdérego nie prowadza
zadne krawedzie wchodzace, zatem nie ma tez zadnych Sciezek prowadzacych od jakiegokolwiek
innego wierzchotka do korzenia. Struktura drzewa jest rekurencyjna — jeéli usuniemy korzen
wraz z prowadzacymi zen krawedziami, to powstana oddzielne grafy o analogicznej strukturze,
ktorych korzeniami sa wierzchotki bezposrednio osiggalne z pierwotnego korzenia, por. rys. 14.2.
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Rysunek 14.2. Ilustracja wielokrotnego przeprowadzenia procedury usuwania korzenia grafu
wraz z prowadzacymi z niego krawedziami.
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W takiej rekurencyjnej strukturze, jesli procedure usuwania korzeni przeprowadzimy dosta-
tecznie wiele razy, to na koncu dostaniemy pojedyncze wierzcholki (czasem méwi sie o liSciach
drzewa). Liczba usunieé¢ przeprowadzajaca dany wierzcholek na korzen nowego grafu jest $cisle
zwigzana z poziomem troficznym gatunku reprezentowanego przez ten wierzcholek w drzewie.
Jedli maksymalna liczba mozliwych usunie¢ w danym drzewie wynosi m, a liczba usunieé, ktéra
tworzy z danego wierzchotka korzen — k, to poziom troficzny gatunku odpowiadajacego temu
wierzchotkowi rowna sie m — k.

W og6lnym przypadku dla ztozonego tancucha pokarmowego znacznie trudniej zdefiniowaé
analog tego pojecia. Zdefiniujemy miare statusu troficznego w celu odrdznienia od ,zwyktego”
poziomu troficznego, tatwego do wyznaczenia w prostych strukturach. Zanim przejdziemy do
zaproponowania takiej definicji wprowadzimy odpowiednie zalozenia. Zakladamy, ze graf opi-
sujacy tancuch pokarmowy jest acykliczny, czyli wérdéd Sciezek tego grafu nie da sie wyréznié
cyklu. W szczego6lnosci nie ma dwdch gatunkdéw w i v, takich ze jednoczes$nie u jest drapieznikiem
dla v i v jest drapieznikiem dla u. Dla takich graféw sformutujemy system aksjomatéow, ktorym
powinna podlega¢ miara statusu troficznego. Zauwazmy, ze w zaleznosci od liczby przyjetych
aksjomatow odpowiadajaca im miara moze byé¢ jednoznaczna, niejednoznaczna (przy mniejszej
liczbie aksjomatéw), a nawet moze nie istnieé, jesli aksjomatéw jest zbyt duzo. Odpowiednia
liczba aksjomatéw z jednej strony prowadzi do barku mozliwosci wyboru i implikuje jedno-
znaczno$¢ miary, z drugiej — gwarantuje jej istnienie. Jesli dany uktad aksjomatéw jest zbyt
obszerny i odpowiadajaca mu miara nie istnieje, to nalezy sie zastanowié, ktére z aksjomatow
nalezy usunaé, aby zagwarantowaé istnienie i jednoczesnie nie usunaé zbyt wielu aksjomatéow.

Wprowadzajac system aksjomatéw analogiczny do systemu aksjomatéow dla struktury or-
ganizacji postuzymy sie pojeciami bezposredniego i posredniego drapieznika (analogicznie bez-
posredniej i posredniej ofiary). Powiemy, ze gatunek u jest bezposrednim drapieznikiem dla v
jesli istnieje krawedz z u do v, natomiast jest posrednim drapieznikiem, jesli v jest osiagalne z
u. Bedziemy moéwié¢, ze u jest drapieznikiem dla v, jesli v albo bezposrednim, albo po$rednim
drapieznikiem dla v. Analogicznie v jest wtedy ofiara u (bezposrednia/posrednia). Zauwazmy,
ze w dowolnym lancuchu pokarmowym mozliwa jest sytuacja, gdy ani u nie jest drapieznikiem
dla v, ani v nie jest drapieznikiem dla w.

Jesli u jest drapieznikiem dla v, to zdefiniujmy

Definicja 14.10. Stopien troficzny v w stosunku do v réwny odlegtosci z u do v.

Zauwazmy, ze powyzsza definicja ma sens, gdyz v jest w tym przypadku osiggalne z u, co
znaczy, ze istnieje najkrotsza Sciezka z u do v, dlugosé ktérej wyznacza odlegtosé z u do v.

Niech tp(u) oznacza miare statusu troficznego gatunku v w tanicuchu pokarmowym D. Spel-
nia ona nastepujace aksjomaty

1. Jedli gatunek u w tancuchu D nie jest drapieznikiem dla zadnego innego gatunku, to tp(u) =
0.

2. Na bazie laficucha D zbudujmy laficuch D dodajac nowy wierzchotek — gatunek, dla ktorego
u jest bezposrednim drapieznikiem. Wtedy t5(u) > tp(u).

3. Na bazie laficucha D zbudujmy lancuch D dodajac wierzcholki lub krawedzie w taki spo-
sob, ze dla pewnych gatunkow bedacych drapieznikami wyréznionego gatunku w ich status
troficzny wzgledem wu rosnie, nie ma natomiast takiego gatunku v bedacego ofiara u, dla
ktérego by zmalat. Wtedy ¢ 5 (u) > tp(u).

W strukturze organizacji aksjomat I oznacza, ze jesli dany pracownik nie ma zadnych pod-
wladnych, to jego status jest réwny 0. W aksjomacie II pracownikowi dajemy nowego bez-
posredniego podwladnego, zatem status tego pracownika w organizacji wzrasta. Aksjomat III
odzwierciedla sytuacje awansu.
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Wykazemy teraz istnienie miary spetniajacej aksjomaty I —III. Jest to dowdd konstrukcyjny.
Zdefiniujmy
hD(u) = Zk‘nk, (14.1)
k

gdzie ny jest liczbg gatunkéw na poziomie troficznym k nizej wzgledem u.

Zauwazmy, ze tak zdefiniowana miara rézni sie istotnie od proponowanej wczesniej miary
reprezentowane] przez poziom troficzny dla drzew. Na rys. 14.3 mozemy poréwnac te dwa pojecia
— korzen u bedacy na tym samym poziomie troficznym w obu drzewach ma rézny status
troficzny ze wzgledu na zréznicowanie w ztozonosci tych tancuchéow pokarmowych.

A 1 B u

Rysunek 14.3. Drzewa ilustrujace fakt, ze korzen u bedacy na tym samym poziomie troficznym w
obu drzewach ma rézny status troficzny ze wzgledu na zréznicowanie ztozonoéci tych tancuchow
pokarmowych.

Zauwazmy dalej, ze hp(u) > 0, co nie zostalo zalozone w aksjomatach I — III. Jedli do
tych aksjomatéw dolozymy postulat nieujemnodci, to miara hp jest minimalna w nastepujacym
sensie

Twierdzenie 14.3. Miara statusu troficznego hp okreslona wzorem (14.1) ma naste-
pujgce wlasnosci

1. spelnia aksjomaty I — III;
2. jesli tp jest inng miarg o wartosciach naturalnych spetniajgcqg aksjomaty I — II1,
to dla dowolnego u zachodzi tp(u) > hp(u);

Dowdd. Postaé wzoru (14.1) implikuje, ze aksjomaty I — III sa spelnione w sposéb oczywisty.
W celu udowodnienia minimalnoéci skorzystamy z nastepujacego lematu

Lemat 14.1. W grafie skierowanym acyklicznym D = (V, A) dla dowolnego wierzcholka u € V
istnieje taki v € V, ktory jest osiggalny z w i nie ma krawedzi wychodzgcych.

Reszte dowodu przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na m = hp(u). Jesli m = 0, to
aksjomat I implikuje, ze v nie ma zadnej ofiary, wiec tp(u) = hp(u) = 0. Niech dla danego
lancucha pokarmowego hp(u) = m i jednoczesnie tp(u) > hp(u). Zalézmy dalej, ze mamy tan-
cuch o mierze hp(u) = m+ 1. Zatem w D istnieje co najmniej jeden gatunek, dla ktérego u jest
drapieznikiem. Zgodnie z lematem istnieje w D wierzchotek v, z ktérego nie ma wychodzacych
krawedzi, a ktéry jest osiggalny z u. Zbudujmy nowy lancuch D’ na bazie D w nastepujacy
sposob. Jesli v jest bezposrednia ofiara u, to usuwamy v, natomiast jesli v jest ofiara posrednia,
to istnieje $ciezka u = uy, ug, ..., ur+1 = v i usuwamy krawedz (ug, ux+1) (wraz z wierzchotkiem
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v). Wtedy status u wzgledem v zmniejszy sie o 1, natomiast wzgledem wszystkich innych sie nie
zmienia. Stad hp/(u) = m. Z zalozenia indukcyjnego mamy tp(u) > m, ale aksjomaty II i III
implikuja, ze tp(u) > tp/(u). Zatem zakladajac, ze miara jest liczbg catkowita, otrzymujemy
tD(u) >m+1:hD(u). ]

Miara hp ma pewne niepozadane cechy. W szczegdlnoéci mierzac status troficzny chcieliby$my
mie¢ nastepujaca wlasnosé — jedli tp jest miara statusu troficznego i u jest drapieznikiem dla
v, to chcielibyémy by tp(u) > tp(v). Niestety hp nie ma tej wlasnosci, por. rys. 14.4, gdzie u
jest bezposrednim drapieznikiem dla v i jednoczeénie hp(u) =6 < hp(v) = 8.
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Rysunek 14.4. Graf ilustrujacy niepozadana ceche miary hp. Widzimy, ze u jest bezpoérednim
drapieznikiem dla v i jednoczesnie hp(u) =6 < hp(v) = 8.

W celu rozwiagzania tego problemu musimy przedefiniowaé¢ poziom troficzny gatunku u wzgle-
dem gatunku v w lancuchu pokarmowym. Do tej pory interpretowaliémy to pojecie w kontekscie
odlegtoéci od u do v, czyli dtugodci najkrétszej Sciezki, natomiast teraz przedefiniujemy je jako
maksymalng dtugos¢ Sciezki prostej prowadzacej z u do v. Konstruujac miare statusu troficznego
w oparciu o to pojecie dostaniemy funkcje spelniajaca aksjomaty I — III i dodatkowo aksjomat

IV. Jedli gatunek u jest bezposrednim/posrednim drapieznikiem dla v, to tp(u) > tp(v),
gdzie tp jest miarg statusu troficznego gatunku wu.

Twierdzenie 14.4. Zdefiniujmy miare statusu troficznego u wzgledem v jako diugo$é
najdiuzszej sciezki prostej z v do u. Wtedy miara h zdefiniowana wzorem (14.1) spelnia
aksjomaty I — IV.

Dowdd. Dowdd tego faktu pozostawiamy jako é¢wiczenie. O
Wracajac do lancucha pokarmowego z ostatniego rysunku obliczamy teraz hp(u) = 14 >
hp(v) = 8.

Miara statusu troficznego pozwala w pewnym sensie zbada¢ waznos¢ danego gatunku w
tancuchu pokarmowym. Istnieje takze inny sposéb analizowania roli gatunku w ekosystemie i
podatnodci ekosystemu na zmiany. Opiera si¢ on na pojeciu spdjnosci grafu.

Definicja 14.11. Graf skierowany D = (V, A) nazwiemy
— silnie sp6jnym, jesli dla dowolnych dwéch wierzchotkéw w, v € V' zaréwno u jest osiagalny
z v jak i v jest osiagalny z u;
— spOjnym, jesli dla dowolnej pary wierzchotkéw u,v € V', albo w jest osiagalny z v, albo v
jest osiagalny z u;
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— stabo spojnym, jesli dla dowolnej pary wierzchotkéw u, v € V istnieje pseudosciezka miedzy
u i v, czyli ciag wierzcholkow i krawedzi v = uy,aq,...,a0,-1,u, = v, takich ze albo a; =
(ui, ui+1) (S A, albo a; = (ui+1,ui) S A;

— niespdjnym, jesli nie jest stabo spdjny.

Oczywiscie dla grafu nieskierowanego G wszystkie trzy typy spojnosci pokrywaja sie, ponie-
waz Sciezka jest tozsama z pseudodciezka. Wobec tego graf nieskierowany G' = (V| F) jest sp6jny
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdej pary wierzchotkéw u,v € V istnieje laczaca je Sciezka.

7 podanymi rodzajami spdjnosci wigzemy pojecie kategorii spdjnosci grafu.

Definicja 14.12. Graf skierowany D ma kategorie spdjnosci
— 0, jesli jest niespdjny;
— 1, jedli jest stabo spéjny i nie jest spdjny;
— 2, jesli jest spdjny i nie jest silnie spdjny;
— 3, jesli jest silnie spdjny.
Okazuje sig, ze poszczegdlne kategorie spojnosci sg réwnowazne istnieniu tzw. Sciezek kom-
pletnych.

Definicja 14.13. Sciezka kompletna w grafie D (odpowiednio G) nazwiemy taka $ciezke, ktéra
przechodzi przez wszystkie wierzcholki grafu D (G), czyli uy, ..., u, jest $ciezka kompletna, jesli
Yo eV Jie{l,...,n}, takie ze v = u,.

Mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenie (dow6d pomijamy).

Twierdzenie 14.5. Graf D jest
— silnie spojny <= istnieje kompletna Sciezka zamknieta;
— spojny <= istnieje Sciezka kompletna;
— stabo spojny <> istnieje kompletna pseudoscieika.

Na bazie powyzszych definicji wprowadzimy kategoryzacje wierzchotkéw.

Definicja 14.14. Wierzcholek u € V' w grafie D = (V, A) nazwiemy wierzchotkiem kategorii
(1,7), 4,5 € {0,1,2,3}, gdy graf D ma kategorie spéjnosci i, a po usunieciu wierzchotka u ma
kategorie j.

Dzieki temu pojeciu mozemy klasyfikowaé gatunki w tancuchu pokarmowym. Za krytyczne
w danym ekosystemie uznamy takie gatunki, dla ktorych réznica i — j jest najwieksza, czyli
takie, ktérych usuniecie powoduje najwieksza zmiane spdjnosci.

Na koniec oméwimy pojecie wrazliwosci na zmiany w danym tancuchu pokarmowym.

Definicja 14.15. Graf D nazwiemy podatnym krawedziowo (wierzchotkowo), jesli po usunieciu
pewnej liczby krawedzi (wierzcholtkéw) zmniejsza sie kategoria spéjnoscei grafu. Stopniem po-
datnosci krawedziowej (wierzcholtkowej) nazwiemy minimalna liczbe krawedzi (wierzchotkow),
usuniecie ktérych powoduje zmiane kategorii spdjnosci grafu.

Zauwazmy, ze im wiekszy stopien podatnosci, tym graf jest mniej wrazliwy na zmiany.

Podsumowujac, dla danego tancucha pokarmowego jego ztozonosé i stabilnosé bedzie wyra-
zac sie jak najwieksza liczbg gatunkéw w ekosystemie z jak najwieksza miara statusu troficznego
i jak najwiekszym stopniem podatnosci.
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Na koniec oméwimy jeszcze podstawowe pojecia zwigzane z teoria gier i w ich jezyku sprobu-
jemy wyjaéni¢ pewne zachowania osobnikow, ktére na pozor wydaja sie paradoksalne, ale maja
glebokie uzasadnienie z punktu widzenia przetrwania gatunku. Zauwazmy, ze rézne gatunki wy-
ksztalcity rozne typy zachowan. Zdarza sie, ze osobniki danego gatunku prawie nigdy w trakcie
rywalizacji — czy o partnera, czy o pozywienie — nie walcza ,na powaznie”, a tylko strasza
sie wzajemnie w trakcie tzw. walk rytualnych. W przypadku innych — dochodzi do bardzo po-
waznych potyczek. Analogiczne zachowania moga by¢ dyskutowane na gruncie socjologicznym
w stosunku np. do pracownikéw danego przedsiebiorstwa czy innych spotecznosci. Pojawia sie
zatem pytanie, kiedy osobnikom bardziej oplaca si¢ stosowaé strategic walki, a kiedy uniku i
od czego taki wybdr zalezy. Odpowiedzi mozemy poszukiwaé na gruncie teorii gier w oparciu o
strategie ewolucyjnie stabilne.

15.1. Podstawy teorii gier

Teoria gier w nierozerwalny sposéb laczy sie z dwoma nazwiskami — Johna Maynarda
Smitha [15] i Johna Nasha. Pierwszy z nich wprowadzil pojecie strategii ewolucyjnie stabilnej,
natomiast drugi sprecyzowal matematyczne podstawy tej teorii i zaproponowal pojecie rowno-
wagi Nasha.

W teorii gier zakladamy, ze co najmniej dwbéch osobnikéw ,gra” w pewna gre. Maja do
wyboru pewne zachowania, ktére nazywamy strategiami. W zaleznosci od tego jakie strategie
wybiorg poszczegdlni gracze, dostaja odpowiednie wyplaty. Zatem budujac model w oparciu o
teorie gier musimy zaproponowac zbidr graczy, zbiér strategii oraz macierz wyptat zwiazanych
z poszczegbdlnymi strategiami.

15.1.1. Gra w postaci normalnej

Zatézmy, ze kazdy z graczy ma do wyboru jedna z M strategii Ry, ... Ry, ktére nazwiemy
strategiami czystymi. Jesli zalozymy, ze gracz moze wybieraé te strategie z pewnymi prawdo-

M
podobienstwami pi, ..., par, to taki profil strategii (p1,...,pum), pi = 0, > p; = 1, nazywamy
i=1

strategia mieszang. Strategie mieszane identyfikujemy z punktami sympleﬂsu

M
Su={peRM: p;€0,1], > pi=1}.
=1

Wierzchotki sympleksu Sj; sa oczywiscie strategiami czystymi.

Niech w grze bierze udzial dwoch graczy i niech w;; oznacza wyplate gracza I jesli gra on
strategia R; przeciwko graczowi II grajacemu strategia R;. Macierz U = (uij)%zl nazywany
macierza wyplat.

Definicja 15.1. Gra w postaci normalnej dla dwéch graczy zadana jest za pomoca zbioru
strategii czystych Ry,..., Ry, sympleksu strategii mieszanych Sy, oraz macierzy wyptat U.

Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie (¢) U. Forys, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Zalézmy teraz, ze gracz I gra strategia mieszana p = (p1,...,pm) przeciwko graczowi II
grajacemu strategia mieszana ¢ = (q1,...,qu). Ile wyniesie $rednia wyplata gracza 1?7 Gdyby
gracz I gral czystq strategia R; przeciwko g, to z prawdopodobienstwami g; dostawaltby wyptate

M
wij, 5 = 1,..., M, czyli érednio (Uq?); = '21 u;;qj. Wobec tego grajac p przeciw ¢ dostaje z
J:

M
prawdopodobiehstwami p; wyplate (Uq”);, zatem $rednio pUq” = 3 Ditiqj-
ij=1

Definicja 15.2. Funkcja odpowiedzi na strategie ¢ nazwiemy funkcje érednich wyptat Fy(p) =
T

pUq" .
Niech ((q) oznacza zbiér najlepszych odpowiedzi na strategie ¢, czyli zbiér tych p, dla
ktérych Fy(p) osiaga wartos¢ maksymalna.

Definicja 15.3. Rownowaga Nasha nazwiemy taka strategie g, ktéra jest najlepsza odpowiedzia
na siebie sama, czyli ¢ € 5(q). Scista réwnowaga Nasha jest jedyna taka strategia, czyli {q} =
Bq)-

Widzimy wiec, ze dla réwnowagi Nasha zachodzi pUq? < qUq” dla dowolnej strategii p,
natomiast dla §cistej réwnowagi Nasha mamy pUq? < qUq” dla dowolnej strategii p # q.
Mozemy dosé latwo wykazaé, ze Scista rownowaga Nasha jest strategia czysta.

Twierdzenie 15.1. Niech q bedzie réwnowagqg Nasha. Jesli q jest Scistq rownowagq
Nasha, to istnieje i, dla ktorego ¢ = R;.

Dowdd. Zalézmy, ze dla wszystkich j € {1,...,M} mamy ¢ # R;. Oczywiécie dla dowolnej
strategii p zachodzi nieréwnosé¢ Fy(p) < Fy(q), a w szczegdlnosci

Fo(Rj) < Fy(q), j=1,..., M. (15.1)

Pomnoézmy stronami nieréwno$¢ (15.1) przez ¢; i zsumujmy po wszystkich j = 1,..., M. Do-

M M M

staniemy > ¢;Fy(R;) < Y qjFy(q). Zauwazmy, ze ¢ = > ¢;jR;, zatem z liniowoéci Fy otrzy-
J=1 Jj=1 Jj=1

mujemy Fy(q) < Fy(q), czyli ¢ nie moze by¢ strategia czysta. O

Zauwazmy, ze gdy ¢ jest Scisla réwnowaga Nasha, to jesli w populacji wszyscy stosuja te
strategie, to osobnik, ktéry bedzie probowal zastosowaé¢ inng — przegra, gdyz jego wyplata
zawsze bedzie mniejsza. Taka dynamika gry wiaze si¢ tez z koncepcja strategii ewolucyjnie
stabilnej, czyli strategii odpornej na niewielkie zaburzenia.

Definicja 15.4. Strategie ¢ nazwiemy ewolucyjnie stabilng (ESS, czyli evolutionary stable stra-
tegie), jesli dla wszystkich p € Sys, p # q zachodzi nier6wnosé

pU(ep+ (1 —e)g)” < qU(ep+ (1 —€)g)"

dla wszystkich dostatecznie matych e < £(p).

Stalg € nazywamy bariera inwazji. Oczywiscie $cista réwnowaga Nasha jest strategia ewolu-
cyjnie stabilna. Z drugiej strony
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Twierdzenie 15.2. Strategia ¢ € Sy jest ESS wtw spetnione sq nastepujgce warunki

1. réwnowagi: pUq"T < qUq" dla wszystkich p € Syy;
2. stabilnosci: jesli dla pewnego p # q zachodzi pUq™ = qUq", to pUpT < qUpT.

Dowdd tego twierdzenia pozostawiamy jako ¢wiczenie.

15.2. Przyklady gier

Omoéwimy teraz dwa podstawowe przyktady gier i zinterpretujemy ich wyniki.

15.2.1. Gra jastrzab — golab

Gra jastrzab — golab polega na tym, ze gracz ma do wyboru strategie agresji, ktéra stosujac
zawsze walczy z przeciwnikiem, albo strategie wycofywania sie, w ktorej zawsze ustepuje prze-
ciwnikowi. W trakcie walki osobnik moze by¢ powaznie zraniony, wiec moze wiele straci¢, ale
z drugiej strony moze duzo zyskac, jesli wygra. Z kolei osobnik ustepujacy nie traci w trakcie
spotkania z przeciwnikiem. Miara wygranej w tej grze jest dostosowanie (ang. fitness), czesto
wyrazane jako liczba potomstwa. Niech osobnik, ktory wygrywa, dostaje g, natomiast osobnik
zraniony traci c. Wtedy jesli spotyka si¢ jastrzab z jastrzebiem, to z prawdopodobienstwem
1/2 moze zyskaé g i stracié¢ ¢, wiec Srednia wygrana to (g — ¢)/2. Wygrana jastrzebia przeciw
golebiowi to oczywiscie g. Golab w starciu z jastrzebiem wycofuje sie, wiec jego wygrana to
0, a w starciu z golebiem moze wygraé¢ z prawdopodobienstwem 1/2; wiec wygrana to g/2.
Gra jest symetryczna, zatem wystarczy podaé jedynie macierz wyptat gracza I przeciwko II.
Czesto mowi sie o graczu kolumnowym” i ,wierszowym”. Jesli przez Ry oznaczymy strategie
jastrzebia, a przez Ro — golebia, to macierz wyplat ma postaé

5y
0 g/2

W grze tej dodatkowo zakladamy, ze rany otrzymywane w walce sa na tyle dotkliwe, ze g—c < 0.
Sprawdzimy, ze gra ta nie ma Scistej réwnowagi Nasha. Wiemy, ze taka réwnowaga musiataby

odpowiada¢ albo czystej strategii jastrzebia, albo czystej strategii gotebia. Policzmy dla obu

strategii funkcje najlepszej odpowiedzi.

— Biorac Ry = (1,0) dostajemy

i
[

5 9 g—c
Fr(p) =pUR{ = (pr,1=p) | * | (LO)T =pi=
0 3
i maksymalizujac to wyrazenie dostajemy p; = 0 (tu widzimy, do czego potrzebne jest
zalozenie g — ¢ < 0), czyli Ry ¢ B(R1).
— Biorac Ry = (0,1) dostajemy
g—c
29 p1+1)g
P = =t |20 o= D
2

i maksymalizujac to wyrazenie dostajemy p; = 1, czyli Ry ¢ B(R2).
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Widzimy wiec, ze w grze tej nie ma Scistej réwnowagi Nasha. Staje sie to oczywiste, jesli wy-
obrazimy sobie populacje sktadajaca si¢ albo z samych jastrzebi, albo z samych gotebi. Jesli
sa same jastrzebie, to pojawiajacy sie golab ma lepiej, gdyz w starciu z jastrzebiem nic nie
traci, zatem golebie zaczynaja sie rozprzestrzeniac. Z kolei jesli sg same gotebie, to pojawiajacy
sie jastrzab zawsze wygrywa, wiec zaczna rozprzestrzeniaé sie jastrzebie. Wydaje sie wiec, ze
powinna by¢ jakas odpowiednia proporcja miedzy gotebiami i jastrzebiami.

Rozpatrzmy strategie mieszana (z,1 — x), w ktérej z prawdopodobienstwem z osobnik gra
strategie jastrzebia i z prawdopodobienstwem 1 — x gra gotebia. Wtedy $redni wzrost dostoso-
wania jastrzebia wyniesie
g+c

+(1-z)g=9g—=x ,

g—c¢
T—
2

2

natomiast golebia

g
(1 fx)i

Dopdki ktores z tych dostosowan jest wigksze, odpowiadajaca mu strategia bedzie si¢ rozprze-
strzeniaé. Réwnowaga ustali sie, jedli oba beda jednakowe, czyli

gtc
2

:(1—:5)g<:>x:g
c

g—T 9

Zatem proporcja jastrzebi bedzie tym mniejsza, im wiecej mozna straci¢ w walce w stosunku
do zysku. Ta analiza wyjasnia tez popularno$é¢ walk rytualnych wsréd zwierzat, ktére moga sie
powaznie zrani¢ w trakcie prawdziwej walki — zamiast faktycznie walczy¢ zwierzeta te wola
w walce rytualnej zaprezentowac przed przeciwnikiem swoja site liczac na to, ze przeciwnik sie
zniecheci i odejdzie bez prawdziwej walki. W taki sposob postepuja np. jelenie na rykowisku.

15.2.2. Dylemat wieznia

Dylemat wieznia jest typowa gra socjologiczna. Zaktada sie w niej, ze dwoch wiezniéw zostato
osadzonych w wiezieniu w osobnych celach i kazdemu z nich prokurator obiecal zmniejszenie
wyroku za wydanie wspétwinnego. Jesli jednak zaden z nich si¢ nie przyzna, to niewiele bedzie
im mozna udowodnié, wiec obaj dostana najwyzej niewielki wyrok. Z kolei jesli jeden z nich
zdradzi, a drugi nie, to ten, ktéry wydal wspdtwinnego dostanie wyrok w zawieszeniu. Jesli obaj
zdradza sie wzajemnie, obaj dostana nieco mniejsze wyroki. Niech macierz wyptat w tej grze
przy zalozeniu, ze R; oznacza zdrade kolegi, a Ry — odrzucenie propozycji prokuratora, ma
postaé

a 0
b c,
gdzie a to wyrok dla wieznia I przy zaltozeniu, ze obaj zdradzaja sie wzajemnie, b — wyrok

dla tego wieznia, gdy on odrzuca propozycje prokuratora, a wiezien II go zdradza, wiec b > a,
natomiast ¢ to wyrok w sytuacji, gdy obaj odrzucaja wspélprace z prokuratorem, wiec a > c.

Zauwazmy, ze obu wigzniom najbardziej optaca si¢ odrzuci¢ wspoédlprace z prokuratorem,
gdyz dzieki temu zapewniaja sobie mniejszy wyrok, ale z obawy przed zdrada kolegi wolg sami
tez zdradzi¢, bo jedli kolega zdradzi, a dany wiezien nie, to on dostanie ciezszy wyrok, niz jesliby
tez zdradzil. Zatem R; jest tu czysta réwnowaga Nasha. Faktycznie grajac Ry przeciw R; mamy
wyplate

a 0O
(1,0) (1,007 = a,
b c,
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natomiast grajac przeciw dowolnej strategii (x,1 — x)

a 0 T
(1,0) (x,1—2z)" =ax
b ¢,

i oczywiscie a > ax dla x # 1. Wobec tego R; jest $cista rownowaga Nasha i jednoczesnie

strategia ewolucyjnie stabilna. Zauwazmy jednak, ze strategii tej brakuje jednej z podstawowych

cech — nie jest optymalna, w tym sensie, ze jesli obaj wybiora Ro, dostang mniejsze wyroki.
Tego typu zagadnienia mozemy rozwazaé¢ badajac np. optymalno$é¢ w sensie Pareto.

Definicja 15.5. Powiemy, ze wynik gry jest nieoptymalny w sensie Pareto, jezeli istnieje inny
wynik, dajacy albo obu graczom wyzsze wyptaty, albo jednemu z nich taks sama, a drugiemu
wyzsza. W przeciwnym przypadku wynik jest optymalny.

Pareto postulowal nastepujace kryterium: tylko wynik optymalny w sensie Pareto moze by¢
akceptowany jako rozwiazanie gry. Kryterium Pareto stanowi podstawowa zasada racjonalnosci
zbiorowej. W dylemacie wieznia wchodzi ona w konflikt z zasada racjonalnosci indywidualnej
reprezentowane]j przez rownowage Nasha.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Optimum_Pareta
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