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Autor

Podstawy mechaniki klasycznej dla
programistow gier, czyli rzecz o tym,
jak catkowac rownanie ruchu

Gry oparte na fizyce tworzone s3 przynajmniej od lat osiemdziesigtych zesztego
wieku. Wystarczy wspomnie¢ klasyczne juz symulatory lotu, gry samochodowe, czy
~Strzelanki”, w ktérych bardzo realistycznie zachowuja sie ciata zastrzelonych prze-
ciwnikéw. Ostatnio coraz popularniejsze staja sie takze gry typu casual, takze te
przeznaczone na urzadzenia przenosne, w ktoérych fizyka odgrywa kluczowa role.
Dobrym przyktadem jest méj tablet, na ktérym dzieci w ciggu pierwszego miesiaca
zainstalowaty juz Cut the rope, Where is my water, World of Goo i oczywiscie kilka
wersji Angry Birds. Wszystkie je taczy wykorzystanie fizyki. Robig to wprawdzie w
réoznym stopniu, ale to wtasnie ten element w duzym stopniu decyduje o ich duzej
grywalnosci. Ja sam bardzo lubie gra¢ w Trinei Trine 2 oraz w gry z serii Half-Lifew

ktérych Fizyka jest rowniez kluczowa.

Zmora wszystkich fizykow starajgcych sie pisac artykuty popularne jest ,klatwa Hawkinga”. Stephen Hawking w swojej Krotkiej historii czasu napisat, ze
kazdy wzor w tekscie zmniejsza liczbe czytelnikow o potowe. Poniewaz w tym artykule jest 20 wzordw, istnieje grozba, ze na jego przeczytanie zdecyduje
sie tylko 1/2*°, czyli 1/1048576 potencjalnych czytelnikow! Biorgc pod uwage naktad Programisty, a nawet populacje polskich programistow, oznaczatoby to
maksymalnie jednego czytelnika. Troche to mnie oczywiscie niepokoi. Niestety inaczej, tzn. bez wzordw, o fizyce w grach opowiedziec sie nie da.

atézmy, ze i my chcemy wprowadzi¢ do tworzonej przez nas gry
Zfizyke. Musimy sie zastanowi¢ czego ma ona dotyczy¢ i jakie

obiekty bedga jej podlegac. Jezeli przez ,fizyke” rozumiemy ruch
i zderzenia bryt sztywnych takich, jak pudetka, elementy konstrukcji czy
pojazdy - wéwczas najlepiej i najwygodniej jest uzy¢ gotowych silnikéw
fizycznych, jak chocby NVIDIA PhysX, Box2D, Bullet, Farseer, czy jeden
z wielu innych dostepnych w Internecie. Rdwnania ruchu bryt sztywnych
sg trudne, za trudne aby implementowac je samemu. Ich implementacja,
pozniejsze tropienie btedow i optymalizacja zajetyby zbyt wiele czasu,
ktéry warto poswiecic raczej na szlifowanie innych elementéw gry decy-
dujacych o jej przysztym powodzeniu. Zupetnie samodzielnie mozemy
natomiast zaimplementowac ruch i zderzenia punktéw materialnych.
Tyle wystarczy chociazby do przygotowania poczatkowych pozioméw
World of Goo.

KROTKIE POWTORZENIE SZKOLNEJ
MECHANIKI

Ruch punktéw materialnych opisuje réwnanie odkryte pod koniec XVII
wieku przez Isaaca Newtona:

. mi=F(F,7,1) @

@v tym réwnaniu 7 oznacza potozenie obiektu w trojwymiarowej prze-
ni, m to jego masa, a F -sita dziatajaca na ten obiekt. Kropka nad wek-
torem oznacza rézniczkowanie po czasie. Jest to tzw. réwnanie rézniczkowe
zwyczajne, z angielskiego okreslane skrotem ODE (ang. ordinary differential
equation).
Réwnanie to mozna przepisa¢ dla wektora predkosci v , czyli pierwszej
pochodnej potozenia
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2 v(f)z'm)@
@Ma ono wéwczas postac:
3. m§:ﬁ(i’,i’/,t)@

Moéwi ono mniej wiecej tyle, ze wektor opisujacy zmiane predkosci obiektu
ma kierunek sity dziatajgcej na 6w obiekt. Wielkos$¢ tej zmiany w okreslonym
czasie jest tym wieksza im mniejsza jest masa obiektu. Masa jest wobec tego
miarg bezwtadnosci ciata, czyli tego jak trudno je rozpedzi¢. Zwréémy uwage,
ze z tego réwnania nie wynika, ze ruch obiektu musi nastepowac w kierunku,
w ktérym dziata sita (tak mylnie uwazat Arystoteles). Tak nie jest chociazby w
ruchu po okregu, w ktérym sita dosrodkowa, a tym samym przyspieszenie,
jest zawsze prostopadta do predkosci.

Réwnanie Newtona (1) mozemy rozwigzac jezeli za wektor F wstawi-
my jakas konkretna postac sity — funkcje potozenia, predkosci i ewentualnie
czasu - opisujaca oddziatywania w konkretnym ukfadzie. Woéwczas uzyskamy
réwnanie ruchu. Rozwigzujac je (catkujac) znajdziemy predkosé i potozenie
ciata w funkgji czasu, czyli 17([) i ¥ t) . W nielicznych przypadkach, np. je-
zeli symulowany obiekt podlega sile grawitacji, ktéra w poblizu powierzchni
Ziemi zalezy tylko od masy ciata:

>
o

lub sile harmonicznej
5. Fl#)|=—k7

szczegdlnie czesto wykorzystywanej w grach, rozwiazanie réwnania ru-
chu mozna znalez¢é bez uzycia komputeréw. Kazda komplikacja, chociazby
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uwzglednienie interakgji z uzytkownikiem, uniemozliwia takie podejscie i sy-
mulacja komputerowa staje sie jedynym mozliwym podejsciem. We wzorze
(4) wektor g to przyspieszenie Ziemskie, a stata k we wzorze (5) nazywa-
na jest wspotczynnikiem sprezystosci. Ciekawostka: zwré¢my uwage, ze we
wzorze (4) masa m nie jest juz miarg bezwtadnosci, a miarg podatnosci na
oddziatywanie grawitacyjne.

To sita harmoniczna, cho¢ uzupetniona o ttumienie, opisane s3 wigzania
miedzy kulkami Goo w grze World of Goo. Tej sity nalezy réwniez uzy¢ chcac
symulowac ciata sprezyste: ling, siatke lub kostke galaretki. W takim przypad-
ku rozwigzujemy réwnania ruchu osobno dla wielu obiektéw. Jak zwrdcitem
uwage, dla obu sit, przyciggania ziemskiego i sity harmonicznej, réwnania
ruchu mozna rozwigzac analitycznie (na papierze). W pierwszym przypadku,

musimy scatkowac réwnanie ruchu postaci:

6. m_ﬁ(t):mgg

Masa z lewej strony tego réownania (masa bezwtadna) i prawej strony
(masa grawitacyjna), cho¢ opisujace rézne cechy ciata, s3 wedle naszej wie-
dzy réwne. Mozna je wobec tego w tym réwnaniu pomina¢. W efekcie pred-
kos¢ ciata nie zalezy od jego masy. Oznacza to, ze pidrko w prézni powin-
no opadac w taki sam sposob, jak metalowa kulka. Catkujac réwnanie (6) w
przedziale czasu od 0 do t uzyskamy wzér na predkos¢ w ruchu jednostajnie
przyspieszonym:

7. V(t):§0+§@

Z prawej strony pojawita sie predko$¢ w chwili poczatkowej v, . Musi-
my ja zna¢, aby moéc obliczy¢ predkos¢ w poézniejszych chwilach — w koncu
rozniczkowe réwnanie Newtona wyznacza jedynie zmiane predkosci. Jezeli
nastepnie scatkujemy predkosc ze wzoru (7), obliczymy potozenie obiektu w
funkcji czasu — wzér dobrze znany ze szkoty:

8. Flt)=Fo+Vor+3 t2/2@

@.u pojawia sie kolejna stata catkowania - potozenie poczatkowe 7 . Po-
ie i predkos¢ poczatkowa tworza warunki poczatkowe okreslajace stan
uktadu, z ktérego rozpoczynamy symulacje.

METODA EULERA | METODA
EULERA-CROMERA

Zatdézmy zatem, ze stajemy przed koniecznoscig rozwigzania réwnania
(3) dla znanej sity 1_5(7, ?,l) i znanych warunkéw poczatkowych. Jak sie
do tego zabra¢? W pierwszym odruchu zapewne zaczniemy przeszukiwac
Internet. A tam najczestsza podpowiedzig jest metoda Eulera. W metodzie tej
pochodne zastepuje sie ilorazami réznicowymi:

9. f(t)mf(l"'Al)_f(t)

o
czyli pomijajac granice, w ktorej dtugosc kroku czasowego zmierza do zera.
Jasne jest wobec tego, ze przyblizenie to powinno dziata¢ tym lepiej, im
mniejszy jest krok czasowy A¢ w symulacji. Stosujac metode Eulera dla
rownania ruchu (3) otrzymamy jego przyblizenie:

V{e+At)]=V(1) =L .
10 m————— —F(r,v,t)@

@ tym wzorze interesuje nas oczywiscie predko$¢ w nastepnej chwili cza-
(t+A t) . Przeksztat¢my wobec tego powyzszy wzér do postaci:

1. \7(t+At)=T/(t)+£f(7,Tz,t@

m

TYTUL

@zyskaliémy w ten spos6b przepis na obliczanie predkosci po kolejnych
ch symulacji. Musimy jedynie zna¢ poprzedni wektor predkosci i przy-
spieszenie dziatajace na obiekt. Stosujac to samo podejscie dla wzoru (2)
uzyskamy:

Fle+At)—7(1)

12. T:‘j(t) @

@atem potozenie w kolejnym kroku czasowym jest nastepujace:

13. ?(t+At):?(t)+Ath(t@

We wzorach (11) i (13) potozenie i predko$¢ w chwili t s3 znane z poprzedniego
kroku symulacji. Metoda Eulera wymaga wobec tego, abysmy dla kazdego obiektu
przechowywali dwa wektory: jego potozenie i predkos¢. To niewiele, zaledwie sze$¢
liczb dla kazdego punktu materialnego w symulowanym zbiorze. Ponadto widac,
ze wzory (11) i (13) sg proste do implementacji i niekosztowne obliczeniowo.

| wszystko bytoby pieknie, gdyby nie fakt, iz stosujac ten przepis nie
uzyskamy dobrych wynikéw. Metoda Eulera jest bowiem zawsze rozbiezna.
Mozemy ja stosowac tylko jezeli symulacja nie bedzie zbyt dtuga lub obiekt
jest dodatkowo kontrolowany przez gracza, co wymusza okresowe zmiany
potozenia obiektu i tym samym dzieli symulacje na krétkie fragmenty z wy-
muszanymi warunkami poczatkowymi. Mozemy sie oczywiscie stara¢ popra-
wi¢ wyniki zmniejszajac krok czasowy. To jednak prowadzi do zwiekszenia
ilosci krokdéw, co oznacza zwiekszenie kosztu obliczen, a przy tym narastanie
btedow zaokraglen, ktére moga istotnie wptywac na wyniki. Poza tym zadne
zmniejszenie kroku czasowego nie zmusi metody Eulera do dobrego dziata-
nia, wydtuzy jedynie okres, w ktorym btedy beda akceptowalne.

Jednak metode Eulera mozna poprawic i to stosunkowo fatwo. Wystarczy
we wzorze (13) zastapic predkos¢ z chwili t predkoscig z chwili #+A ¢ tzn.
uzyskanej w tym samym kroku symulacji ze wzoru (11):

14, ?(t+At)=F(t)+AtT/(t+At)@

@etoda ta nazywana jest zmodyfikowana lub poprawiona metoda Eulera,
da Eulera pot-implicite, metoda Eulera-Cromera lub metoda NSV. For-
malnie nie zwieksza ona doktadnosci obliczen (nadal zachowywane sg tylko
wyrazyz At' - por.ramka o szeregu Taylora), ale w odréznieniu od podsta-
wowej metody Eulera lepiej zachowuje energie uktadu.

IMPLEMENTACJA

Implementacja metody Eulera nie jest trudna. Wymaga raptem dwoch linii
kodu. Warto jednak przygotowac klase, ktéra przechowuje parametry opisuja-
ce obiekt (sa to pola przechowujace mase, potozenie i predkos¢, a takze pola
pomocnicze - nastepne potozenie i nastepna predkosc), a takze utatwia symu-
lacje dla wielu punktéw. Pola przyktadowego szablonu klasy o nazwie TPunk-
tMaterialny<T> napisanego w C++ widoczne sa na Listingu 1. Do przecho-
wywania wszystkich wektoréw uzywany jest szablon struktury TWektor<T>,
ktory dostepny jest w projekcie dotgczonym do artykutu (do pobrania ze strony
WWW magazynu) . Metoda Eulera zaimplementowana jest w bardzo prostej
metodzie TPunktMaterialny<T>: :PrzygotujRuch_Euler widocznej na
Listingu 2. Kazdemu catkowaniu odpowiada zaledwie jedna linijka jej kodu. Na
tym samym listingu pokazana jest zaréwno podstawowa wersja tej metody, jak
i poprawiona. Bezwzglednie nalezy korzystac z tej drugiej.

Listing 1. Pola szablonu klasy opisuj3cej obiekt

template<typename T> class TPunktMaterialny
{

private:
TWektor<T> polozenie;
TWektor<T> predkosc;
TWektor<T> poprzedniePolozenie;
TWektor<T> nastepnePolozenie;
TWektor<T> nastepnaPredkosc;
T masa;
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ALGORYTMIKA

Autor

Kluczowym dla zrozumienia wigkszosci metod numerycznych jest pojecie szeregu Taylora. Pozwala on na przedstawienie funkcji wokot interesuja-
cego nas punktu w postaci wielomianu. Wspoétczynniki tego wielomianu sg pochodnymi oryginalnej funkcji. Jezeli Czytelnik nie zna tego pojecia, to jest
dobra okazja, aby je poznac. Dobrym zrédtem wiedzy na jego temat, oczywiscie poza podrecznikami do analizy matematycznej, jest chocby Wikipedia
(http://pl.wikipedia.org/wiki/Wz%C3%B3r_Taylora), jeszcze lepszym witryna MathWorld (http://mathworld.wolfram.com/TaylorSeries.html).

Na nasze potrzeby wystarczy powiedzie¢, ze wartos¢ funkcji /() w dowolnym punkcie ¢, mozna przedstawi¢ jako nieskoriczony szereg o nastgpu-

jacej postaci:
. SPARG) .
(== 2 = (=0
n=0

azywa sie to rozwinieciem wokot punktu t, poniewaz wartos¢ wszystkich pochodnych obliczana jest w tym punkcie. To najbardziej typowa postaé wzoru
ra. Na potrzeby metod numerycznych warto go jednak nieco przeformutowa¢, wprowadzajac nowe oznaczenie Af=t,—1 :

At@

Wzér Taylora to sposéb na obliczenie wartosci funkcji w punkcie £+A ¢ na podstawie wartoéci funkcji £ (#) iwszystkich jej pochodnych w punkcie

t .Jezeliilos¢ znanych pochodnych jest ograniczona, mozemy przynajmniej obliczy¢ przyblizong wartos¢ funkcji w nowym punkcie, ktéry w tym przypadku

nie powinien byc jednak zbyt odlegty ( A ¢ powinno by¢ mate). Zauwazmy, ze uzycie metody Eulera oznacza tyle, ze pomijamy wszystkie wyrazy tego roz-
winiecia poza pierwszymi dwoma — statym i liniowym.

Fla=r o 2D 20

AU
1!

n!

AUNI AU +f ()Af—i—.—zf

fleean=fo+Eare L

Listing 2. Implementacja metod Eulera, Eulera-Cromera i Verleta

//wersja podstawowa metody Eulera - nie nalezy z niej korzystac
template<typename T>
void TPunktMaterialny<T>::PrzygotujRuch_Euler(TWektor<T> przyspieszenie,T krokCzasowy)
{
nastepnaPredkosc=predkosc+przyspieszenie*krokCzasowy;
nastepnePolozenie=polozenie+predkosc*krokCzasowy;

//zmodyfikowana wersja metody Eulera
template<typename T>
void TPunktMaterialny<T>::PrzygotujRuch_Euler(TWektor<T> przyspieszenie,T krokCzasowy)
{
nastepnaPredkosc=predkosc+przyspieszenie*krokCzasowy;
nastepnePolozenie=polozenie+nastepnaPredkosc*krokCzasowy;

#define SQR(x) ((x)*(x))

template<typename T>
void TPunktMaterialny<T>::PrzygotujRuch_Verlet(TWektor<T> przyspieszenie,T krokCzasowy)

{
if(numerKroku==0) PrzygotujRuch_Euler(przyspieszenie, krokCzasowy);
else
{
nastepnePolozenie=2.0*polozenie-poprzedniePolozenie+przyspieszenie*SQR(krokCzasowy);
nastepnaPredkosc=(nastepnePolozenie-poprzedniePolozenie)/(2*krokCzasowy);
}
}

template<typename T>
void TPunktMaterialny<T>::PrzygotujRuch(TWektor<T> sila,T krokCzasowy,Algorytm algorytm)

TWektor<T> przyspieszenie=sila/masa;
switch(algorytm)
{
case algorytmEulera:
PrzygotujRuch_Euler(przyspieszenie, krokCzasowy);
break;
case algorytmVerleta:
PrzygotujRuch_Verlet(przyspieszenie,krokCzasowy);

break; Na stronie http://programistamag.pl/download do-

stepny jest projekt Visual C++ 2012, w ktorym uzyty zostat
} szablon klasy TPunktMaterialny<T> oraz towarzy-

szacy jej szablon TZbiorPunktowMaterialnych<T>
template<typename T> implementujacy zbior obiektow potgczonych sitami har-

void TPunktMaterialny<Ts: :WykonajRuch() monicznymi z ttumieniem. W projekcie tym symulowana
{ jest sprezysta kostka. Wyniki wyswietlane s3 za pomoca

poprzedniePolozenie=polozenie;
polozenie=nastepnePolozenie;
predkosc=nastepnaPredkosc;
++numerKroku;
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OpenGL (Rysunek 1). Kazdy punkt reprezentowany przez
sfere mozna ztapac myszka i w ten sposob poruszac kost-
ka. Warto zwroci¢ uwage, ze wigzanie kursora myszy
z punktem nie jest bezposrednie (potozenia kursora nie
wyznacza wprost potozenie punktu), a poprzez dodatko-
w3 site harmoniczng. W praktyce oznacza to, ze tgczymy
je silnie ttumiona sprezynka.
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METODA VERLETA

Niezaprzeczalna zaleta metody Eulera jest jej intuicyjnos¢ - uzywajac tej
metody zaktadamy po prostu, ze w krétkich przedziatach czasu catkujemy
statg wartos¢ przyspieszenia lub predkosci. Za tym idzie prostota wzoréw i w
konsekwencji tatwos¢ implementacji. Niewielkie prawdopodobiernstwo po-
petnienia btedu podczas implementacji jest nie do przecenienia. Jednak co
z tego, jezeli wyniki uzyskane w ten sposéb nie sg poprawne. Oczywiscie nie
zawsze petna poprawnosc jest konieczna. Dla przyktadu jezeli modelujemy
warkocz Lary Croft sktadajacy sie z kilku punktoéw materialnych powiazanych
sitami sprezystymi z thumieniem, wystarczy gdy uzyskamy rozwigzanie, ktére
jest wiarygodne. W takim przypadku nie potrzebna nam duza doktadnos¢.
Jednak jezeli metoda Eulera chcemy rozwiazac réwnania dla kulek Goo, uzy-
skany w ten sposéb wynik moze by¢ bardzo rozczarowujacy.

Warto wobec tego wiedzie¢, ze jest inna metoda, ktdrej ztozonos¢ jest nie-
wiele wieksza od metody Eulera, przy znacznie lepszej jakosci otrzymywanych
rozwigzan. Zawdzieczamy jg dwom fizykom: Carlowi Stermerowi, ktéry na po-
czatku XX wieku uzywat jej na papierze oraz Loupowi Verletowi, ktéry w drugiej
potowie XX wieku, juz uzywajac komputerdw, zastosowat ja na potrzeby dyna-
miki molekularnej. Dynamika molekularna to czes¢ biofizyki, w ktérym sporych
rozmiardéw czasteczki (np. biatka) bada sie metodami mechaniki klasycznej tj.
traktujac poszczegdlne atomy jak kulki potaczone oddziatywaniami harmonicz-
nymi. Innymi stowy dla poszczegdlnych atomoéw rozwigzuje sie réwnanie (3) z
sitami, ktdére sg rozbudowanymi wersjami sity (5). Podobnie, jak w przypadku
gier, w ktorych liczy sie przede wszystkim finalny obraz, tak i w dynamice mole-
kularnej interesujace sa przede wszystkim potozenia symulowanych obiektéw.
Predkosci to tylko informacja uzupetniajaca. Metoda Verleta pozwala na obli-
czanie kolejnych potozen z pominieciem predkosci:

15. ?(r+At)m—?(t—At)+2?(t)+#(t)m2@

gdzie druga pochodna potozenia to nic innego jak przyspieszenie, czyli sita
podzielona przez mase. Jak wida¢ z powyzszego wzoru do obliczenia kolej-
nego potozenia juz nie potrzebujemy predkosci. Zamiast niej musimy jednak
przechowywa¢ potozenie nie tylko z poprzedniego kroku czasowego, ale
réwniez z jeszcze wczedniejszego.

Skad wziat sie ten wzoér? Najprosciej wyprowadzi¢ go korzystajac z opisa-
nego w ramce szeregu Taylora. Jak juz wiemy pozwala on znalez¢ potozenie
w chwili #+At o ile znamy predkos¢, przyspieszenie i wyzsze pochodne
potozenia w chwili t:

—

=(4)

([)Azl+r(1)Ar2+ r(t)Ar3+ !

- - r
16. F(t+At)~7F(1)+ T > 3 2

!wréc’my uwage, ze réwnie dobrze mozna znalez¢ potozenie dla chwili
wezeséniejszej, czylidla t— At -

17. F(t—At)~F (1) — PO N T N2 T N T

14

(I)Ar@

TYTUL

dwédch razem wzietych wzordéw (11) i (13) (lub (14)), a doktadnos¢ rosnie
ogromnie. Pomijane s bowiem dopiero wyrazy z A I , podczas gdy
w metodzie Eulera (takze w tej zmodyfikowanej) pomijane sa juz wyrazy z
AL . Implementacja wzoru (18) widoczna jest na Listingu 2 w metodzie
PrzygotujRuch_Verlet.

Skoro algorytm Verleta korzysta z dwoch punktéw czasowych do oblicze-
nia nastepnego, to pojawia sie problem w pierwszym kroku symulacji. Uzycie
tego algorytmu nie jest wowczas mozliwe, bo niezdefiniowana jest jeszcze
wartos¢ pola poprzedniePolozenie (zob. Listing 2). Najprostsze co moze-
my zrobi¢, to w momencie tworzenia obiektu zainicjowac to pole wartoscig
identyczna jak polozenie. Wowczas w pierwszym kroku otrzymamy taki
sam wynik jak korzystajac z algorytmu Eulera. Rbwnowaznie w pierwszym
kroku mozemy jawnie uzy¢ metody implementujacej algorytm Eulera. W me-
todzie z Listingu 2 korzystamy wtasnie z tego rozwigzania.

WERYFIKACJA ROZWIAZAN, CZYLI
CALKI RUCHU

Jak zweryfikowac poprawnosc¢ uzyskanych w symulacji numerycznej roz-
wigzan réwnan ruchu? Dobra metoda jest kontrolowanie wielkosci, o ktorej
wiemy, ze powinna by¢ stata (catki ruchu) i sprawdzenie w jakim zakresie sie
ona zmienia. O tym, jakie wielkosci powinny pozostawac state, méwig zasa-
dy zachowania bedace fundamentem fizyki. W przypadku oscylatora har-
monicznego bez ttumienia, ktéry opisuje sita (5), jak rowniez w przypadku
spadku ciata w polu grawitacyjnym (sita (4)), obowiagzuje zasada zachowania
energii mechanicznej. Oznacza to, ze suma energii kinetycznej i potencjalnej
powinna by¢ stata i réwna wartosci z chwili poczatkowej. W przypadku oscy-
latora oznacza to, ze stata powinna by¢ réwna:

18, mv*(t)+kx’ (t)=mvi+ kxy=const

(energia zostata pomnozona przez 2). Powinnismy tak dobra¢ krok czasowy,
aby wielkos¢ ta byta zachowana. Nie jest zaskoczeniem, ze krok czasowy be-
dzie mégt by¢ wiekszy w przypadku metody Verleta niz Eulera. W tym drugim
przypadku zmiana wartosci catek ruchu jest zresztg nieunikniona.

iecej na temat catkowania réwnan ruchu, takze na potrzeby gier, znaj-
@zytelnik w ksiazce: Grafika. Fizyka. Metody numeryczne. Symulacje fizycz-
ne z wizualizacjq 3D, Jacek Matulewski, Tomasz Dziubak, Marcin Sylwestrzak,
Radostaw Ptoszajczak, Wydawnictwo Naukowe PWN 2010.

1! 2! 3! 4!

odajac te dwa rozwiniecia stronami i porzadkujac uzyskane wyrazy
mamy przepis na nastepne potozenie, czyli wzdr (18). Jak widac zto-

zonos¢ obliczeniowa tego wzoru nie jest znacznie wieksza od ztozonosci

Jacek Matulewski

Fizyk zajmujacy sie na co dzien optykq kwantowa i uktadami nieuporzadkowanymi na Wydziale
Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej UMK w Toruniu. Od 1998 r. interesuje sie programo-
waniem dla systemu Windows, w szczegdlnosci platforma .NET i jezykiem C#. Autor serii ksigzek
poswieconych programowaniu. Wiekszo$¢ ukazata sie naktadem wydawnictwa Helion. Wierny
uzytkownik kupionego w potowie lat osiemdziesiatych "komputera osobistego” ZX Spectrum 48k.
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Rysunek 1. Przyktadowa symulacja korzystajgca z metody Verleta
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