Fizyka kwantowa I
Zadania do ¢wiczen, wersja z dnia 10 pazdziernika 2002
Najnowsza wersja dostgpna w sieci: http://www.phys.uni.torun.pl/~jacek/dydaktyka/fk1.pdf
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Zjawisko fotoelektryczne:

Promieniowanie o natgzeniu / =3-10~ W/cm® i dtugosci fali 400nm pada na metal, w
ktorym praca wyjscia fotoelektronu wynosi 2eV. Znalez¢ energi¢ fotoelektrondw, liczbe
elektronéw emitowanych w jednostce czasu przez jednostke powierzchni oraz energig
absorbowana w jednostce czasu przez jednostke powierzchni.

Zjawisko Comptona:

Foton o energii 10* eV rozprasza si¢ na spoczywajacym elektronie pod katem 60°.
Znalez¢ przyrost czgstosci fali, przyrost jej dlugos$ci oraz energig kinetyczna i ped
elektronu.

Cialo doskonale czarne:

Stata stoneczna, czyli powierzchniowa gestos¢ mocy w poblizu Ziemi (poza atmosfera)
wynosi / =1.35 kW/m?. Zaktadajac, ze mamy do czynienia z ciatem doskonale czarnym
obliczy¢ temperaturg promieniujacej powierzchni. Odlegto$¢ Ziemi od Stonca

R =1.5-10" m, promien Stonca r = 6.95-10°m.
Wykaza¢, ze swobodny elektron nie moze pochtona¢ fotonu.

Model atomu Bohra:
Obliczy¢ promien, predkos¢ oraz energi¢ potencjalna, kinetyczna i catkowita
dozwolonych orbit w modelu atomu Bohra.

Znalez¢ predkosé, ktéra uzyskat nieruchomy atom wodoru, w wyniku przejscia z
pierwszego stanu wzbudzonego do podstawowego. Znalez¢ czgstos¢ wystanego fotonu z
uwzglednieniem odrzutu.

Rozwiazan zagadnienie dwoch cial. Wyprowadzi¢ tor wzglednego ruchu.
Rozpraszanie Rutheforda:

Zbadac¢ klasyczne rozproszenie czastki o tadunku q = +e na nieruchomym centrum sity o
tadunku Q = +Ze. Wyprowadzi¢ wzor Rutheforda na przekroj czynny


http://www.phys.uni.torun.pl/~jacek/dydaktyka/fk1.pdf

2. Poda¢ rozktad prawdopodobienstwa dla rzutu prawidlowa kostka oraz kostka fatszywa,
dla ktorej prawdopodobienstwo wyrzucenia jedynki 1 szostki sg rowne, dwukrotnie
mniejsze od rownych prawdopodobienstw wyrzucenia dwojki i piatki i trzykrotnie
mniejsze od rownych prawdopodobienstw wyrzucenia trojki 1 czworki. Obliczy¢ w
kazdym przypadku warto$¢ $rednig i wariancj¢ rozkladu.

3. Czastka w jednym wymiarze opisana jest funkcja Gaussa:

(x—a)’
4c°

PY(x) = Cexp(— + ikx)

Znalez¢ stala normalizacyjna C, warto$¢ srednia i wariancje rozktadu polozen, a takze

prawdopodobienstwo znalezienia czastki w przedziale (a — o, a + o).

Znalez¢ warto$¢ oczekiwang dla operatora — ik j tzn. J.‘P* (x)(—ih j)‘l’(x)dx .
X X

4. Elektron w najnizszych stanach atomu wodoru opisany jest funkcjami:

1 r
exp(_ 7) 5
ma® a
1 r r
@ Dexp(- ),
2ma a 2a

\PIOO (’7) =
leoo(F) =

r exp(— L) cos 9,
2a

1
N P—_——
210(7) ond® a
gdzie a=0.529-10""m, r = /x* + y* + 2> , z = arccos(z/r).

a) Sprawdzi¢ unormowanie funkcji dla stanu n/m = 100
b) Znalez¢ dla tych standw najbardziej prawdopodobna wartos¢ odlegtosci r elektronu od
jadra r, (maksimum w rozktadzie prawdopodobienstwa wzgledem r, czyli

ax,nlm

2n m
pnlm(r)dr = [Id(pj. d® rz Sin e‘\Pnlm (7/', ev (P)szr ):
0 0

c) wartos¢ $rednia (oczekiwana) (r)

nlm

d) wariancjg rozktadu p,,, (7)
e) prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w odlegtosci mniejszej niz 0.1a od
wartos$ci najbardziej prawdopodobnej

ax,nlm *

f) Warto$¢ oczekiwana wektora potozenia <7‘>

nlm

g) warto$¢ oczekiwang <r2>. Czy <r2> = <r>2 ?

immnx

I, gdzie m — calkowite, funkcje

1
5. Rozwina¢ w szereg funkcji ¢ (x) =——e
" 21
x+I, —-Il<x<0

Y(x)= C{

Stata C wyznaczy¢ z warunku normalizacji.

-x+I, O<x<!



6. Wielomiany Legendre’a (zob. 1. Biatynicki-Birula Teoria kwantow, M6):
a) Zortonormalizowa¢ metoda Gramma-Schimdta jednomiany ¢, (x) = x" na odcinku
(=1,1). Uzyskane wielomiany przenormowa¢ uwzgledniajac warunek:
2

1
[P(0)P,(x)dx = =5,
% 2n+1

b) Obliczy¢ trzy najnizsze wspotczynniki rozwinigcia w szereg potggowy wzgledem ¢

funkcji P(x,t) = ! (tzw. funkcji tworzacej): P(x,t) = an (x)t"

J1=2xt + 12 )

c) Pokaza¢, ze dla obliczonych w b) wielomianéw prawdziwy jest wzér Rodriguesa

1 d"
P (x)= x =1)"
(%) 2" n! dx" ( )
d) Wykaza¢, Ze obliczone w b) wielomiany Legendre’a spetniaja rownanie rdzniczkowe
d2

[(l—xz)dxz—2x;;+n(n+l)]Pn(x) =0

7. W szeregu Fouriera z zad. 5 wykona¢ przejscie graniczne / — oo 1 otrzymac catke
Fouriera:

P(x) = J;Tr [®(k)e™di

¥ (k)= J%c j ¥ (x)e ™ dx

(Uwaga! Nieco nieformalny zapis: ¥(x) i W(k) to dwie rézne funkcje!)

Czesto na oznaczenie transformaty Fouriera stosuje si¢ zapis operatorowy (k) = F¥(x)
lub ¥ (x) & Y(k).

Warto zauwazy¢, ze podobne, jak dla potozenia i wektora falowego (pedu), relacje mozna
otrzymac dla czasu i czgstosci (energii) (por. zasady nieoznaczonosci dla tych wielkosci).

Roézne bywaja rowniez definicje transformaty (znak funkcji eksponencjalnej i
wspotczynnik przed catka).

Dowies¢ wiasnos$ci transformaty Fouriera (dla odmiany w zmiennych czas — czgsto$¢):

a)

SRR 7L0

~/ 271‘62‘ a
1

1t

. . 1 i
— przesunigcie w czasie: h(t —t,) <> — H(w)e ™"

J2n

(—)LH((D—OJO)
T

J2n

— skalowanie czasu: h(at) <>

— skalowanie cze¢stosci:

it

— przesunigcie w czgstosci: A(t)e
b)

— Jezeli h(?) jest funkcja rzeczywista, to H(—w) = [H(»)]’

— Jezeli h(?) jest funkcja czysto urojona, to H(—w) = —[H(o)]’

— Jezeli h(z) jest funkcja parzysta, to H(¢) jest rOwniez parzysta
— Jezeli h(z) jest funkcja nieparzysta, to H(t) jest rOwniez nieparzysta



8.

10.

c)
— Wykazaé, ze g*h < G(o)H (),

b dt g(t)h(t — 1) (splatanie funkcji g1 k)
2T g

— Wykazaé, ze Corr(g,h) <> G(o)H(-m),

gdzie g*h =

gdzie Corr(g,h) = \;F J.d’l? g(t)h(t + 1) (korelacja funkcji g i /)
n —o0

— Wykazaé, ze autokorelacja funkcji Corr(g, g) <> G(®)G(—®), a ponadto, jezeli g
jest funkcja rzeczywista Corr(g,g) <> ‘G(m)‘2 (twierdzenie Wienera-Khinchina).

Znalez¢ transformate¢ Fouriera funkcji

(x—a) + k).

1
exp(—
4/2nc? p 4c°

W drugim przypadku obliczy¢ warto$¢ oczekiwana <k> , wariancjg 8; rozktadu ‘\P(k)‘zdk

b) ¥(x)=

oraz iloczyn 8°5; .

. : : N B :
Zauwazy¢, ze z relacji uzyskanej w zad. 7 wynika, ze wyrazenie o j " dk posiada
T

wiasnos$¢ 8-Diraca, tzn. I W(x)o(x —x,)dx = ¥(x,).

Pokaza¢, ze taka wtasno$¢ maja rowniez wyrazenia graniczne funkcji

2) llim sm(ax)’
TCG—)OO x
1 (x —a)’
b) lim exp(—
) lim ot p( = )

Udowodni¢ najwazniejsze wtasnosci d-Diraca:

&) [ £)8(x)dx =—£(0),

b) d(ax)= 18(x) ,
a
c) x0(x)=0,
d) pokaza¢ dziatanie 3(x —a) i 4 3(x),

5(x X;)
()

9 80 =10(x), adrie B0 :{

e) d(x*—da*)= 8(x a)+8(x +a)],

) 3(f(x) = Z

, gdzie i numeruje wszystkie miejsca zerowe f(x,)=0

I, x>0
0, x<0
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Pokazaé, ze (A, B, C — macierze lub operatory):
a) [A+B,C]=[A,C]+[B, (]

b) [A‘B,C]=A-[B,C]+[A,C]B

¢) [B', A]=B"[A, BB

Obliczy¢

a) [f(x), px] = il fu(x)
b) [e.pd

c) [f(zx),px 1

d) [x%, [x, px7]]

2
e) [H, px], gdzie H to hamiltonian elektronu w potencjale V(x): H = 5—)‘ +V(x)
m

Obliczy¢ komutatory operatorow:
(p —ped, L — moment pedu, » — potozenie, i oraz j przebiegaja po {x, y, z})

a) [Li, Lﬁ]
b) [L;, L7]

©) [Li, pjl
d) [Li, ]
Obliczy¢ komutator [V(X,y,z), pi], gdzie V(X,y,z) jest energia potencjalna.

Obliczy¢ komutatory [H, L;] oraz [H, L?], gdzie H jest operatorem energii czastki o masie
m znajdujacej si¢ w polu potencjalnym o symetrii sferyczne;.

Udowodni¢, ze [A, [B, C]]+ [B, [C, A]]+ [C, [A,B]]=0

Sprawdzi¢ kiedy iloczyn dwdch operatorow hermitowskich jest operatorem
hermitowskim.

Pokaza¢ dla funkcji normowalnych do jednosci, ze w jednym wymiarze operatory
polozenia x oraz pegdu p sa operatorami hermitowskimi.

Napisa¢ hamiltonian dla oscylatora harmonicznego. Zapisa¢ go przy pomocy operatorow
aia’,gdzie a = E(x + £) . Znalez¢ relacje komutacji dla operatorow aia’: [a, a'],
mo

[a,(@)'), [a"a, al, [a"a, a']

Udowodni¢, ze wartos¢ srednia pedu czasteczki w stanie o okreslonej energii (widmo
dyskretne) jest rowne zeru. (Podpowiedz: rozwazy¢ komutator [H, x].)

Pokazaé, ze dla stanéw wiasnych hamiltonianu A zachodzi wlasnos$¢ (reguta sum)
ZK j \x‘ n>‘2 (E,-E,)= n’ / 2m . (Wskazéwka: rozwazy¢ komutator [x,[H,x]] oraz element
J

(n|[x,[H,x]]|m)).

Czastka opisana jest funkcja falowa W(x) = Cexp(—yx + ikx)®(x) . Znalez¢
prawdopodobienstwo, ze pomiar pedu da wynik z przedziatu (%(k —vy), i(k +7v)).
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Czastka swobodna:
Znalez¢ rozwiazanie roOwnania Schrodingera bez czasu dla swobodnego elektronu:

hZ d2
-———Y(x)=EY
2m dx’ () 0
2
(co mozna przepisac: (jz +77)¥(x) =0, gdzie y = ZZZE )-
x

Poréwnaj je do rownania niethtumionego oscylatora harmonicznego:

2
(:;;2+032)x(t) =0, gdzie o):\/i.

Poréwnaj rozwiazania i ich sens fizyczny.
Znalez¢ funkcje 1 wartosci wtasne operatora pedu.

Zasada nieoznaczonosci:

a) Wyprowadzi¢ zasad¢ nieoznaczonosci na przyktadzie pedu i potozenia
(zob. Schiff Mechanika kwantowa)

b) Wykaza¢, ze w zasadzie nieoznaczonos$ci dla potozenia i pgdu réwnosé
Ax-Ap. =nh/2 zachodzi tylko dla paczki gaussowskiej.

Jednowymiarowe zagadnienia wlasne (stany zwiazane)

26.

27.

28.

Znalez¢ poziomy energetyczne dla £ < 0 i funkcje falowe czastki o masie m.
umieszczonej wewnatrz jednowymiarowej, ptaskiej, symetrycznej studni potencjatu:

0, x<-—a
V(X)Z—VO®(‘x‘<a): -V,, —a<x<a,
0, xX>a

gdzie V,>01a>0.

Czastka w jednowymiarowej, nieskonczonej, plaskiej studni potencjatu
o,|x| > a

Vix)=
0, x‘ <a

opisana jest funkcja W(x) = C cos’ (nx/2a) . Jakich wynikow i z jakim
prawdopodobienstwem, nalezy oczekiwaé przy pomiarze energii?

Znalez¢ poziomy energetyczne ( £ < 0) 1 funkcje falowe czastki o masie m umieszczonej
wewnatrz jednowymiarowej, plaskiej studni potencjatu:

00, x<0
V(ix)=<-V,, 0<x<a.
0, x>a

W jakich warunkach istnieje tylko jeden stan zwigzany?



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Rozwiaza¢ zadanie 9.3 z ksiazki Haken, Wolf Atomy i kwanty Wydawnictwo Naukowe
PWN: Potencjal V(x) dany jest w jednym wymiarze w postaci —[0(x), gdzie d(x) jest
funkcja 6—Diraca. Rozwiaz rownanie Schrodingera dla stanéw zwiazanych, tzn. dla
E<O0.

Korzystajac z wynikéw zadania 19 znalez¢ wartosci wlasne energii oscylatora
harmonicznego i odpowiednie funkcje wlasne.

Wykazaé, ze w stanach oscylatora harmonicznego o okre$lonej energii warto$¢ Srednia
energii kinetycznej jest rOwna wartosci sredniej energii potencjalnej (skorzystac z
wlasnos$ci operatorow kreacji 1 anihilacji).

Znalez¢ funkcje wtasne operatora anihilacji (funkcje tzw. stanow koherentnych).
Oscylator harmoniczny znajduje si¢ w stanie koherentnym o warto$ci wtasnej operatora

anihilacji rownej a (liczba zespolona). Jakie wyniki i z jakimi prawdopodobienstwami
mozna otrzymac¢ przy pomiarze energii?

Oscylator harmoniczny znajduje si¢ w stanie opisanym funkcja
4 2
x"x I x
Y(x)=CC 4+ )exp(= ),
o’ o 2a

gdzie C — stata normalizacyjna, o® = h/ ~/mk . Jakie wyniki z jakimi
prawdopodobienstwami mozna otrzymac przy pomiarze energii?

Znalez¢ energie widma dyskretnego metoda wielomianow Sommerfelda dla potencjatow:
a) oscylatora harmonicznego V' (x) = 1 mw’x”

b) kulombowskiego V(x) =—0/ x|
¢) Morse’a V(x)=V,(e”* —2e ™)

Dla skonczonej, symetrycznej, ptaskiej studni potencjatu (zob. zad. 26) oblicz rzut oraz
elementy macierzowe operatora potozenia:

2) {1]2),
b) {1jx/1),
) (1x2).



37.

Ewolucja swobodna pakietu gaussowskiego:
Zbada¢ ewolucje w czasie czastki swobodnej opisanej w chwili poczatkowej funkcja
Gaussa:

1 (x—a)* .
————exp(— +ikx).
426’ o 4o’ :
Oszacowacé czas potrzebny do podwojenia szeroko$ci pakietu dla elektronu (6 =10"m ,
m=10""kg)orazdlapyli (6 =10"m, m =10"kg).

Y(x,0) =

Jednowymiarowe zagadnienia wlasne (widmo ciagle)

38.

39.

40.

41.

42.

Zbadac¢ rozproszenie czastki o masie m na progu potencjatu (U > 0)
0, x<0

Vi(x)= .
U, x>0

Obliczy¢ prawdopodobienstwo przepuszczenia dla czastki o energii £ >U oraz E<U .
Dla energii £ =0.99U oszacowaé glebokos¢ wnikania w obszar bariery o potencjale

U =10V dla elektronu i dla czastki pytu o masie 107" kg i tadunku 10°e .

Zbadac rozproszenie czastki na symetrycznej barierze potencjalu

0, x<0,x>a
V(x)=
U, O<x<a

Obliczy¢ gestos¢ pradu czastek padajacych 1 odbitych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
odbicia i przepuszczenia dla przypadkéw gdy £ >U oraz E <U .

Dla energii £ =0.99U oszacowa¢ prawdopodobienstwo przepuszczenia przez barierg o
potencjale 10V 1 szerokos$ci 1nm dla elektronu 1 dla czastki pyle o masie i tadunku
odpowiednio 10" kg i 10°e.

Znalez¢ posta¢ (bez normowania) funkcji standw rozproszeniowych ( E > 0) prostokatne;j
skonczonej studni potencjatu 1 wyrazi¢ ja funkcjami trygonometrycznymi (por. zadanie
23).

Rozwiaz zadanie 9.5 z ksiazki Haken, Wolf — stany rozproszeniowe potencjatu opisanego
funkcja 6—Diraca (por. zadanie 29). Stany rozproszeniowe mozna zbudowa¢ dodajac lub
odejmujac rozwiazania zagadnienia rozproszeniowego dla fali padajacej z lewej 1 z prawej
strony.

Oblicz 1 naszkicuj zaleznos$ci od energii pozadiagonalnych elementéw macierzy operatora
potozenia (1/x E, p) oraz (1|x E,np) (czyli dla parzystych i nieparzystych stanow

continuum) dla skonczonej, symetrycznej, ptaskiej studni potencjatu (zob. zadania 28 i
40).
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44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

Pokazaé, ze dla operatora momentu pedu Lx L #0.
Znalezé postaé operatorow V, V*, I*, L_ oraz L i L_ we wspdhzednych sferycznych.
Obliczy¢ funkcje wlasne operatora rzutu momentu pgdu L_ 1 unormowac je do jedynki.

Wykaza¢, ze w stanach wlasnych operatora L. warto$ci $rednie operatoréw L, i L, sa

rowne zeru.

a) korzystajac, z tego ze inL, =[L,,L.] (i podobnie dla L ) oraz z tego, ze L, jest
operatorem hermitowskim

b) korzystajac z jawnej postaci funkcji wlasnej L, oraz operatorow L, i L, we

wspotrzednych kulistych.

Sposrod standw wihasnych operatorow L’ i L. znalez¢ te, w ktorych niedoktadnoéé
tacznego pomiaru L, i L, (tzn. suma wariacji W(L,)+ W (L,) ) jest najmniejsza.

Rotator ptaski o masie M i ramieniu R opisany jest funkcja

Y(p)=Ccos’ ¢,

gdzie Cjeststatai 0 <@ < 2m.

a) Jakich wynikéw i z jakimi prawdopodobienstwami nalezy oczekiwac przy pomiarze
energii 1 momentu pedu?

b) Znalez¢ warto$¢ $rednig i wariancjg¢ rozktadu.

Funkcje kuliste
a) Znalez¢ funkcje whasne operatoréw £ (harmoniki sferyczne Y, (0,9)).

b) Oblicz L.Y, (0,¢).

c) Pokaza¢, ze dla hamiltonianu ze sferycznie symetrycznym potencjalem zaleznosci
katowe funkcji w stanach zwiazanych i rozproszeniowych opisuje funkcja wlasne
operatora kwadratu momentu pgdu. Wykorzystujac warto$ci wtasne operatora
momentu pgdu napisz rownanie radialne i znajdz warunek na podstawienie, dla
ktérego roéwnanie przyjmuje posta¢ znana z rozwazan jednowymiarowych (brak
pierwszej pochodnej)

d) Korzystajac z ortogonalnosci funkcji kulistych oraz ze zwiazkow M8.23 1 M8.24 w
Biatynicki-Birula Teoria kwantow wyznaczy¢ niezerowe elementy macierzowe
operatorow x, y, z, x+iy, x-iy bazie funkcji kulistych (por. reguly wyboru dla
sprzgzenia dipolowego).

Czastka znajduje si¢ w stanie, w ktorym moment pedu i jego rzut na o$ z opisane sa
liczbami kwantowymi / =1, m =1. Jakich wynikéw i z jakimi prawdopodobienstwami
mozna oczekiwac przy pomiarze rzutu momentu pgdu na o$ z' lezaca w plaszczyznie yz i
tworzaca kat o z osig z.

Znalez¢ funkcje wiasne stanu zwiazanego / = 0 kulistosymetrycznej studni potencjatu
ViF)y=V(r)y=-V,0(a-r).



52. Znalez¢ potencjal w punkcie okre$lonym przez wektor wodzacy R pochodzacy od

53.

nieodksztatconego atomu wodoru w stanie podstawowym.

Oscylacje Rabiego:

Czastka opisana jest hamiltonianem H , ktorego funkcje i warto$ci wlasne sa znane
(H,Y, =EY,),1znajduje si¢ w stanie podstawowym ‘¥,. Wiaczono zaburzenie V, ktdre
ma tg wlasnos¢, ze sposrod elementow macierzowych V; = <i ‘V\ j> = I ‘I’;V‘def tylko V,,
1 V,, sardzne od zera. Z jakim prawdopodobienstwem znajdziemy czastkg w stanach
energetycznych po czasie ¢?



54. Macierze Pauliego (macierze spinowe 2 x2):

55.

56.

a) analiza spektralna operatorow/macierzy

0 1 0 —i 1 0 1 0

G\, = , 0O, = . 5 Gz = , I:

’ 1 0 li o0 0 -1 0 1
Wektory wlasne unormowac do jedynki.

b) Wykazaé, ze macierze te spetniaja rownosci:

o’ zcsi =o.=0"=1
6,06, =—6,6, =i, podobnie dla pozostalych macierzy
Stad wyprowadzi¢ komutator i antykomutator {c¢ ,c,} =6,6, +06,0, dla

poszczegolnych macierzy Pauliego.
c) Wykaza¢, ze cztery macierze Pauliego stanowia bazg wszystkich macierzy 2 x2.
d) Korzystajac z reguty komutacji macierzy Pauliego znaleZ¢ operator w przestrzeni

2x2 8= (S,,S,,S.) owymiarze momentu pedu, ktorego sktadowe beda spetniaty
reguty komutacji identyczne jak sktadowe operatora momentu pedu L =(L,,L,L.).

Znalezé reprezentacje macierzowa operatora S°.
e) Znalez¢ macierze reprezentujace operatory 6, =6, +i6 .
Sprawdzi¢ dzialanie macierzy o, i 6_ na unormowane stany wlasne operatora o,
(wykorzystaj oznaczenia V__, = ‘ + 1> = ‘ +> oraz ¥, _, = ‘ — 1> = ‘ —> ).
Znalez¢ relacje komutacji dla operatoréw 6, , _ 1 o_.
f) Pokazaé, ze |-)+ =, |+~ =0, [+)(+|+|-)| =1,
Obliczy¢ |+)(+| i |—)(-|

et == = o

Dla s = 1/2 znalezé funkcje wiasne i wartosci whasne rzutu spinu S na kierunek
i = (sinBcos,sin Bsin @, cosB) czyli
Gen

U

i

Jesli czastka jest przygotowana tak, ze rzut spinu na o$ z wynosi #/2 (stan ‘ +> ), to

a) jaka jest warto$¢ oczekiwana operatora w tym stanie (+|6,|+),

b) jakie sa prawdopodobienstwa otrzymania poszczegdlnych wynikow przy pomiarze
rzutu spinu na kierunek 7 ?

a) Znalez¢ operatory spinu dla czastki o spinie s =1.
(Podpowiedz: Z teorii operatoréw momentu pedu wynika, ze

K. |k,m,)=nh |k £m, +1)(k Fm,)| k,m, 1) =h[k(k+1)—m,(m, £D|k,m, £1),
gdzie |k, m, )to funkcje wlasne operatorow K i K, (K*|k,m,)=n*k(k +1)k,m,),
K. \k,m)=nhm]k,m,)). Zadajac takich relacji dla S, znajdz sktadowa x i y spinu.

b) Czastka znajduje si¢ w stanie o rzucie spinu na o$ z wynoszacym + 7. Jakich
wynikow 1 z jakimi prawdopodobienstwami mozna oczekiwa¢ przy pomiarze rzutu
spinu na o$ x?
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Udowodni¢, ze potencjat Vlecka A4, (7) =1 B x 7, gdzie B to jednorodne (niezalezne od

polozenia) pole magnetyczne jest poprawnym potencjatem dla tego pola (tzn.
V x 4, () = B) oraz, ze spetnia cechowanie Coulomba divA(7) =V o A(F)=0.

Wykorzystujac potencjat Vlecka znalez¢ hamiltonian swobodnej czastki natadowanej (bez
uwzglednienia jej spinu) w jednorodnym polu magnetycznym. Nastgpnie zapisac
hamiltonian we wspoirzednych walcowych dobranych tak, ze pole magnetyczne jest
skierowane w kierunku 2. (Zob. Biatynicki-Birula Teoria kwantow, rozdziat 22).

W poprzednim zadaniu uzupetni¢ hamiltonian o czg¢s¢ opisujaca spin czastki.

Czastka o spinie 1/2 znajduje si¢ w silnym polu magnetycznym B réwnolegtym do osi z i

stabym polu magnetycznym b réwnoleglym do osi x. ZnaleZé perturbacyjne poprawki do
energii zwigzane z oddziatywaniem spinu z tymi polami.

Czastka o masie m znajduje si¢ w polu o potencjale ¥ (x) = kx*/2 + Ax’ + Bx*. Znalez¢
perturbacyjne poprawki do energii (nalezy uzy¢ operatoréw kreacji i anihilacji)
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Dwa atomy wodoru w stanie podstawowym znajduja si¢ w odleglosci R. Znalez¢
poprawke perturbacyjna do energii (przyciaganie van der Waalsa).

Oszacowac poprawke do energii stanu podstawowego atomu wodoru wynikajaca ze
skonczonych rozmiaréw jadra. Przyjaé, ze jadro jest jednorodnie natadowana kula o
promieniu R.

Oszacowac poprawke do energii stanu podstawowego atomu wodoru wynikajaca z
relatywistycznego przyrostu masy (zaburzenie jest postaci —b*/8m>c?).

Rozwiaza¢ natadowany rotator ptaski w polu elektrycznym. Znalez¢ poprawki do energii
wynikajace z obecnosci pola elektrycznego korzystajac z rachunku zaburzen.



