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Dalszy rozwoj aplikacji w trybie rdzennym nie jest juz mozliwy bez zaimplementowania operacji na macierzach.
Mozemy oczywiscie uzy¢ jednej z dostepnych w Internecie bibliotek, najlepiej GLM (zob. dodatek A), ale
zgodnie z filozofig tej ksiazki chcialbym, aby$Smy odpowiednie rozwigzania przygotowali samodzielnie, a przy
okazji zrozumieli stojaca za nimi matematyke.

Werteksy przesytane do karty graficznej wyrazone powinny by¢ w czterowymiarowym uktadzie wspotrzednych
modelu. Macierze §wiata i widoku, ewentualnie jedna macierz model-widok, transformujg wspotrzedne werteksu
z lokalnego uktadu obiektu do uktadu wspotrzednych kamery — to jest ten uktad, ktory zazwyczaj przedstawiany
jest na rysunkach wprowadzajacych do OpenGL; z osiag OZ skierowana do widza, osig OX skierowang W prawo i
osig OY — do gory. Uktad modelu moze mie¢ natomiast dowolne potozenie i orientacje - macierze §wiata i
widoku moga by¢ bowiem iloczynem macierzy opisujacych obroty, translacje, skalowania, odbicia czy
pochylenia. Te macierze omowione zostang nizej w tym rozdziale. Za dalsze przeksztatcenia, tj. transformacje z
uktadu odniesienia kamery do uktadu przycinania odpowiada macierz rzutowania, od wyprowadzenia ktorej
zaczniemy. Wyprowadzenie nie jest matematycznie bardzo trudne, ale do$¢ zawite. Warto zatem czytaé
nastepny fragment z otowkiem w reku.
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Rysunek 8.1. Bryly widzenia w uktadzie kamery w przypadku perspektywy (frustum) i rzutu izometrycznego
oraz po transformacji do uktadu NDC (szeécian w prawym goérnym rogu)

Macierz rzutowania odpowiedzialna jest za transformacje¢ z uktadu wspotrzednych kamery (lub jak kto woli —
oka) do uktadu przycinania (ang. clip coordinate system). To nie jest jednak uktad docelowy. Uzupetnieniem
tego przeksztalcenia jest bowiem tzw. dzielenie perspektywiczne, tj. podzielenie wspotrzednych X, y i z przez
wspotrzgdna skalowania w. W efekcie nastgpuje transformacja do trojwymiarowego uktadu unormowanych
wspotrzednych urzadzenia (NDC), w ktorym bryta widzenia przyjmuje ksztatt sze§cianu (rysunek 8.1). Ksztatt
sceny wyznacza charakter rzutowania, a doktadniej macierz odwrotna do macierzy rzutowania oraz to, ze w
uktadzie NDC ma ona mie¢ ksztalt szescianu. A zatem w przypadku rzutowania izometrycznego, w ktérym
przeksztalcenia wszystkich wspotrzednych sg liniowe, bryta widzenia w uktadzie kamery bedzie
prostopadtoscianem. W przypadku rzutu perspektywicznego — bedzie miata ksztatt frustum.

Zgodnie z konwencja OpenGL przyjmijmy, Ze ekran utozony jest w taki sposob, ze w uktadzie odniesienia
kamery znajduje sie¢ w ptaszczyznie prostopaditej do osi OZ (0si optycznej wirtualnej kamery), a jego lewa i
prawa krawedz znajdujg sie w X = | i X = r, natomiast dolna i gornawy =b iy =t (zwykle I i b s3g uyjemne, arit
— dodatnie, ale to nie jest konieczne). Ekran ustawiony jest 0 n od kamery, a tylna ptaszczyzna ograniczajaca
scene o f.! Poniewaz 0§ OZ skierowana jest w kierunku do widza z zerem w potozeniu kamery (rysunek 8.1),
ekran znajduje si¢ w Z = —n, a tylna ptaszczyzna odcinania w z = —f. Warto$ci wspotrzednej z przyjmujg wartosci
ujemne (n i f sa dodatnie). Te wartosci, a wiec kolejno I, r, b, t, n i f sg argumentami funkcji g1 Frustum i
glortho tradycyjnego OpenGL. Jak wspomniatem, w efekcie rzutowania i nastepujacego po nim dzielenia
przez wspotrzgdng w uzyskujemy wartosci wspotrzednych w uktadzie NDC, w ktérym scena staje si¢
sze$cianem o boku 2. W tym uktadzie wspotrzedne X, y i Z przyjmuja wartosci od -1 do 1, przy czym
poszczegolne wspotrzedne sa transformowane w taki sposob, aby zachodzily relacje:

8.2)
x:[l,r] - [-1,1]
y:[b,t] » [-1,1]
2=, —f] - [-11]

Zwrdéémy uwage, ze w przypadku wspotrzednej z zmianie ulega Kierunek osi OZ (pamietajmy, ze f > n). W
uktadach przycinania i NDC warto$¢ wspotrzednej z oddaje bowiem glebie, czyli odlegtos¢ werteksu od kamery,
iro$nie, gdy przesuwamy si¢ od ekranu do tylnej ,,Sciany” frustum. Przeksztatcenia wszystkich wspotrzednych z
uktadu kamery do uktadu przycinania sg liniowe, a wiec zadane przez:

(8.2)
Xe = QyXe + by,
Ye = ayY. + by,
Z, = Q,Z, + b,.

Uprzedzajac fakty, zdradze jednak, ze o ile przeksztatcenie wspotrzednych x i y do uktadu NDC takze jest
liniowe, to nie musi tak by¢ w przypadku wspotrzednej z, a moéwiagc konkretniej: nie jest tak w przypadku rzutu
perspektywicznego.

! Oznaczenia l, r, b, t, n i f biorg si¢ od angielskich stow left, right, bottom, top, near i far, a wigc kolejno lewy, prawy, dolny,
gorny, bliz i dal.



We wzorze (8.2) stosuj¢ oznaczenia, w ktorych indeks ¢ oznacza wspotrzedng w ukladzie przycinania (ang.
clipping), a e — w uktadzie kamery (od ang. eye, czyli oko). To typowa konwencja grafiki 3D, ktora
postanowitem tutaj zachowa¢, pomimo ze od ,,oka” wole uzywaé terminu ,.kamera”.

Macierz rzutowania izometrycznego
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Rysunek 8.2. Rzut z kierunku +y na ptaszczyzng OXZ

Wyprowadzmy najpierw wzor macierzy rzutowania izometrycznego. Po pierwsze dlatego, Ze jest prostsza —
wszystkie przeksztalcenia s w niej liniowe, a po wtore — wyprowadzenie jej mozna traktowac jako wstep do
wyprowadzenia macierzy rzutowania perspektywicznego.

Skupmy si¢ na poczatek na wspotrzednej X. Wiemy, ze dla wartosci X = | powinnismy uzyskaé x, = -1,
natomiast dla x, = r otrzymamy x. = 1. Mamy zatem dwa fakty, ktore pozwolg nam znalez¢ warto$ci statych ay i
b,:

(8.3)

-1=a,l+b,,

1=a,r +b,.
Z drugiego rownania znajdujemy warto$¢ statej b, = 1 — a, 1, ktdrg wstawiamy do pierwszego, co pozwoli nam
ustali¢, ze:
(8.4)

2
Ay = —T
r+1

=1

X

Jezeli r > |, to stalg ay jest dodatnia. Jest ona odpowiedzialna za przeskalowanie uktadow odniesienia — rOwna si¢
wobec tego stosunkowi szerokosci ptaszczyzny odcinajacej w blizy (ekranu) w uktadach przycinania (rowna 2) i
kamery (réwna r — I). Druga stala opisuje roznice¢ potozenia poczatku uktadu wspotrzednych w obu uktadach —

jezeli r i | majg wartosci symetryczne wzgledem zera tj. | = —r, to by rowna jest zeru. W efekcie transformacja
przyjmuje postac:
(8.5)

2 r+1

X, = ——X, — ——.
Cor—=1"% r—1

Sprawdzmy, czy wszystko jest w porzadku, podstawiajac za X, warto$ci I, (1+r)/2 i r. Uzyskamy kolejno: -1, 0 i
1. Analogiczne rozumowanie prowadzi do znalezienia wzoru na transformacj¢ wspotrzedne;j y:

(8.6)

_ 2 t+b
yC_t_bye t_b



i wspotrzednej z:
(8.7)
2 f+n
—_——Z, — —.
f-n" f-n
W tym trzecim przypadku minus przy pierwszym wyrazie zwigzany jest ze zmiang kierunku osi OZ. W
przypadku transformacji izometrycznej, dzielenie perspektywiczne nie powinno wprowadza¢ zadnych zmian.

Dlatego wspotrzedna w, powinna mie¢ warto$¢ rowna jednosci. Z tego wynika, ze transformacja do
wspotrzednych przycinania, a potem do wspotrzednych NDC polega zatem jedynie na ich przeskalowaniu.

Z, =

We wzorach (8.5)-(8.8) kryje si¢ jednak pewien problem: jest nim wolny wyraz niezalezacy od zadnej
wspotrzgdnej uktadu kamery. Taki wyraz uniemozliwia zapis przeksztalcenia za pomoca macierzy! Sprawe
ratuje jednak ,,nadmiarowa” wspotrzedna w. Jezeli zatozymy, ze w uktadzie kamery wspotrzedna W, musi mie¢
warto$¢ rowng 1, to wowczas przeksztatcenie do wspotrzgdnych przycinania i NDC (w przypadku rzutu
izometrycznego te dwa uktady sg identyczne) mozna zapisaé:

(8.8)
2 r+1
XNDCc = X = r_—lxe _r_—lwe’
2 t+b
YnpCc = Ye = m)’e - mwe;
2 f+n
ZNpc = Zc = _]Tnze _anWex

o z kolei mozna wyrazi¢ w zwarty sposob za pomocg macierzy:

(8.9)
2 0 0 r+1
/r—l =1
| 0 2 0 t+b
0= t—b t—b |

2 +
o o - S
f—-n f—-n

0 0 0 1

Jeszcze raz przypomne, ze formalnie rzecz biorgc macierz ta przeprowadza wspotrzedne w uktadzie kamery do
wspotrzednych przycinania. Jednak w tym przypadku dzielenie perspektywiczne nie zmienia ich wartosci, bo W,
= W, = 1, zatem wspoirzgdne NDC maja takg samg wartosc.

Jezeli zalozymy, Ze scena jest symetryczna wzgledem osi optycznej kamery, co jest czgste w praktyce, czyli r =
—l =w/2 (wielko$¢ W = r — | to szerokos¢ ekranu) oraz t = —b = h/2 (h = t — b to wysokos¢ ekranu), to macierz
rzutowania izometrycznego znacznie si¢ uprosci:

(8.10)
2
— 0 0 0
w
2

0= 0 M’ 0 0

0 0 - 0
f—n

0 0 0 1
Zakladajac dodatkowo, zew =2 (1= -1, r=1),h=2(t=1, b =-1) i n = 1, uzyskamy postac:

(8.12)
1 0 0 0
01 0 0
Ol'

0=| 2

0 0 ———
Vo Tl
0 0 0 1



Ta postac jest blizsza macierzy (3.1), na ktorej wyrabialiémy sobie intuicj¢ dotyczacg macierzy rzutowania.
Najwickszym roznica jest pominigcie w macierzy (3.1) glebi (wyraz w trzecim wierszu) oraz odwrocony tu
kierunek osi OZ.

Macierz rzutowania perspektywicznego

W rzutowaniu izometrycznym bryta widzenia ma ksztalt prostopadioscianu, zatem jej boczne krawedzie sa do
siebie rownolegte i jednoczesnie rownolegle do osi OZ. W przypadku rzutu perspektywicznego jest inaczej —
wszystkie te krawedzie leza na prostych, ktore przecinajg si¢ w jednym punkcie nazywanym ogniskiem
rzutowania. To punkt, w ktorym znajduje si¢ kamera — poczatek uktadu wspotrzednych kamery. W rzutowaniu
izometrycznym polozenie kamery jest umowne. Z istnienia ogniska i ze zbiegania promieni widzenia do jednego
punktu wynika, ze obiekt mniejszy, ale znajdujacy si¢ blizej, moze przestaniac obiekt wigkszy, ale dalszy (por.
rysunek 8.3). Zastanowmy si¢ wobec tego jak w miar¢ oddalania od kamery zmienia si¢ wielko$¢ obiektow,
ktére na ekranie majg ten sam rozmiar albo odwrotnie: jak rozmiar obrazu na ekranie w rzucie
perspektywicznym zalezy od jego odlegtosci od ekranu i kamery. W rzutowaniu izometrycznym rozmiar obrazu
zrzutowanego na ekran obiektu, jest taki sam, jak samego werteksu — wspotrzedne dowolnego werteksu po
zrzutowaniu, nazwijmy je X, i y,, maja te same wartosci, co wspotrzedne X i Y. (rysunek 8.2).
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Rysunek 8.3. Rzut frustum z kierunku +y. Zaznaczony werteks P, nie musi znajdowac¢ si¢ w ptaszczyznie OXZ
zawierajacej oS optyczng

Spo6jrzmy na kamere i frustum ,,z gory” tj. z kierunku +y. Pokazuje to rysunek 8.3 prezentujacy plaszczyzne
OXZ, ktory pozwoli nam sprawdzi¢ jak wspotrzedna x, obrazu werteksu na ekranie powinna zaleze¢ od
wspotrzednej z, oryginalnego werteksu. Rozwazmy w tym celu punkt P, znajdujacy si¢ w obrebie sceny. Z
podobienstwa trojkatow OP¢R. i OP R, wynika, ze
(8.12)

Xe Xp

Ze -n

Pamigtajmy, Ze Z. i Z, = —N sa mniejsze od zera. Te trojkaty nie musza leze¢ w ptaszczyznie OXZ, zatem dlugosci
odcinkéw OR; i OR,, wcale nie sa rowne Z i z,, ale ich stosunek rowny jest stosunkowi tych wspotrzednych.
Identyczne proporcje mozna zapisa¢ dla zmiennej y. Z tego wynika, ze zrzutowany na ekran obiekt ma rozmiary:

(8.13)

xe
X, = —N—
14 Ze’
b= e
14 Ze.

Juz teraz widaé, ze rozmiar ten maleje wraz ze zwigkszaniem wartosci —Z,, czyli odlegtosci od kamery. To
wlasnie jest perspektywiczne pomniejszenie dalszych obiektow. Transformacja do uktadu NDC powinna je
uwzgledniaé. Wiasnie dlatego w przypadku rzutowania perspektywicznego przeksztalceniom (8.8) nie podlegaja
wspotrzedne X i y. oryginalnego werteksu, a wspolrzedne X, i y, 0brazu zrzutowanego na ekran.



Potaczmy zatem oba przeksztatcenia. W tym celu musimy ztozy¢ wzory (8.5)-(8.7). Uzyskamy w ten sposob
transformacj¢ wspotrzednych werteksu z uktadu kamery bezposrednio do wspotrzednych NDC:

(8.14)

2 X\ Tr+1 1/2n r+1
npe =r_z(‘"z> o ‘jﬁ"e +mze)'

2 Ve t+b 1/ 2n t+b
Ynpe = m(‘"g) Ti=p ‘z(mxe +mze>'

Zwr6¢my uwage, ze o ile we wzorach (8.14) zawarto$¢ nawiasdéw moze by¢ zapisana za pomocg macierzy z
elementami, ktore zaleza jedynie od parametrow frustum (state I, r, b i t), to wspotczynnik przed nawiasem
zalezy od wspoétrzednej transformowanego werteksu. Takiego przeksztalcenia nie zapiszemy za pomocg
macierzy! A to oznacza, wbrew temu co si¢ zwykle méwi, ze sSama macierz rzutowania perspektywicznego
wecale nie umozliwia rzutowania perspektywicznego. Zasadnicza prace w tym wzgledzie musi wziaé¢ na siebie
dzielenie perspektywiczne, czyli redukcja wspotrzednych jednorodnych w uktadzie przycinania do
wspotrzednych kartezjanskich NDC z jednoczesnym podzieleniem wspotrzednych X, Y. i Z¢ przez wspotrzedna
W,. Aby to zadziatalo we wlasciwy sposéb musimy jednak zadbaé o to, aby we wspotrzednej w, znalazta si¢
warto$¢ wspotrzednej z,. To 0znacza, ze wzory na przeksztatcenie uktadu wspotrzednych do uktadu przycinania,
a wigc bez dzielenia perspektywicznego, powinny wygladac nastepujaco:

(8.15)
2n r+1
X, = r_—lxe + r_—lze'
2n t+b
Ve = mxe + mze'
W, = —2Z.

Jak wida¢ do wspétrzednej W, przeniostem takze minus, ktory widoczny jest we wzorach (8.14). Nadal nie
mamy jeszcze wzoru na transformacje wspotrzednej z. Wartos¢ z nie zalezy od X, i Ve, jest liniowa funkcjg z,
(por. wzor 8.2):

(8.16)
Z, = Q,Z, + b,.

Musimy takze pamigtac o tym, ze przy przejsciu do wspotrzednych NDC wszystkie wspotrzedne, w tym takze
wspotrzedna z., zostanie podzielona przez w, = -z, co jest konieczne, aby wprowadzi¢ perspektywe:

(8.17)
1
ZNpe = T (azze +by),
e

przy czym a, musi by¢ ujemne, bo 0§ OZ w uktadzie NDC zmienia kierunek. Przeksztalcenie wspotrzgdnej z, do
Znpe, W odroznieniu od transformacji do uktadu przycinania (8.16), traci charakter liniowy (por. rysunek 8.4).
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Rysunek 8.4. Wspoétrzedna zypc w funkcji wspotrzednej z, z uktadu kamery do uktadu NDC dlan=1if=10

Ponadto wiemy, ze dla z, = —n powinni$my uzyskaé¢ zypc = —1, a dla z, = —f powinni$my otrzymac zypc = 1.
Podstawiajac te wartosci do wzoru (8.17) otrzymujemy:

(8.18)
= em ) = e+ 2
(=n) n
1= — (@, () +b) = —a, + =
=1 f
Proste przeksztalcenia pozwalaja na znalezienie wartosci a; i b;:
(8.19)
a, = —; tz <0,
b, = — 2nf _
f—n

Transformacja wspotrzednej z z uktadu kamery do uktadu wspotrzednych NDC przyjmuje wobec tego postac
(8.20)

1 ( f+n 2nf )
——(- Ze — .

z,\ f—-n"® f-n
Nie usuwam minusow z tego Wzoru, poniewaz minus przed nawiasem jest juz zafiksowany w dzieleniu
perspektywicznym (ustalilismy wcze$niej, ze W, = —Z,). Pojawia si¢ tu ponownie problem zwiazany z wolnym
wyrazem wewnatrz nawiasu. I tym razem mozemy problem rozwiaza¢ zaktadajac, ze wspotrzedna W, w uktadzie
kamery musi mie¢ warto$¢ rowna 1. Wowczas mozna napisac:

(8.21)

ZNpe =

_l(_f+n 2nf We)-

g —
Ze\ f—-n"% f—-n

W ten sposéb ustalilismy przeksztalcenia wszystkich wspotrzednych i mozemy zapisa¢ kompletny wzor na
macierz rzutowania perspektywicznego:

(8.22)

ZNDC =



2n 0 r+1 0
r—1 r—1

2n t+b
0 0

P= t—b t—b
+n 2n
0 0 f _2nf
f—n f—n
0 0 -1 0

Taki wlasnie wzor implementuje funkcja g1 Frustum tradycyjnego OpenGL, funkcja frustum z biblioteki
GLM i taki wzor zaimplementujemy tez w nastgpnym rozdziale w naszej wiasnej klasie macierzy.

Sprawdzmy jeszcze jak przeksztalcenie (8.21) zmieni warto$¢ wspotrzednych z, = —n, — (n+f)/2 i f z uktadu
odniesienia kamery. Pamigtajac o wykresie z rys. 8.3 nie nalezy spodziewac sig, ,fadnych” wynikow dla
warto$ci posrednich miedzy —n, a —f, w szczegdlnosci punkt o sktadowej z lezacej doktadnie posrodku migdzy
plaszczyznami blizy i dali, w nowych wspolrzednych nie bedzie miat wspotrzednej zypc rownej zeru.
Podstawiajac te wartosci z, kolejno do wzoru (8.21) otrzymamy wyniki: -1, (f-n)/(f+n) i +1. Warto$¢ zerowa
Znpc Otrzymamy natomiast dla z, = —2nf/(f+n). Fakt, Zze przeksztalcenie wspotrzednej z nie jest liniowe nie jest
tak duzym problemem, jak mogloby sie¢ wydawac. Po przeprowadzeniu transformacji, wspotrzedna ta stuzy
bowiem jedynie do przeprowadzenia testu glebi. A do tego wazne jest zachowanie kolejnosci odlegltosci
punktow od kamery. Warunkiem jest wiec jedynie, aby transformacja byta zmienna monotonicznie, a nie aby
zachowywala proporcje odleglosci punktéw od kamery.

Podobnie, jak w przypadku macierzy rzutowania izometrycznego sprawdzmy jak wyglada macierz rzutowania
perspektywicznego dla symetrycznie ustawionej sceny (stosuje te same oznaczenia, co w przypadku wzoru
(8.10):

(8.23)
2n
— 0 0 0
w
p— 0 s 0 0
+ 2
0 0 _f no nf
f-n f-n
0 o -1 0
Ponadto dlaw =2, h =2 in =1 otrzymamy
(8.24)

=)

Il
/-o—\
o o Rk o

|

\H

\+

—_

|

N

K
¥



Funkcje glFrustum vs gluPerspective

bliz
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Rysunek 8.5. Widziany z boku (z kierunku +x) obszar przed ekranem

Biblioteka pomocnicza GLU (od ang. OpenGL Utility Library) zawiera czesto uzywana funkcje
gluperspective. Efektem jej wywotania jest, podobnie jak w przypadku g1Frustum, pomnozenie biezgcej
macierzy przez macierz rzutowania perspektywicznego. Rézni si¢ jednak przyjmowanymi argumentami:

gluPerspective (¢, w/h, n, f);

Dwa ostatnie parametry n i f sg tak, jak wczesniej odlegto$cia blizy i dali od kamery, drugi argument to stosunek
szerokosci W do wysokos$ci h viewportu (ang. aspect ratio, my w zmiennej wsp przechowujemy stosunek
wysokosci do szerokosci h/w, czyli odwrotnos¢ drugiego argumentu), a ¢ to kat pionowego pola widzenia
wyrazony w stopniach (ang. fovy od field of view y). Pokazuje to rysunek 8.5. Z tego rysunku wynika, ze kat 6w
mozna zwigzaé z rozmiarem ekranu i odleglo$cig ekranu od kamery korzystajac z funkcji trygonometrycznych?.
Wezmy pod uwage gorny trojkat z rysunku rozciggniety migdzy trzema punktami o zaznaczonych na rysunku
wspotrzednych (dla wygody narysowany takze z prawej strony). Jego wysokos$¢ rowna jest potowie wysokosci
ekranu h/2, a dlugo$¢ podstawy rowna odleglosci kamery od ekranu n. Zatem:

(8.25)

t ((p) h / 2
8\2)~ n
Argumentoéw metody gluPerspective jest mniej i sg bardziej intuicyjne. Proszg jednak zauwazy¢, ze mozliwe
jest to dzieki zatozeniu, ze scena jest ustawiona symetrycznie wzgledem kamery (jak we wzorze (8.23)).
Zalozenie symetrii sceny oznacza, ze samodzielnie implementujac funkcje¢ z takimi parametrami, jak w
gluPerspective, mozemy wykorzysta¢ funkcj¢ odpowiadajacg g1 Frustum, ale nie odwrotnie.

Znajdzmy warto$ci parametrow funkcji g1 Frustum znajac wartosci parametrow funkcji gluPerspective. Z
zatozenia symetrii wynika, ze

(8.26)
LA N
2 2 2 2
Ponadto mozemy obliczy¢ wysokos¢ ekranu korzystajac ze wzoru (8.25), czyli:
(8.27)
h=2ntg (g)

2 Pamietajmy tylko podczas implementacji, ze funkcje trygonometryczne w C++ przyjmuja jako argumenty katy mierzone w
radianach. Kat pelny w radianach réwny jest n, podczas gdy w stopniach to 180°.



Z kolei znajac wysoko$¢ ekranu i jego proporcj¢, mozemy latwo znalez¢ takze jego szeroko$é, ktora rowna jest
iloczynowi tych dwoch warto$ci. Nie jestem jednak przekonany, czy wykorzystanie funkcji g1 Frustum jest
optacalne, czy nie tatwiej uzy¢ bezposrednio wzoru (8.23).

Odtworzenie macierzy identycznej, jak tej z rozdziatu 1., ale uzywajac metody gluPerspective wymagatoby
uzycia argumentéw o wartosciach widocznych w ponizszym wywotaniu funkcji:

gluPerspective (70.75f, 1/wsp, 1.0f, 10.0f);

gdzie ¢ = 2arc tg(h/2n). A poniewaz wysoko$¢ ekranu rowna byta h = wsp-2 dla wsp roéwnego 0.71, to
@ = 2arc tg(0.71) = 70.75°.

Wspotrzedne viewportu

Uktad wspotrzgdnych NDC nie jest jeszcze ostatnim uktadem, jaki jest stosowany w grafice 3D. Na koncu
potoku renderowania wykonywana jest jeszcze jedna liniowa transformacja: zmienne x i y sg przeskalowywane
w taki sposob, aby obejmowaty zakres obszaru klienta, w ktorym znajduje si¢ viewport i zaokraglane do liczb
catkowitych (jednostka jest teraz piksel), a gleboko$¢ przeksztatcana jest do zakresu od 0 do 1:

(8.29)

1
xvzz(xNDc'l'l)'W‘l'X,

1
YvZE(YNDc+1)'H+Y:

1
z, = E(ZNDC +1).

To uktad wspotrzednych viewportu (ang. viewport coordinates). Wielkosci X i Y wyznaczajg lewy dolny rog
viewportu, a W i H to odpowiednio jego szeroko$¢ i wysoko$¢ (we wspotrzednych obszaru klienta okna). Zakres
zmiennej z w uktadzie okna mozna kontrolowac za pomocg funkcji g1DepthRange, domyslnie jest to wlasnie
zakres od 0 do 1. Korzystajac ze wspotrzednych z, (skonwertowanych do liczb catkowitych) przeprowadzany
jest test glebi, a wspotrzedne X, i Y, uzywane sg do zapetnienia bufora ramki, w ktorym przygotowywany jest
obraz widoczny na ekranie monitora.

Przyktad

Sprawdzmy jak ten ciag przeksztatcen wyglada w praktyce korzystajac z ustawien uzytych w pierwszym
rozdziale. Umiescili$my wowczas na scenie trojkat o wierzchotkach w punktach A = (-1, -1, 0, 1), B=(1, -1, O,
1)iC=(0,1,0,1) (por. rozdziat 1, w szczegdlnosci listing 1.17 MOZE TO NIE PIERWSZY). To s3
wspotrzedne w lokalnym uktadzie odniesienia. Zat6zmy, ze macierz $wiata jest jednostkowa, a macierz widoku
taka, ze obiekt odsunigty jest od kamery o 10. W uktadzie kamery punkty maja zatem wspotrzgdne A = (-1, -1, —
3,1),B=(1,-1,-3,1)iC=(0,1,-3,1). Poniewaz do ustawienia macierzy rzutowania uzyliémy funkcji
glFrustum Z argumentami

glFrustum(-1.0f, 1.0f, wsp*-1.0f, wsp*1.0f, 1.0f, 10.0f);

to state okreslajace bryte widzenia rowne sag | =1, r=1,n=11if=10. Wartosci b i t zaleza od rozmiaru okna
tak, aby proporcja wirtualnego ekranu na rzutni byta taka sama, jak proporcja viewportu, a tym samym trojkat
widoczny na ekranie miat takie Ssame katy, co ten wirtualny. Dla okna o rozmiarze 800600 w Windows 7,
obszar klienta, ktorego catg powierzchnie zajmuje viewport ma wielko§¢ WxH = 782x555. To oznacza, ze
proporcja wsp réwna H/W bedzie miata warto$¢ 0.709718645 (jak zaznaczytem wceze$niej to jej odwrotnosé
nazywana jest aspect ratio). Na potrzeby tego ¢wiczenia zaokraglimy ja do 0.71, co jest pewnie zbyt zgrubne
biorac pod uwage fakt, ze piksel moze mie¢ szeroko$¢ mniejsza niz jedng tysigczng szerokosci viewportu.
Wobec tego b =-0.71, at = 0.71. Macierz rzutowania perspektywicznego bedzie zatem miata postac:

(8.29)

® Pamietajmy tylko, ze aby uzy¢ metody gluPerspective musimy do kodu whaczy¢ plik GL\glu.h (dyrektywa
#include <gl\GLU.h>), a w ustawieniach linkera dotaczy¢ bibliotek¢ glu32.lib.
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Transformacja punktéw A , B i C do wspoirzednych przycinania wyglada nastgpujaco:
(8.30)

1 0 0 0 -1 -1 -1
A = PA = 0 141 0 0 -1 _ —-1.41 _ 141
¢ 0 0 -—-122 -222/\-3 3.66 — 2.22 1.44 |
0 0 -1 0 1 3 3
1 0 0 0 1 1 1
B. = PB = 0 141 0 0 -1 _ —-1.41 _ | 141
¢ 0 0 -—-122 -222|\-3 3.66 — 2.22 144 [
0 O -1 0 1 3 3
1 0 0 0 0 0 0
C =PC= 0 141 0 0 11_ 1.41 _ | 141 .
¢ 0o 0 -—-122 -222|\-3 3.66 — 2.22 1.44
0 0 -1 0 1 3 3

Poniewaz wszystkie trzy punkty leza na jednej ptaszczyznie prostopadtej do osi optycznej kamery z, = -3, to
werteksy roznig sie tylko wspotrzednymi X i y. Tak jest takze w uktadzie przyciecia. To Si¢ nie zmieni po
przejsciu do uktadu NDC, czyli po podzieleniu przez W, = -z, = 3. Za to przeksztalcenie nie jesteSmy juz
odpowiedzialni piszac shadery — wykonuje je karta graficzna. Gdyby trojkat znajdowat sie jeszcze dalej od
ptaszczyzny blizy, np. w z, = —5.5 (Srodek mi¢dzy blizg a dalg), to wspotrzedna z, wzrostaby do 4.49. W
uktadzie przyciecia zmienia si¢ bowiem kierunek osi z. Dla z, = 10 tj. gdyby tréjkat znajdowat sie w
ptaszczyznie dali, otrzymujemy z, = 10. W uktadzie NDC wspotrzgdne punktow beda rowne:

(8.31)
-1/3 —0.33
P (_1_41/3) _ <_0,47),
1.44/3 0.48
1/3 0.33
Bype = (—1.41/3) = (_0_47),
1.44/3 0.48
0/3 0
Cype = (1.41/3) = <0.47>.
1.44/3 0.48

Warto$ci wspotrzednych X i Y. punktow Aypc | Bype wskazuja, ze trojkat powinien zajmowaé mniej wigcej
jedna trzecia szerokos$ci okna i prawie potowe wysokosci. I tak jest w rzeczywisto$ci (por. rysunek 8.6).



(391,408)

(262,147) (520.147)

(782,0)

Rysunek 8.6. Ostateczne wspotrzedne pikseli odpowiadajacych punktom A, BiC

A jak zmienialyby si¢ wspotrzedna zypc? Sprawdzmy to dla wartosci, dla ktorych przed chwilg obliczaliSmy
wspotrzgdng przycinania z.. Dla z, = —5.5 otrzymali$my z, = 4.49, czyli zypc = 4.49/5.5 = 0.81(63). Dla z, = 10,
z. = 10, wigec, jak nalezato si¢ spodziewac zycp = 1.

Ostatnim przeksztalceniem, za ktore takze nie jeste$my juz odpowiedzialni, jest przej$cie do uktadu
wspotrzgdnych viewportu (kontrolujg je funkcje glDepthRange i glViewport). A poniewaz X=0iY =0
(nasz viewport zajmuje caty obszar klienta), to dla W = 782 i H = 555 przeksztalcenia te dane sa wzorami:

(8.32)
xy = W(xnpe +1)/2 = 391(xypc + 1),
Yo =Hnpe +1)/2 =277.5(npc + 1),
2, = (Zypc + 1)/2.

262
A, = (147),
0.74
520
B, =| 147 |,
0.74
391
C, = (408).
0.74

Sprawdzmy jak zmieni si¢ obraz trojkata, jezeli rzut perspektywiczny zastapimy rzutem izometrycznym, a wigc
jezeli zamiast funkcji glFrustum, uzyjemy funkcji g1ortho z tymi samymi argumentami:

W efekcie otrzymujemy (por. rysunek 8.6)
(8.33)

glOrtho(-1.0f, 1.0f, wsp*-1.0f, wsp*1.0f, 1.0f, 10.0f);
dla wsp rownego 0.709718645 =~ 0.71. Wowczas macierz rzutowania przyjmie postac:
(8.34)
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0.71 — (=0.71) 0.71 - (=0.71)
| . . 2 10+1 |
\ 10—1 10-1
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2 ) g 1 0 0 0
_lo = —— | [0 141 0 0
| 2, T lo o 022 -122
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Korzystajac z tej macierzy mozemy przetransformowac punkty A, Be i C, z uktadu kamery do uktadu
przycinania:

(8.35)
1 0 0 0\ /-1 -1 -1
A —pa—|0 141 0 0o \[-1)_( -141 |_[-141
¢ 0 0 -022 -122]|-3 0.66 — 1.22 ~0.56 |
0o 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1
B _op=|0 141 0 o \[-1)_( -141 |_[-141
¢ 0 0 -022 -122]{-3 0.66 — 1.22 ~0.56 |
0o 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
C—oc—|0 141 0 0 1) 141 |_[ 14
‘ 0 0 —022 -122]|-3 0.66 — 1.22 —0.56 |
0o 0 0 1 1 1 1

W tym przypadku odleglos¢ werteksow od ekranu w zaden sposob nie wptywa na uzyskany obraz (wspotrzedne
Xc 1Yc), ma jedynie znaczenie przy tescie glebi.

Konwersja do uktadu NDC jest trywialna, bo w, = 1:

(8.36)
-1/1 -1
Anpe = (—1.41/1) = (—1.4
—-0.56/1 -0.5
1/1 1
Bynpe = (—1.41/1) = (-1,41),
—0.56/1 —0.56

0/1 0
Cnpc = ( 1.41/1 ) ( 141 )
—0.56

~0.56/1

Zwroémy uwage, ze wspolrzedne y wszystkich punktow wykraczaja poza zakres (-1, 1). To oznacza, ze
wierzcholki trojkata znajda si¢ poza ekranem (rysunek 8.7). I nic tu nie zmieni zwigkszanie odsunigcia kamery
od ekranu. Sprawdzmy jeszcze jak zmieniataby sie wspotrzedna z; = zypc, gdyby$my przesuneli trojkat w glab
do z, = -5.5 i z, = —10. Podstawiajac te wartosci do wzoru

(8.37)

2 11
ZNDC = Zc = _aze _?

otrzymamy odpowiednio 0 i 1. W odrdznieniu od przypadku rzutu perspektywicznego, w rzucie izometrycznym
transformacja wspotrzednej z jest liniowa.



(391.669)

(0,-114) (782,-114)

Rysunek 8.7. Obraz w przypadku rzutowania izometrycznego. Cze$¢ trojkata nie miesci sie¢ w obrebie ekranu

I wreszcie przejécie do wspdirzednych viewportu (wzory 8.32) daje nam wspdtrzedne pikseli odpowiadajacych
wierzchotkom trojkata widocznego na ekranie:
0
A, =|-114 |
0.22

(8.38)
782
(—114>,
0.22
391
¢, - (669>.
0.22

Czyli rzeczywiscie wspotrzedne y dolnych wierzchotkdow sa mniejsze od zera, a gornego wigksza od wysokos$ci
viewportu tj. 555 (rysunek 8.7).

B,

* Dodatkowe informacje i komentarze mozna znalez¢é na stronach: http://www.songho.ca/opengl/gl_projectionmatrix.html,
http://www.scratchapixel.com/lessons/3d-advanced-lessons/perspective-and-orthographic-projection-matrix/perspective-
projection-matrix/, http://www.opengl.org/wiki/Vertex_Transformation,
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=gk1&part=Ch5.



Macierz Swiata

Macierz $wiata odpowiada za transformacje wspotrzednych lokalnego uktadu wspotrzgdnych modelu do uktadu
sceny. Uktad ten moze by¢ dowolnie zorientowany — zwykle zwigzany jest z trwatym podtozem widocznym na
scenie, jezeli takie jest obecne. Z tego powodu nie ma zadnych specjalnych funkcji, ktore by pozwalaty taka
macierz zbudowaé. Bedzie to natomiast dla nas okazjg, aby przyjrze¢ si¢ macierzom podstawowych
przeksztalcen: translacji, skalowania, odbicia, pochylenia i obrotu. Poza pierwszym, wszystkie te przeksztalcenia
mogg by¢ zapisane za pomocg macierzy 3x3. Tylko translacja wymaga macierzy we wspotrzednych
jednorodnych. I od niej wlasnie zaczniemy.

Translacja

Ciekawa wlasnoscig wspotrzednych jednorodnych jest to, ze umozliwiajg opisanie przesuni¢cia o dowolny
wektor za pomocg macierzy. W zwyklych wspotrzednych kartezjanskich to nie jest mozliwe — tam operacja
przesunigcia opisywana jest przez dodanie wektorow:

(8.39)
X X Ax x + Ax
<y> +i= <y) + (Ay) = (y + Ay).
z z Az z+ Az

Analogiczny wynik, z tym, ze dla czterowymiarowych wektorow, mozemy uzyskac, jezeli na wspotrzedne
werteksu zadziatamy macierza, w ktorej czwarta kolumna zawieraé bedzie wspotrzedne wektora translacji:

(8.40)

X 1 0 0 Ax X x+Ax-w

y)_(0 1 0 ayl(y)_[y+ay-w
z 0 0 1 Az]\z z+Az-w |
w 0 0 0 1 w w

Zakladajac, ze W = 1, w wyniku dziatania macierzy T otrzymamy wektor przesunicty we wspotrzednych x, y i z
o0 wektor £. Macierza odwrotng do macierzy translacji o wektor £ jest macierz translacji o wektor —£.

W tradycyjnym OpenGL funkcja g1Translate mnozy biezaca macierz przez macierz (8.39). Jej argumentami
sg wielko$ci AX, Ay i Az.

Skalowanie i odbicia wzgledem ptaszczyzn uktadu wspotrzednych

Najprostszym przeksztalceniem jest skalowanie. Opisuje je macierz:

(8.41)
s, 0 0 0
[0 s 0 0)
0 0 s, 0
0 0 0 1

Dzialajac nia na dowolny wektor uzyskamy wektor, w ktorym poszczegdlne wspotrzedne beda przemnozone
przez odpowiednie wspotczynniki s,, S, lub s;:

(8.42)
x s, 0 0 0\ ,x SxX
NEAE 0 s, 0 O})fy Al
z 0 0 s, 0)\2 SzZ
w 0o 0 o0 1/ W w

W efekcie bryta, ktorej macierz §wiata zawiera takie skalowanie zostanie w kierunku x powigkszona s, razy.
Analogicznie w Kierunkach y i z. Jezeli warto$ci wspotczynnikow sa mniejsze od jednosci (ale dodatnie), bryta
zostanie zmniejszona. Dla ujemnych warto$ci uzyskamy odbicia wzgledem ptaszczyzn wyznaczonych przez osie
biezgcego uktadu wspotrzednych. Dla s, < 0 bedzie to odbicie wzgledem ptaszczyzny OYZ.

Wielkosci sy, Sy i S; s3 argumentami funkeji g1Scale tradycyjnego OpenGL, ktora mnozy biezaca macierz przez
macierz (N2).



Macierz moze rowniez zawiera¢ wspotczynnik s, (zamiast jedynki w ostatnim wierszu). Wowczas, w efekcie
dzielenia perspektywicznego wszystkie wspotrzedne wektora zostang zmniejszone Sy, razy.

Obroty

Wré6émy na chwile do plaszezyzny, na ktorej obroty sa jednoznaczne. W takim przypadku jest bowiem tylko
jedna mozliwa o$ obrotu — prostopadta do tej ptaszczyzny. Macierz obrotu rdwna jest wowczas

(***)

(COS (¢) —Sin(¢))
sin(p) cos (@) )/

gdzie ¢ to kat obrotu wokot srodka uktadu wspotrzednych skierowany w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara (rysunek ***).
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DODAC TEZ RYSUNEK DLA OSI

W trzech wymiarach sprawa si¢ komplikuje, bo 0$ obrotu mozemy wybra¢ dowolnie. Po6t biedy, jezeli jest ona
jedna z osi kartezjanskiego uktadu wspotrzednych. Wowczas macierze obrotu przyjmuja proste formy, ktore sa
prostym uogolnieniem wzoru ***. Najprosciej to zobaczy¢, jezeli 0§ obrotu to bedzie osig OZ. Wowczas zmiany
nastepuja w ptaszczyznie XY i macierz obrotu jest prostym uogélnieniem macierzy (***):

(***)
cos (y) —sin(y) 0
B = sin(y) cos(y) O
, =
0 0 1
0 0 0

o o O


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/70/PassiveActive.JPG

Sprawdzmy, jak macierz ta transformuje dowolny wektor okreslajacym potozenie punktu we wspotrzednych
jednorodnych:

x cos(y) -sin(y) 0 0\ ,/x cos(y)x — sin(y)y
alY)= sin(y) cos(y) 0 O}\[Y sin(y)x + cos(y)y
“\z 0 0 1 0/\z z '
w 0 0 0o 1/ w w

Zmieniaja si¢ zatem wspolrzgdne punktu w taki sposob, ze:
x' = cos(y) x —sin(y) y,
y' = sin(y) x + cos(y) y,
z' =z,
w' =w.
SprawdZmy dla przyktadu, jak obraca sie¢ punkt potozony poczatkowo na osi OX: (1,0,0,1). W wyniku obrotu
otrzymamy wektor o wspotrzednych (cos(y), sin(y),0,1). To oznacza, ze sktadowa x’ maleje w miare
zwicgkszania kata (jezeli y< w), a sktadowa y roénie (dla y < 1/2). Zatem rzeczywiscie punkt obraca si¢ w strone
osi OY tj. w kierunku przeciwnym do wskazowek zegara.
Jezeli zatozymy, ze w' = w = 1, to mozemy tatwo sprawdzi¢, ze odlegtos¢ obroconego punktu od punktu (0,0)
nie zmienia sig:
()2 + () + (2)? = (cos(y) x — sin(y) y)* + (sin(y) x + cos(y) y)* + z* =
= cos?(y)x? — 2 cos(y) sin(y) xy + sin?(y)y? + sin?(y)x? + 2 sin(y) cos(y) xy + cos?(y)y? + z? =
= (cos?(y) + sin?(y))x? + (sin?(y) + cos?(yg))y? + z% = x* + y? + z2.
Analogicznie mozemy zbudowaé macierz obrotu wokoét osi OX. Wowcezas zmianie ulegajg tylko wspotrzedne y i
z:
1 0 0
0 cos(a) =—sin(a)
0 sin(a) cos (a)
0 0 0
Nieco inaczej wyglada macierz obrotu wokoét osi OY:
cos(f) 0 sin(B) O
0 1 0 0
Y —sin(B) 0 cos(B) O/
0 0 0 1

Przyczyna jest prosta. Zaktadamy, ze obrét punktu o dodatni kat jest przeciwny do wskazowek zegara. W
przypadku osi OZ oznacza to obrét punktu znajdujacego si¢ w pierwszej ¢wiartce nastepuje od osi OX do osi
OY. W przypadku osi OX — od osi OY do osi OZ. Natomiast w przypadku obrotu wokoét osi OY, zmiana
nastepuje od osi OZ do osi OX (rysunek **). Ta odwrdcona kolejnos¢ osi powoduje, ze macierz obrotu wyglada
jak transponowana.

= o O o

J



O obrotach mozemy mysle¢ tez w nieco inny sposob. Zamiast obraca¢ punkty w uktadzie wspotrzednych,
mozemy wyobrazi¢ sobie, ze przechodzimy do nowego uktadu wspdtrzednych o obroconych osiach. Osie
nowego uktadu wspotrzednych bytyby wowczas obrocone zgodnie ze wskazowkami zegara.

nachylenie

odchylenie

przechylenie

0S OY POWINNA BYC W GORE, A OX W PRAWO
Rysunek 4.1. Jak opisa¢ orientacj¢ modelu?

Trzy katy obrotu wokot osi uktadu wspotrzednych zwiazanego z obracanym obiektem, nazywane katami
Cardana, to typowy sposob opisu orientacji samolotéw (rysunek 4.1). Kat odpowiadajacy obrotom wokot osi
pionowej nazywa si¢ kurs, a jego zmiana to odchylenie (ang. odpowiednio heading i yaw). Obrot wokot osi
skierowanej wzdtuz samolotu to przechylenie (roll), a wokot osi poziomej, prostopadtej do kierunku lotu to
nachylenie (pitch). Te terminy stosowane sg takze w grafice 3D. Nachylenie (pitch) zmieniamy wowczas, gdy
wolant ciggniemy do siebie lub pchamy od siebie. Wowczas samolot zadziera lub obniza nos. Jezeli wolant
przechylimy na bok, spowodujemy przechylenie samolotu (jedno skrzydto bedzie wowczas wyzej od drugiego)
— zmienia si¢ kat okre$lany angielskim terminem roll, czyli wtasnie przechylenie. Wreszcie nacisnigcie orczyka
zmienia pozycje steru kierunkowego, a co za tym idzie, kurs samolotu, czyli heading lub yaw. Mylgce w tym
modelu jest to, ze lekkie potozenie na boku rzeczywistego samolotu w obecnosci grawitacji (tj. roll) rowniez
powoduje jego zmiang kierunku — dzieje si¢ tak ze wzgledu na zmiang kierunku sity nosnej, ktora jest
prostopadta do ptaszczyzny skrzydet. Zamiast samolotu lepiej bytoby zatem wyobraza¢ sobie wahadtowiec w
stanie niewazko$ci. Mozemy tez uzy¢ jako przyktadu wilasnej gtowy. Mozemy ja skreca¢ w lewo i prawo (0$
obrotu wyznaczona jest przez krggostup), mozemy spoglada¢ w dot i w gore (o$ obrotu wyznaczona jest mniej
wigcej przez ostatni krgg kregostupa). Mozemy takze, cho¢ w niezbyt duzym zakresie, przechyla¢ glowe na
boki.

Wr6émy jednak do samolotu. Ustalmy, ze osie uktadu zorientowane sg w taki sposob, ze 0§ OZ wyznacza
kierunek dziobu samolotu, a 0§ OY wskazuje jego gore. W konsekwencji 0§ OX przebiega wzdtuz jego prawego
skrzydta. Wowczas kat yto przechylenie (roll), kat S — nachylenie (pitch), a kat a — odchylenie (yaw). Wszystkie
trzy katy moga stuzy¢ do ustalenia zmiany orientacji samolotu. Wazna jest przy tym, nalezy to podkresli¢
kolejnos¢, obrotow wokot poszezegdlnych osi. Najczesciej uzywana konwencja to rozpoczecie od przechylenia,
potem nachylenie i wreszcie odchylenie, a wigc uzycie macierzy: R, R, R,. Macierz, jaka wowczas uzyskamy to
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1 0 0 0 cos(B) 0 sin(B) O\ /cos(y) —=sin(y) 0 O
BRR = 0 cos(ax) —sin(a) O 0 1 0 0 sin(y) cos(y) 0 O] _
P2l 0 sin(a) cos(a) 0]\ —sin(B) 0 cos(B) O 0 0 1 0/
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
cos (B) 0 sin(B) 0\ /cos(y) —sin(y) 0 O
_ | sin(a)sin(B) cos(a) —sin(a)cos(f) O sin(y) cos(y) 0 0]_
—cos(B)sin(B) sin(a) cos(a)cos(f) O 0 0 10
0 0 0 1 0 0 0 1
cos (B)cos (v) —cos (B)sin(y) sin(B)

sin(a) sin(B) cos(y) + cos(a) sin(y)  —sin(a) sin(B) sin(y) + cos(a) cos(y) —sin(a) cos(B)
— cos(a) sin(B) cos(y) + sin(a) sin(y)  cos(a) sin(B) sin(y) + sin(a) cos(y)  cos (a)cos (B)
0 0 0

Uzywajac tego wzoru do implementacji oszczedzimy na kilku mnozeniach.

= =)

W fizyce bryly sztywnej zamiast katow Cardana uzywa sie raczej katow Eulera®. Roznia sie tym od katow
Cardana, ze jedna z osi obrotow wybierana sposrod osi lokalnego uktadéw wspoétrzednych zostanie powtdrzona.
Dzieki wezesniejszym obrotom, przy drugim obrocie nie jest ona juz jednak tak samo zorientowana.
Klasycznym zestawem jest kolejno$¢ osi: OZ, OX, obrocona o§ OZ. Oznacza to macierz:

cos () —sin(p) 0 0\ /1 0 0 0\ /cos(y) —sin(yp) 0 O
P RA —|sin(@ cos(p) 0 0)f0 cos(@) —sin(d) 0| sin(¥) cos®) 0 0]|_
zaz 0 0 1 0J{0 sin(@) cos(@ O 0 0 10
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
cos(p) —sin(gp)cos(8) sin(e)sin(8) 0\ /cos(yp) -—sin(yp) 0 O
sin(¢) cos(p)cos(f) —cos(ep)sin(d) 0 sin(¥) cos(®) 0 0]_
0 sin(@) cos (0) 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(¢) cos(yp) — sin(g)cos(6)sin(yp) —cos(p)sin(yh) — sin(p)cos(B)cos(yp)  sin(p)sin(f) 0
sin(¢g) cos(y) + cos(¢)cos(6)sin(yp) —sin(g)sin(y) + cos(¢)cos(8)cos(yp) —cos(p)sin() 0
sin(0)sin(y) sin(8)cos(y) cos (6) 0
0 0 0 1

W tym wypadku grozi nam jednak tak zwana blokada przegubowa. skopiowa¢ OPIS

Obrot wokot dowolnej osi

W praktycznych zastosowaniach bardzo wazna jest mozliwo$¢ obracania modeli wokot wskazanej osi. To
zadanie realizuje funkcja g1Rotate tradycyjnego OpenGL. Wyprowadzenie wzoru przeprowadze we
wspotrzednych kartezjanskich, bo i bez wspoétczynnika skalowania wzory beda bardzo dtugie. Zaldézmy o$
obrotu wyznaczong przez jednostkowy werktor i, przechodzacg przez poczatek kartezjanskiego uktadu
wspbtrzednych O = (0,0,0) i dowolny punkt P = (X, v, z), ktory chcemy obrdci¢ o 8 przeciwnie do wskazowek
zegara.

% Terminologia nie jest calkiem jednoznaczna. W inzynierii katy Cardana nazywane sa katami Eulera. Czesto oba zestawy
katow, z powtorzeniem osi lub bez, nazywa si¢ po prostu katami Eulera.



Rysunek *** *** Qbrot punktu wokot osi

Zastanowmy sig, w jaki sposob zapisa¢, ze punkt P wskazywany przez wektor wodzacy p zostat obrocony o kat
6 (rysunek 25.2)°. Jezeli wektor p roztozymy na czgsé rownolegla i prostopadta do osi obrotu: § = B, + B, to
cz¢$¢ rownolegla nie ulegnie Zadnej zmianie, natomiast czg$¢ prostopadta bedzie podlegaé prawom obrotu
dwuwymiarowego. W efekcie jezeli obrocony punkt wskazywany jest przez wektor p’ = p; + p| to:

(25.22)
15|’| =P
L, _ (cos(8) —sin(0) ,
(sin (8) cos(8) ) L

=
Dwuwymiarowa przestrzen obrotu prostopadtej czgsci wektora, w ktorej zapisana zostata macierz w drugim
wzorze, wyznaczona jest przez wektor g, i wektor do niego prostopadty, a jednoczesnie prostopadty do
wektorow i i py. Mozna go zatem wyznaczy¢, korzystajac z iloczynu wektorowego U X p, . Zalozmy, ze 0§
obrotu skierowana jest w kierunku z. Wowczas dwuwymiarowa przestrzen prostopadta moze by¢ zapisana za
pomocg wspotrzednych X i y:

(25.23)

p=()
o= ()
To oznacza, ze:
(25.24)

., _(cos(8) —sin(0)\. _ (cos(8)px—sin(8)p,
PL= (sin (6) cos () )pl ~ \sin(8) py + cos (8)py

Ostatecznie obrocony wektor ' dany jest wzorem:
(25.25)

) = cos(8) p, +sin(8) (U x p,)

B = By + cos(6) B +sin(6) (i x B)
Jak, korzystajac z tego wzoru, napisa¢ macierz obrotu, ktorej elementy beda zawieraty wspotrzedne wektora
U = (Uy, Uy, u,) ikat 2 Przede wszystkim musimy przepisa¢ wzor (25.25) w taki sposob, aby opisywat
transformacje¢ catego wektora p. Po pierwsze wykorzystajmy fakt, ze iloczyn wektorowy wektoréw U i p jest
rowny zeru. Wobec tego U X p, =u X p. Sktadowa rownolegla wektora p; roztozmy na dwie czgéci
ﬁ" = COS(G) ﬁ" + (1 - COS(@)) ﬁ"
Wowczas mozemy przepisa¢ wzor (25.25) jako:

p' =cos(8) p+ (1 —cos(8)) py +sin(0) (U x p) =

® Por. analogiczne rozumowanie w dodatku C.



= cos(8) p + (1 — cos(8)) (p o W)U + sin(8) (U X p).

Przechodzac do zapisu macierzowego wykorzystajmy operator gwiazdki do zapisu iloczynu wektorowego oraz
iloczyn tensorowy (diadyczny) do obliczenia sktadowej réwnoleglej wektora (por. rozdziat 2.). W efekcie
uzyskamy':

p' ={cos(@) T+ (1 — cos(6)) U ® i + sin(0) (W)}p =

1 0 O uJZC UxUy  UxlUy, 0 —u, u,
p' = Ryp = {cos(8) (0 1 0) + (1 —cos(@)| uxuy uy uyu, |+sin(@)| u, 0 —u ;P
0 0 1 uqu uyuz ug _uy ux 0

Uzyskalismy w ten sposob przeksztalcenie wektora p, ktdre, po zsumowaniu trzech wyrazow w nawiasie
klamrowym, réwnowazne jest macierzy:

cos(8) 0 0 (1 -cos(®)ui (1 —cos(@)uu, (1—cos())ucu,
R; = 0 cos(6) 0 +| (@ =cos(@))uyu, (1—cos(®)uj (1—cos(®)uyu, |+
0 0 cos(6) (1 —cos(@) uyu, (1—-cos(@))uyu, (1—cos())uz
0 —sin(@)u, sin(@)u,
+| sin(8) u, 0 —sin(@u, | =
—sin(@)u, sin(f) u, 0

cos(8) + (1 — cos(8)) u2 (1 —cos(8)) u,u, —sin(@)u, (1 — cos(8)) u,u, + sin(6) u,,
= (1 — cos(8)) uyu, + sin(6) u, cos(6) + (1 — cos(6)) uf, (1 —cos(8)) uyu, —sin(6) u, |.
(1 —cos()) u u, —sin(@) u, (1 —cos(8))uyu, + sin(f) u, cos(8) + (1 — cos(8)) u?

Sprawdzmy te macierz, choéby dla jednego prostego przypadku. Zatdézmy 0§ obrotu skierowang wzdtuz osi OZ:
u = (0,0,1). Wowczas macierz znacznie si¢ Upraszcza, bo wszystkie iloczyny r6znych sktadowych wektora i sg
réwne zeru i uzyskujemy macierz postaci:

§(0,0,1) =
cos(0) + (1 —cos(8))0 (1 —cos(8))0—sin()1 (1 —cos(8))0 +sin(6)0
= (1—cos(8)0+sin(6)1 cos(d)+ (1—cos(8))0 (1 —cos())0—sin(0)0 |=
(1 —cos(8))0—sin(8)0 (1 —cos(8))0+sin(6)0 cos(8) + (1 —cos(0)) 1

cos(8) —sin(8) 0
= (sin(Q) cos(6) O> =R,
0 0 1

Uzyskali$my wigc macierz ze wzoru (***).
I jeszcze ostatnia uwaga na temat obrotow. Rozmawiajac o obrotach warto upewnic si¢, co nasz z

http://en.wikipedia.org/wiki/Active_and_passive_transformation

Macierze obrotu a kwaterniony jednostkowe

Poza katami Cardana lub Eulera i macierzami, istnieje jeszcze trzeci sposdb opisu obrotow — kwaterniony. Z ich
pomocg mozna tatwo zapisa¢ obrdt wokot osi wyznaczonej przez wektor o zadany kat. Mozna wykazac ich
rownowazno$¢ z macierza (***). Wigcej na ich temat w dodatku C. Warto takze zaznaczy¢, ze kwaterniony
pozwalajg na zapisanie rownan ruchu bryty sztywne;j.

7 Obrot wokot osi mozna réwniez roztozyé na pochylenie i skalowanie tak dobrane, aby rozmiar obracanej bryly si¢ nie
zmienial.



ZYozenie obrotow i translacji - obrot wokot dowolnego punktu

Wszystkie macierze obrotow, ktore wyzej przedstawitem opisujg obroty wokot srodka biezacego uktadu
odniesienia. A co w przypadku, gdy chcemy wykonaé obrot wokot innego punktu? W takim wypadku konieczne
jest ztozenie macierzy obrotu z macierzg translacji:

P1(B)RT(E) = T(~DRT(D),
gdzie R to macierz obrotu, a T jest macierza translacji o wektor £. Wpierw przesuwamy si¢ do punktu, wokot
ktérego ma by¢ wykonywany obrot, nastepnie wykonywany jest 6w obrdot. Wreszcie nastgpuje przesunigcie z

powrotem, ale w nowym, obroconym uktadzie (rysunek ***). Nie wracamy wigc do tego samego punktu, a do
punktu obréconego wzgledem punktu do ktérego przesunela nas macierz T.

O > 0O
}’é\)\j; -1
O
Rysunek ****
Pochylenie

Mniej intuicyjnym przeksztatceniem, i stosunkowo rzadko uzywanym, jest pochylenie (ang. shear lub skew). Nie
ma odpowiadajgcej mu funkcji w tradycyjnym OpenGL. Mowimy o nim w zasadzie tylko dlatego, ze czgsto jest
niechcianym efektem btednego zdefiniowania macierzy §wiata lub pojawia si¢ w wyniku kumulacji btedow
numerycznych. Pochylenie jest jedynym z omawianych w tej czesci przeksztatcen, ktore nie zachowuje katow.

Zmodyfikujmy macierz jednostkowa w taki sposob, aby poza jedynkami na diagonali, ktory$ z pozostatych
elementow takze byt rozny od zera. Oto przyktad:

1 py 0 0
0 1 00
0 0 1 0f
0 0 0 1
Jezeli wspotrzedne wektora przemnozymy przez takg macierz, uzyskamy:
1 py 0 0 X X + Dxyy
0 1 0 0}[¥Y]|_ y
0 0 1 0/\=z z
0o 0 0 1/ W w

W efekcie wspotrzedne X zaczng zaleze¢ od wspotrzednej y sprzed transformacji x” = x + p,, x i bryty zostang
pochylone o kat, ktorego tangensem jest warto$¢ pyy (rysunek 8.****),

e \ / . T
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" oo 10 ||v | [v2| *

1Y

Ion swns I
i
I,




Rysunek ***

Najtatwiej to zrozumie¢ mys$lac o wersorach ,,zaszytych” w macierzy przeksztatcenia (zob. rozdziat 2).
Pomyslmy, ze nowy uklad wspolrzgdnych nie ma juz prostopadtych osi. Kat migdzy nimi zmalat bowiem o kat
rowny arctg (py). W efekcie znieksztatceniu ulega cata scena.

Wspolrzedna x' mozna oczywiscie pochyli¢ poza plaszczyzne OXY uzalezniajgc ja takze od wspotrzgdne;j z.
Pozwoli na to macierz:

1 pyy DPxz O
0 1 0 0
0 0 1 of
0 0 0 1

Analogicznie mozna wprowadzi¢ pochylenie w osi OY lub OZ. Wystarczy tylko ustawi¢ odpowiednie warto$ci
elementdw macierzy:

1 pxy Dxz
Pyx 1 Dy,

Dzx Dzy 1
0 0 0 1

Pierwszy wiersz odpowiada za pochylenie osi OX, drugi QY, a trzeci OZ.

o © O

Rzut punku na plaszczyzne

Standardowe funkcje tradycyjnego OpenGL nie oferuja wszystkich przydatnych
transformacji. Dobrym przykladem jest macierz opisujaca rzutowanie punktu na ptaszczyzng
(rozdzial 2 1 wzér (2.17)). Wykorzystuje si¢ ja chociazby do prostego generowania cieni
(rysunek 2.3). Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze macierz taka moze by¢ zapisana tylko we
wspotrzednych jednorodnych.

hl.- 2

1=
P’

Rysunek B.1. Schemat rzutowania punktu na ptaszczyzne
UZGODNIC OZNACZENIA

My jednak zaczniemy od prostych wzorow we wspotrzednych kartezjanskich. Zatozmy, ze
plaszczyzna, na ktora rzutujemy punkt (rzutnia), opisana jest wzorem:

p-n=d
gdzie d to odlegto$¢ ptaszczyzny od poczatku uktadu wspétrzednych, a 7 to trojwymiarowy
wektor normalny do ptaszczyzny. Rzutowany punkt P i érodek rzutowania L (w przyktadzie



generowania cienia $rodkiem rzutowania jest punktowe zrodto §wiatla) wyznaczaja prosta
(promien):

p=P+k(L-P)
Na tej prostej musi oczywiscie leze¢ rowniez rzut owego punktu P (rysunek B.1). Szukanym

punktem jest wigc przecigcie prostej i ptaszczyzny. Wobec tego podstawmy wzor punktu na
prostej do wzoru wyznaczajacego punkty na plaszczyznie:

{(P+k(L-P)}-ii=d
1 wyznaczmy wspotczynnik k:
d—P-ii
k = _)—_>_)
(L-P)-7n
Jezeli wstawimy jawnag postac¢ tego wspolczynnika do wzoru na prosta, otrzymamy gotowy
przepis na obliczenie rzutu punktu:

. ~Pii . - P{(L-P)A}-(L-P)(d-P-7n
O et L. O Tl Ul 9 G B
(L-P)-7 (L-P) A
_P(L-A)—P(P-#)+d(L—P)—L(P-#)+P(P-7) _

- (L-P)-n -
_P(L-7)—L(P-7)+d(L - P)
- (L-P) 7

Dwa pierwsze wyrazy licznika tworza podwdjny iloczyn wektorowy. Ta informacja na
niewiele nam si¢ jednak przyda. Wazniejsze jest, ze skrocity si¢ dwa wyrazy, w ktorych
pojawialyby sie¢ iloczyny sktadowych wektora P. Nie oznacza to jeszcze, ze polozenie rzutu
zalezy liniowo od potozenia rzutowanego punktu (co pozwalaloby na zapisanie rzutowania za
pomoca macierzy). Wspolrzgdne rzutowanego punktu P pojawiaja si¢ niestety w mianowniku
powyzszych wzoroéw:

P.(lyny + ,n, —d) + B,(—lyny) + B,(—Lyn,) + dl,

PI

x Leny + Lyny, + 1,n, — Pny, — Pny, — Py,

i P(=lyny) + P, (Lyny + Ln, — d) + B,(—Lyn,) + dl,
Y Leny + Lyny, + 1,n, — Pn, — Pyny, — Pyn,

P = P.(—l,n,) + Py(—lzny) + PZ(lxnx +1lyn, — d) +dl,
! =

lynyg + lyn, + I,n, — Pny — Pn, — B;n,

gdzie I, I, i I, to wspotrzedne wektora La Ny, Ny i n, —wektora 7. Wszystkie wspotrzedne
rzutu B’ skalowane sg identycznym wspotczynnikiem o wartosci (Z - ﬁ) -711. To sugeruje, ze
aby pozby¢ si¢ mianownika, mozna przejs¢ do wspohrzednych jednorodnych, w ktorych
mozna go bedzie przenies¢ do licznika wspotrzednej w (przepis na mnozenie wektora we
wspotrzednych jednorodnych przez liczbe znajduje si¢ w rozdziale 2 — wzor (2.15)). Po
rozszerzeniu ukltadu wspotrzednych uzyskamy:

P! = P(,n, + I,n, — dl,,) + P,(=Lyn,) + B,(=1yn,) + B,dl,
Py = P(-lyn,) + B, (Lyn, + I,n, — dl,) + B,(=l,n,) + B,dl,



P, = P, (—l,n,) + Py(_lzny) + Pz(lxnx +lyny — dlw) + Rydl,
B, = Pw(lxnx +lyn, + lZnZ) + (_Pxnx —Bny - PZnZ)lW

Wektory PilL uzupelniamy o czwartg wspotrzedng w; mozemy uznac, ze w dotychczasowym
rozumowaniu byla ona juz obecna, ale zawsze rowna byla jednosci (I, =1, B, =1).
Zgodnie z wlasnoscig wspotrzednych jednorodnych wolne wyrazy opisujace translacje o
wektor dL znajda si¢ w czwartej kolumnie macierzy — wigzg je ze sktadowag w wektora
okreslajagcego potozenie rzutowanego punktu. Zauwazmy, ze jezeli wprowadzimy dodatkowo
oznaczenie n,, = —d i uporzadkujemy wzory, to cale przeksztalcenie ujawni interesujaca
symetri¢:
P{ = P(nyl, + n,l, + nyly,) + P,(—ny L) + B,(—n,l) + P, (—ny, L)

Py = P.(—n.l) + B, (nyly + nyl, + nyly) + B(—n,l,) + By (—nyl,)
B} = P.(—nyl,) + P,(—ny L) + B(nyly + nyly, + nyly, ) + By (—ny,l,)
P, = P, (—n,l,) + Py(—nylw) + P,(—n,l,) + Pw(nxlx +n,l, + nZlZ)

Nowe oznaczenie jest zgodne z definicja ptaszczyzny we wspoirzednych jednorodnych, ktora
okreslona jest iloczynem skalarnym w tych wspotrzgdnych:
Py + Py, + P,n, + Pyn,, =0

Nic juz nie stoi na przeszkodzie, aby transformacj¢ punktu P= (Px, P, P, P, = 1) do jego

rzutu P’ = (Py, Py, P;, P,) zapisa¢ za pomocg macierzy rzutowania perspektywicznego (por.
wzor (2.17)):

/ a—nle —nyly —nly  —ny,ly \ X X
—Nely,  a—mnyl, —n,l, —Nyly, y\ [y
—Nyl, -nyl, a-—-n,l, —nyl, z 7'
—nyl, —nyl,, -n,l, a-—nyl,/ W w'

Uzyta w elementach diagonalnych liczba a rowna jest iloczynowi skalarnemu we
wspotrzednych jednorodnych wektora okreslajacego potozenie zrodia swiatta (lub ogolnie;,
srodka rzutowania) 1 wektora normalnego do rzutni:

a = nyly + nyl, +n,l, +n,l,

Rozszerzenie wspotrzednych kartezjanskich do wspotrzednych jednorodnych, poza tym, ze
daje mozliwo$¢ zapisu rzutowania za pomocg macierzy, ma takze inng zalete. W tych
wspotrzednych mozemy przesung¢ zrodto swiatta do nieskonczonosci. Wprawdzie powyzsze
rozwazania zakltadaja, ze wspotrzedne w zrddla §wiatlta 1 rzutowanego punktu sg réwne
jednosci (I, =1, P, = 1), jednak wyprowadzona w ten sposdb macierz rzutowania daje
poprawne rezultaty réwniez dla dowolnych wartosci tych elementéw, takze gdy [, = 0.
Uzyskujemy woéwczas rzut réwnolegly, ktory z tego punktu widzenia jest szczegdlnym
przypadkiem rzutu perspektywicznego.

Macierz widoku

Macierz widoku okresla transformacj¢ z uktadu sceny do uktadu kamery. Postaramy si¢ odtworzy¢ macierz
tworzong przez wygodna funkcje gluLookat z biblioteki GLU, ktorej uzylismy w pierwszym rozdziale do



okreslenia potozenia i orientacji kamery. Jak pamigtamy, argumentami tej funkcji sg trzy wektory okre§lone w
uktadzie wspolrzednych sceny: wektor wskazujacy potozenie kamery E, punkt, na ktory kamera jest skierowana

C i tzw. wektor polaryzacji U (symbol od ang. up — gora).
void gluLookAt (GLdouble eyeX, GLdouble eyeY, GLdouble eyeZ,
GLdouble centerX, GLdouble centerY, GLdouble centeriZ,

GLdouble upX, GLdouble upY, GLdouble upZ);

Punkty E i C wyznaczajg wektor F (od ang. forward — do przodu) i zarazem o$ optyczng kamery. Wzdhuz tej osi
(od punkty C do E) skierowana bedzie 0§ OZ w uktadzie wspotrzednych kamery. Kamera skierowana na punkt C
moze by¢ dowolnie obrocona wokot osi optycznej i dlatego konieczny jest wektor polaryzacji, ktory wyznacza
jej orientacje. Rysunek *** ktory ilustruje te sytuacje nie pokazuje jednak sytuacji ogoélnej, cho¢ bardzo czegsto
spotykang. Zaktada bowiem, ze kamera skierowana jest na §rodek uktadu wspotrzednych sceny, zatem C = O =
(0,0,0), a wektor U= (0,1,0) jest skierowany wzdtuz osi OY. Z prawego rysunku wida¢, ze macierz tworzona
przez funkcje gluLookAt mozna wyprowadzi¢ przez zlozenie dwoch obrotow: pierwszego wokot osi OY o kat
S, 1 drugiego wokot nowej obroconej 0si OX' o kat ¢, oraz translacji do punktu E, czyli w naszym szczegdlnym
przypadku o wektor —F (por. listing 1.***). Latwiej jednak znalez¢ jg traktujac ja jako transformacje uktadu
wspotrzednych i pamigtajac, ze kolumny macierzy 3x3 stanowia wersory® nowego uktadu wspotrzednych
wyrazone w starym uktadzie wspotrzednych, a zatem wersory osi OX, OY i OZ uktadu wspotrzednych kamery
widziane z uktadu wspotrzednych zwigzanego ze sceng. W czwartej kolumnie wstawimy potozenie punktu E,
dzigki czemu macierz bedzie takze uwzgledniata przesunigcie poczatku uktadu wspoétrzednych do potozenia
kamery.

ZMIENIC L NA F (forward)

N A

E

C=1(0,0,0) F C

\\\\“nzx\\x\_ :’; l:r :’%
i3 S

Rysunek ****_ Potozenie i orientacja kamery w uktadzie wspotrzednych sceny

Po transformacji do uktadu wspotrzednych kamery, 0§ OZ bedzie wyznaczona przez wektor —F (skierowana od
centrym do kamery). O$ OX bedzie jednoczesnie prostopadta do osi OZ i wektora U (wektory U i F nie moga
by¢é rownolegle!). Wskazywaé bedzie ja wektor R (od ang. right, czyli prawo). Wektor l_fjednoznacznie
wyznacza polaryzacj¢ kamery, ale niekoniecznie jest prostopadta do wektorow —F iR, dlatego nalezy znalez¢
U’), ktory ten warunek bedzie spetnial, pozostajac w ptaszczyznie napietej przez wektory —Fil (zaznaczona na
rysunku). To oznacza, ze nalezy wykona¢ nastepujaca ogdlng konstrukcje:

1. oblicz wektor F = C — E,

2. unormuj ten wektor i jego warto$¢ zapisz do F=F / |ﬁ |,

3. oblicz wektor R prostopadly do wektorow Fil korzystajac z iloczynu wektorowego R = FxU
(zwrot wyniku wyznacza regula Sruby prawoskretnej),

4. unormuj wektor R,

8 Przypomneg, Ze wersory to wektory jednostkowe wskazujace kierunek osi wspotrzednych uktadu.



5. oblicz wektor U' = R x F' prostopadly do wektorow R i F (wektor U bedzie jednostkowy, bo oba
czynniki sg jednostkowe, a jednoczesnie prostopadte do siebie).

Wersorami nowego uktadu wspotrzednych kamery (wyrazonymi we wspotrzednych sceny) sg zatem: X' = =R,

¥y =U Uiz = —F CO oznacza, ze macierz Widoku obracajaca wspolrzedne z uktadu sceny do uktadu kamery
(jeszcze bez przesunigcia) powinna wygladac nastepujaco CZEMU NIE KOLUMNY, BO
TRANSPONOWANA:

R, R, R, 0
u, U, U, 0
~F, —F —F 0

0 0 0 1
A co z przesuni¢gciem? W rozdziale 1. sprawdzili$my, ze w przypadku, w ktorym C = O = (0,0,0) mamy dwie

roéwnowazne opcje: mozemy zacza¢ serie przeksztatcen od przesuniecia kamery do punktu E tj. o wektor —F a
potem wykona¢ obroty lub najpierw wykona¢ obroty, a dopiero po nich przesunaé sceng w kierunku

przeciwnym do osi OZ w nowym uktadzie kamery o odlegtos¢ rowng dtugosci wektora F tj. o wekto

100 0 R R, R, 0 /Rx R, R, o\

- (o1 0 o0 u, U, U, 0 Ug Uy Uz O
"=lo o 1 —JF| e B TN
-F -F -F 0 —-F, -F -F -|F|

000 1 0 0 o0 1 o 0 o0 1

W tym drugim przypadku macierz widoku wyglada znacznie lepiej, ale to pierwszy przypadek jest ogdlniejszy i
dziata dla dowolnego potozenia punktu C:

R R, R, O\ /1 0 0 —E, / Re Ry, R, -R E\

po|Ux Uy U 0f[0 1 0 -E\_|u U U -UsE]
& -5~ oflo 01 k_p,; 5 -n m}
o 0 0 1 o 0o o 1

W przypadku, w ktorym C = O = (0,0,0), wektor E=-Fa ponadto jest prostopadty do wektorow Riv.w
efekcie pierwsze dwa wyrazy czwartej kolumny rowne sg zeru, a trzeci staje si¢ dlugoscia wektora F ze
zmienionym znakiem.

SprawdZzmy jak konstrukcja macierzy widoku wyglada w praktyce. Najpierw rozwazmy prosty, wrecz trywialny
przyktad, w ktorym kamera znajduje sie w E = (0,0,3) i jest skierowana jest na punkt C = (0,0,0) (w uktadzie
sceny). Wektor polaryzacji ustalmy rowny U= [0,1,0]. To przyktad z pierwszego rozdziatu, w ktérym scena i
kamera sg rozsuniete o 3 jednostki wzdtuz osi OZ (rysunek 1.***). Wowczas uzyskujemy:

1. F=(0,0,0) - (0,0,3) =[0,0,—3],

2. |F|= ./02+02+(3)2—\/_—3F’—F/|F| L= = 10,0,-1],

o y z £y 2
3. R=F'xU= Fx’ FE FEl=l0o 0o —-1|=
Uus U, U] lo 1 o0

=20-0—(-1)-1)—9(0-0—(=1)-0) +2(0-0—0-1) = £ = [1,0,0],
|

4 |ﬁ :\/12+02+02:\%, po unormowaniu: R = [1,0,0],
R LA AR A N A
5. U=RxF' =|Rx Ry R;=]1 0 o=
E F FE|[lo 0 -1
=20-(-1)—=0-0)—9(1-(=1)—0:0)+2(1-0—0-0) =$ = [0,1,0].

Wektory R= [1,0,0], U = [0,1,0]i F = [0,0, —1] sg skierowane odpowiednio wzdtuz osi OX, OY i przeciwnie
do osi OZ w uktadzie kamery, sg wigc na pewno do siebie prostopadie. W efekcie macierz widoku nie bedzie
obracata uktadu sceny, a bedzie go jedynie przesuwac. Bedzie to wiec zwykta macierz translacji:



100 0,/100 0 100 0
p_[0 1 00}0 10 0o)_[0o10 o0
001 0f/loo0 1 -3 00 1 -3
0001/ \0 00 1 000 1

To oczywiscie bardzo prosty przyklad. Sprawdzmy wigc, co si¢ stanie, jezeli przesuniemy kamer¢ do punktu E =
(-1,1,1) nie zmieniajgc punktu C = (0,0,0), na ktory kamera jest skierowana. To bardziej odpowiada sytuacji z
rysunku *** (por. tez rysunki 1.*** j 1.*** (OBRAZ | SCHEMAT) z rozdziatu 1.)

-

1. F=1(000)—(-111) =[1,-1,—-1],

2. |F|= \/12+(—1)2+(—1)2=\/§,F’=ﬁ/|ﬁ|= - z[ﬁ'_ﬁ'_%]'
9y 2 X 9 Z
B _ o i ’ ’ |1 1 1| _
3. R=FxU=|E F El=|L L _1f-
u, U, U, 0 1 0
~ 1 1 ~f1 1 Af 1 1 _ 1 1
=2(-50-(-5)1)-9(50-(-5)0)+2(51-(-5)0) =505
4 |R’|=\/(%)2+02+(13)2 z,azatempounormowanluR [\/15,0,\/%],
PP I A
L x 9y zZ||] )
5 U’:R)( I = Rx Ry RZ:E 0 \/_E —
FE F E||L _L _1
V3 V3 3

30 (03 (-2) -G (B3 G (D0 D - -

Wektor U, choé nietrywialny, jest jednak jednostkowy, co tatwo sprawdzi¢ obliczajac jego norme:

7- | (- - firbien

1 1 H 1 1 C
Sprawdzmy takze, czy wektory R= [\/_, ,\/_] [\/_g’ﬁ' - \/_g] iF' = [ﬁ' ~5 ﬁ] sa do siebie
prostopadte. Najtatwiej zrobi¢ to obliczajac ich iloczyny skalarne:
ﬁﬁ)—l 1+02+1(1>_1 1_0
V2 V6 V2 V2 \ Y6/ V12 V12

S — 1 1 1 1 1 1 1
R°F:ﬁ'ﬁ“"(‘ﬁ)*ﬁ(‘ﬁ)=ﬁ‘ﬁ=°'

— 1 1 2 1 1 1 _ 1 2 1 _
e A R G R G N e R e S

Latwo si¢ przekona¢, ze macierz, ktéra mozemy dzigki tym wektorom skonstruowac, a wige

igio iOLO
V2 V2 V2 V2
7=\ % V6 Vo {loos ]|l V% V% W% °|=
\_ii 1 0)000 1 k_ii 1 _@)
V3 V3 V3 V3 V3 V3
o o0 o0 1 o o0 o0 1

—0.58 0.58 058
0 0

jest ortonormalna, a ponadto uzyta jako macierz model-widok (I|st|ng **+9) spowoduje, ze trojkat na ekranie
bedzie wygladat tak samo, jak na rysunku ***.

0.71 0 0.71
041 082 -041
—1 73

® Ze wzgledu na ulozenie elementéw macierzy w tablicy kolumnami (por. wzér (2.%**)), macierz w kodzie wydaje si¢
transponowana.



Listing ***. **** (por. listingi 1.*¥¥* i 1.*** z rozdzialu 1.)
void COknoGL: :RysujScene ()
{

const float x0 = 1.0f;
const float y0 = 1.0f;
const float z0 = 1.0f;

//Przygotowanie bufora
glClear (GL COLOR BUFFER BIT | GL DEPTH BUFFER BIT); //czysci bufory

glLoadIdentity(); //macierz model-widok = macierz Jjednostkowa

//Kamera w E=(-1,1,1) skierowana na C=(0,0,0), U=(0,1,0)
/*

glRotatef (35.26£, 1.0f, 0.0f, 0.0f); //3

glRotatef (45.0f, 0.0f, 1.0f, 0.0f); //2

glTranslatef (1, -1, -1); //1

*/

/*
gluLookAt (

-1.0£f, 1.0f, 1.0f,
0.0f, 0.0f, 0.0f,
0.0f, 1.0f, 0.0f);

*/

//261ty kolor wertekséw
glColor4f(1.0£f, 1.0£f, 0.0f, 1.0f);

//Rysowanie tréjkata

glBegin (GL TRIANGLES) ;

//ustalanie trzech wierzchoikdéw trdéjkata (werteksdw (x,y,z))
//(0,0,z) jest mniej wiecej w Srodku ekranu

glVertex3f (-x0, -y0, 0.0f); //dolny lewy

glvVertex3f (x0, -y0, 0.0f); //dolny prawy

glvertex3f (0, y0, 0.0f); //gbrny

//koniec rysowania figury

glEnd() ;



//Z bufora na ekran

SwapBuffers (uchwytDC) ;

Przykiad ztozenia macierzy widoku, Swiata 1 rzutowania

Sprawdzmy teraz, jak trojkat o wierzchotkach A=(-1,-1,0,1),B=(1,-1,0,1)iC=(0,1,0,1) z
weczesniejszego przyktadu bedzie widoczny na ekranie, jezeli macierza widoku bedzie macierz odpowiadajaca
kamerze ustawionej w punkcie E = (-1,1,1) skierowana na punkt O = (0,0,0) z wektorem polaryzacji rOwnym

= [0,1,0] i zastosujemy rzutowanie perspektywiczne z parametrami ekranu takimi samymi, jak we
weczesniejszym przykladzie. Macierz $wiata pozostanie macierza jednostkowa. Wiemy juz, ze macierz widoku w
tym przypadku rowna jest

0.71 0 0.71 0
041 082 -041 0

V~\| o058 058 058 —-173)
0 0 0 1
a macierz rzutowania to
1 0 0 0
P~ 0 1.41 0 0
0 0 -122 =222 [
0 0 -1 0
Zatem iloczyn macierzy $§wiata, widoku i rzutowania rowna jest:
1 0 0 0 0.71 0 0.71 0 1 0 0 O
o _soo [0 141 0 0 041 082 —041 0 010 0)_
Myye = PVYM = 0 0 -—-122 -222/\-058 058 058 -173/{0 0 1 O
0 0 -1 0 0 0 0 1 0 0 0 1

0.71 0 0.71 0
0.58 116 —0.58 0
0.717 -0.71 -0.71 -0.11
0.58 -0.58 -0.58 1.73

Zastosujmy te macierz na wspotrzednych punktow A, B i C (w uktadzie wlasnym modelu), aby uzyskaé
wspotrzedne tych punktéw w ukladzie przycinania:

0.71 0 0.71 0 -1 -0.71
. {058 116 —0.58 0 -1\ _[-175
Ac = MyypA = 071 -0.71 —-0.71 -0.11 0 | | -011/)
0.58 —0.58 —0.58 1.73 1 1.73
0.71 0 0.71 1 0.71
o (058 116 —0.58 -1)_[-o0.58
Be = MyypB = 0.71 —-0.71 -0.71 —011 0o/ | 131 7)
0.58 —0.58 —058 1.73 1 2.89
0 0
P _ 1 1.16
Ce = MuypC = 0.71 -0.71 —-0.71 -o0.11/\o0 -0.82 [
0.58 —0.58 —058 1.73 1 1.15

0.71 0 0.71
058 116 -0.58 0
Nastepnie wykonajmy dzielenie perspektywiczne:

-0.71/1.73 41
Ao = (_1.75/1.73> . (
-1.52/1.73 0.06/
5

0.71/2.89 0.2
Bype = (—0.58/2.89> = ( )
—0.11/2.89 0. 45



0/1.15 0
Crpe = (1.16/1.15) ~ ( 1 >
0.6/1.15 -0.71

I przechodzimy do wspotrzednych viewportu (wzoér (8.32)): WIECEJ OPISU I O ZAOKRAGLENIU I
ZWIAZANYMI Z TYM BLEDAMI

(0,0

231
A, =( 0 >
0.47
487
B, = (222),
0.73
391
C, = (555)
0.14
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(782,555)

(487,222

(231,0) (782,0)

Zadania

Pokaza¢, dla przyktadu E = (-1,1,1) i C=(0,0,0), ze ztozenie obrotu daje tg samg macierz V, co macierz
skonstruowana dzigki wersorom.

Skonstruowa¢ macierz widoku dla E=(-1,1,1), C=(0,1,0) i U=(0,1,0)

Odbicie wzgledem dowolnej ptaszczyzny
(odbicie Householdera)

http://en.wikipedia.org/wiki/Transformation_matrix#Examples_in_3D_graphics — to jaka$ pochodna operatora

Reflection[edit]

Main article: Householder transformation


http://en.wikipedia.org/wiki/Transformation_matrix#Examples_in_3D_graphics

To reflect a point through a plane ax + by + ¢z = 0 (which goes through the origin), one can use \mathbf{A} =
\mathbf{1}-2\mathbf{NN}"T , where \mathbf{1} is the 3x3 identity matrix and \mathbf{N} is the three-
dimensional unit vector for the vector normal of the plane. If the L2 norm of a, b, and c is unity, the
transformation matrix can be expressed as:

1 —2a%2 —2ab —2ac
A= —2ab 1 -2 _2be
—2ac —2bc 1 — 262

\mathbf{A} = \begin{bmatrix} 1-2a"2 &-2ab&-2ac\-2ab&1-2b"2&-2bc\-2ac&-2bc&1
- 2¢"2 \end{bmatrix}

Note that these are particular cases of a Householder reflection in two and three dimensions. A reflection about a
line or plane that does not go through the origin is not a linear transformation; it is an affine transformation.

2. Wyprowadz macierz przeksztatcenia wspotrzgdnych NDC do wspdtrzednych viewportu



