Jak mierzy¢ warto$é informacji

Pewne zdarzenie moze zajs¢ na N sposobow. Mozliwosci te maja prawdopodobienstwa (py,...,pN).
Jak zmierzy¢ ilos¢ posiadanej informacji o tym, na jaki sposob zaszto zaszto zdarzenie?

Uwaga: Od tej pory tak numerujemy mozliwe sposoby zajscia zdarzenia, ze ich prawdopodobienstwa
tworzq ciqg nierosngcy

Propozycja 1: Ile minimalnie pytan TAK/NIE trzeba zadaé¢, by zdoby¢ te informacje?

Zauwazmy, ze jezeli zdarzenie moglo zajs¢ na trzy sposoby, to jedng z mozliwosci zidentyfiku-
jemy po jednym pytaniu, a pozostate po zadaniu dwoch pytan (zaktadamy, ze nie zadajemy pytan
oczywistych, na ktore jest tylko jedna odpowiedz).

Ilo$¢ pytari moze zatem zaleze¢ od ostatecznej odpowiedzi. Zeby liczba ta nie zalezata od odpo-
wiedzi, bierzemy $rednig liczbe pytan ktore zadamy.

Propozycja 2: Ile srednio pytaii TAK/NIE zadamy, by zdoby¢ informacje.

Zatozmy, ze znamy wynik rzutu szedcienng kostka o réwnych prawdopodobienstwach wszystkich
wynikow. Informacje o tym zdarzeniu mozna zdoby¢ konstruujac wiele systemow identyfikacji (zbioru
pytan, ktore prowadza nas do odpowiedzi). Rozwazmy dwa z nich.

System 1:
Czy wynik < 4 7
/ \
Czy wynik = 3 7 Czy wynik = 4 7
Czy wynik = 2 7 Odp: 3 Odp: 4 Czy wynik = 5 7
v\ v\
Odp: 1 Odp: 2 Odp: 5 Odp: 6



System 2:

Czy wynik = 17

VN

Odp: 1 Czy wynik = 2 7

VN

Odp: 2 Czy wynik = 3 7

VN

Odp: 3 Czy wynik =4 7

VN

Odp: 4 Czy wynik =57

Zauwazmy, ze w systemie pierwszym zadamy srednio % pytan by uzyska¢ odpowiedz, a w drugim
%. Nawet gdy nie zadajemy oczywistych pytan, srednia ilo$é¢ pytan potrzebna do identyfikacji odpo-
wiedzi moze by¢ rézna dla réznych systeméw identyfikacji. Zmodyfikujemy zatem nasza propozycje
miary posiadanej informacji:

Propozycja 3: lle srednio pytai TAK/NIE musimy zadaé, by zdoby¢ informacje, przy uzyciu
optymalnego systemu identyfikacji.

Drzewa binarne
Zeby mozna bylo sformalizowaé¢ pojecie systemu identyfikacji musimy wprowadzi¢ pojecie drzewa
binarnego.

Definicja: Drzewem nazywamy graf spojny bez cykli (< kazde dwa wierzcholki sa potaczone
doktadnie jedna droga)

Definicja: Drzewem ukorzenionym nazywamy graf spojny z wyrdéznionym wierzchotkiem - ko-
rzeniem.

e W drzewie ukorzenionym rodzicem wierzchotka A jest pierwszy wierzcholek na drodze taczacej
go z korzeniem. Tylko korzen nie ma rodzica.

Zbior wierzchotkow, ktorych rodzicem jest wierzchotek A, nazywamy dzie¢mi wierzchotka A.

Wierzchotki nie posiadajace dzieci (stopnia 1) nazywamy wierzchotkami koricowymi (lisémi).
Pozostale wierzchotki nazywamy posrednimi.

Dhugoé¢ drogi taczacej wierzcholek z korzeniem nazywamy rzedem wierzchotka.

Rzedem drzewa nazywamy maksymalny rzad jego wierzchotkow.



Definicja: Drzewem binarnym nazywamy drzewo ukorzenione, w ktéorym kazdy wierzchotek ma
co najwyzej 2 dzieci.

Definicja: Drzewo binarne w ktérym wszystkie lidcie maja ten sam rzad i w ktorym kazdy
wierzchotek posredni ma doktadnie 2 dzieci nazywamy drzewem binarnym petnym (regqularnym).

Udowadniamy prosty:

Lemat: Drzewo binarne rzedu k ma co najwyzej 2¥ wierzchotkéw koricowych. Rownosé zachodzi
dla drzewa binarnego pelnego.

Dowdéd: indukcja ze wzgledu na rzad drzewa.
W dalszej czesci wyktadu bedziemy potrzebowaé nastepujacego twierdzenia o drzewach binarnych:

Twierdzenie (Nieréwnosé Krafta):

1. Rzedy wierzchotkéw koricowych w drzewie binarnym spetniaja nieréwnosé:
d 2Kl
(gdzie i numeruje wierzchotki a n; oznacza rzad i-tego wierzchotka).

2. Dla kazdego zbioru liczb naturalnych dodatnich spelniajacych powyzsza nieréwnosé istnieje
drzewo binarne, o rzedach wierzchotkéw rownych tym liczbom.

Dowéd: 1 - Wybieramy liczbe N wieksza lub réwna rzedowi drzewa. W kazdym wierzchotku
konicowym o rzedzie n; < N dobudowujemy drzewo pelne rzedu N —n;. W powstalym grafie wszystkie
wierzcholtki koicowe maja rzad N. Iloéé jego wierzchotkéw koricowych jest réwna 3, 2V~ i na mocy
lematu jest ona mniejsza lub réwna 2V.

2 - Przepisujemy nier6wnosc jako -, k;27™ grupujac wierzchotki o tych samych rzedach. Licznik
J przebiega nie po wierzcholkach, ale po wartosciach rzedu, a k; oznacza krotnos$¢ j-tej wartosci
rzedu.

Ograniczenie na liczbe fy dostepnych weztow rzedu mo wynosi:
fo =22 — kg % 2M27 = 22 (] — [ 27,
Analogicznie, dla wyzszych poziomdw:

fa=2"1 =) k27™).
j<n
Zauwazmy, ze jezeli liczby kq,..., k, speliaja nieréwnos¢ Krafta, to Vi k; < f;, zatem mozemy
skonstruowaé¢ drzewo. Gdy nieréwnosé jest ostra, mamy wiecej weztow koricowych niz potrzeba,
mozemy zmniejszy¢ ich liczbe zmniejszajac liczbe dzieci niektérych wierzchotkéw posrednich [J

Zauwazmy, ze system identyfikacji odpowiedzi to doktadnie drzewo binarne. Nieréwnos$é¢ Krafta
pozwala powiaza¢ drzewo binarne z pewnym ciagiem liczb spetniajacych nieréwnoséé Krafta. Te liczby,
to ilos¢ pytan potrzebnych do identyfikacji réznych odpowiedzi.

Definicja: Systemem identyfikacji zbioru N wynikéw zachodzacych z prawdopodobienistwami
(p1,--.,pn) jest ciag liczb naturalnych dodatnich S = (ny,...,ny) spelniajacych nieréwnosé¢ Krafta.
Dla systemu identyfikacji S definiujemy jego wartosé¢ oczekiwana E(S) = Y, pin;.
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Optymalne systemy identyfikacji

Definicja: System identyfikacji N wynikow S nazywamy optymalnym, jezeli dla dowolnego innego
systemu identyfikacji N wynikow S’ zachodzi E(S) < E(S).

Optymalne systemy identyfikacji maja nastepujace wlasnosci:
O1: Jezeli p; > p;, to n; < n;.

Dowo6d: Zaltozmy, ze dla pewnego systemu identyfikacji znajdziemy pare indeksow (i, 7) dla ktorej
zachodzi: p; > p; i n; > n;. Wtedy mozemy rozwazy¢ system S’ w ktorym wezty kornicowe (i, 7) sa
zamienione miejscami. Poréwnajmy wartosci oczekiwane obu systemow:

E(S) = E(S') = pini + pjn; — pinj — pjni = (pi — p;)(ni —ny) > 0
zatem system S zadaje Srednio wiecej pytan niz system S’ i nie moze by¢ optymalny.
02: Z kazdego wezta posredniego wychodza dwie krawedzie (nie ma w systemie pytan oczywistych)

Dowéd: Usuniecie pytania oczywistego zmniejszy o jeden liczbe pytan potrzebnych do iden-
tyfikacji pewnej liczby odpowiedzi, co poprawi wartos¢ oczekiwang systemu. System z pytaniem
oczywistym nie jest zatem optymalny.

03: Dwa wezty koiicowe o najmniejszych prawdopodobieristwach maja maksymalny rzad.
Dowo6d: Konsekwencja O1 i O2

O4: Jezeli dla zbioru N wynikéw o prawdopodobienstwach (pi,...,py) system identyfikacji
S = (ny,...,ny) (rzedy weztéw w kolejnosci malejacych prawdopodobienistw) jest optymalny, to
dla zbioru N — 1 wynikéow o prawdopodobienistwach (py,...,pn—1 + pn) system identyfikacji S’ =
(n1,...,ny_1 — 1) jest rowniez optymalny.

Dowod: Jezeli S’ nie jest optymalny, to istnieje 77 od niego lepszy. Z T' konstruujemy system
identyfikacji N wynikow 7" = (nq,...,ny_2,ny_1,ny). Obliczamy jego wartos¢ oczekiwana i wycho-
dzi nizsza niz dla systemu S, czyli system S z ktorego pochodzi S nie moglt byé optymalny.

Wtasnosci O3 i O4 daja juz metode konstrukeji systemu optymalnego dla N wynikéw. Wiemy, ze
odpowiedzi o najmniejszych prawdopodobienistwach musza by¢ potaczone weztem nadrzednym. Jezeli
potaczymy te dwie odpowiedzi w jedng, dostaniemy znéw system optymalny dla N — 1 wynikow,
dla ktorego znéw dwie najmniej prawdopodobne odpowiedzi tgczy wezet nadrzedny, itp. Algorytm
ten jest dobrze okreslony, bo w kazdym przebiegu petli maleje o jeden rozmiar systemu identyfikacji,
wiec skoniczy sie po skoriczone]j liczbie przebiegéw. Nosi on nazwe konstrukcji Huffmana.

Do kazdej odpowiedzi w systemie identyfikacji mozemy przypisac¢ ciag odpowiedzi na poszczegdlne
pytania TAK/NIE (1 dla TAK, 0 dla NIE). Jezeli system jest optymalny, to kod tak nazywa sie kodem
Huffmana i jest to sposrod wszystkich mozliwych kodéw kod o najkrétszym $rednim stowie kodowym.

Jezeli rzucamy moneta dajaca z rownym prawdopodobieristwem orta i reszke, do zidentyfikowa-
nia odpowiedzi potrzebujemy jednego pytania. Gdyby wypadal zawsze tylko jeden wynik, to potrze-
bowalibysmy 0 pytan. Powinno by¢ tak, ze gdy jedna z mozliwosci jest bardziej prawdopodobna,
potrzebujemy $rednio mniej niz jednego pytania by zidentyfikowa¢ wynik. Moneta tak jest bardziej
przewidywalna niz uczciwa moneta, wiec informacja o wyniku rzutu powinna by¢ mniej warta. Jak
to mozliwe, skoro do identyfikacji jej wyniku wciaz potrzebujemy doktadnie jednego pytania?

Wyobrazmy sobie, ze rzucamy dwa razy moneta o prawdopodobieristwach (0.25,0.75). Wyniki ta-
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kiego eksperymentu maja prawdopodobienistwa (9/16,3/16,3/16,1/16). Optymalnie identyfikujemy
je za pomoca systemu (1,2, 3, 3), ktory daje srednig liczbe pytan 27/16, czyli &~ 0.84 pytania na jeden
rzut moneta.

16 16\16\./16
S
e

Jezeli rzucamy trzy razy taka moneta, mamy rozklad prawdopodobienistwa wynikow
(27/64,9/64,9/64,9/64,3/64,3/64,3/64,1/64). Identyfikujemy go optymalnie za pomoca systemu
(1,3,3,3,5,5,5,5):

64 64\./64 64 64\./64 64\./64
\./
/

ktory potrzebuje srednio 158/64 pytan do identyfikacji wyniku, czyli ~ 0.82 pytania na jeden rzut
monety.

Widzimy, ze srednia liczba pytan na jeden rzut spada gdy identyfikujemy coraz wieksze grupy
monet. Za miare wartosci informacji o wyniku pomiaru zmiennej losowej powinni§my bra¢ wartosé
graniczng tego ciagu.

Ograniczenia na Srednia liczbe pytan

Dla rozktadu prawdopodobienstwa X = (py,...,pn) definiujemy entropie Shannona:
H(X)=— sz‘ log, pi,

z ciaglosci przyjmujemy, ze 0log, 0 = 0.

Latwo udowodni¢, ze dla rozktadu prawdopodobieristwa dwoch zdarzen niezaleznych X, Y mamy
H(X,)Y)=H(X)+ H(Y):

H(X,Y) == pigjlogypig; = — Y _ pig;(logy pitlogy q;) = =D pilogypi—>_ qjlogy q; = H(X)+H(Y)
i J

i’j
Nierownosé Kleina: log, x < logy e - (x — 1), rownos¢ <= z = 1.
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Dowéd: Znajdz styczna w z = 1 do wykresu log, x i sprawdz ze jest to funkcja wklesta.
Przy jej pomocy udowadniamy nastepujace twierdzenie o informacji Shannona:

Twierdzenie: H(X) < ES dla dowolnego systemu identyfikacji S

Dowod: H(X) —E(S) = — X pilogypi — X pini = > piloge (277 /pi) < X5 pilogy e(277 /p; —
1) =logye(>;27™ —1) <00

O wyjatkowosci funkcji informacji Shannona moéwi nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie: Istnieje taki system identyfikacji S, ze H(X) < ES < H(X) + 1

Dowod: — Y, pilogypi < Yipiny < — X, pi(logyp; — 1). Udowodnimy, ze nieréwnosé zachodzi
dla odpowiednich sktadnikéw sum: —log, p; < n; < —log, p; + 1. Dla kazdej liczby p; istnieje liczba
naturalna w przedziale [p;, p; + 1). Pozostaje sprawdzi¢, czy liczby te spelniaja nier6wnosé¢ Krafta [

System identyfikacji o takich liczbach pytari nazywamy systemem Shannona. W przedziale
[H(X), H(X)+1) siedzi oczywiscie optymalny system identyfikacji zwracany przez konstrukcje Huf-
fmana, ale jest on na tyle szeroki by pomiesci¢ réwniez inne systemy. Dla rozwazanych trzech rzutow
moneta system identyfikacji Shannona ma nastepujace liczby pytan:

Ix 6

3x [6—1log,3] =5
3x  [6—2log,3] =3
Ix [6—3log,3] =2

zauwazmy, ze system ten nie wysyca nawet nierownosci Krafta (zawiera pytania oczywiste), a mimo
to wciaz jest wystarczajaco blisko dolnego ograniczenia na srednig liczbe pyta.

Z twierdzenia wynika, ze jezeli bedziemy identyfikowali po n wynikow na raz, to $rednia liczba
pytan bedzie w przedziale [H(X), H(X) 4+ +). Kodujac wyniki w odpowiednio duzych pakietach,
mozemy sie zblizy¢ ze $rednig dtugoscia stowa kodowego dowolnie blisko wartosci H(X) i te wielkosé
uznajemy za miare informacji o zdarzeniu X.

Entropia Shannona jest $rednia z funkeji p — —log,(p), ktora jest wartoscia informacyjna zdarze-
nia elementarnego (funkcja niespodzianki). Mato prawdopodobne zdarzenia zaskakuja nas bardziej
niz te bardziej prawdopodobne. Funkcja ta powinna by¢ funkcja ciagla o naturalnych wlasnosciach:

o f:[0,1] — [0,00], £(0) = 00, f(1) =0

e powinna by¢ addytywna na zdarzeniach niezaleznych: f(pq) = f(p) + f(q)

Jedyna funkcja spelniajaca te wtasnosci jest — log, z doktadnoscia do podstawy.



Entropia Shannona

Wtlasnosci entropii Shannona

Entropia Shannona, jako funkcja H:A™ — R ma nastepujace wlasnosci

1-3 Jest funkcja dodatnia, symetryczna i ciagla na rozktadach prawdopodobienistwa.

4 Wkleslosé
Dowdd: Wystarczy udowodnié, ze p — —plog, p jest wklesta.

5 Subaddytywno$é Dla dwoch zmiennych losowych X, Y zachodzi H(XY) < H(X) + H(Y),
a rownos¢ zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy zdarzenia sg niezalezne (addytywnosé).

Dow6d: H(X)+H(Y)-H(XY) = ¥, pilog, pit+Y; pjlogy pj—Xi; pij logy pij = Xij pijlogy 77 <
logy €3 pij(ppiz,j —1)=0.

Roéwnos¢ zachodzi, gdy Vi p;; = pip; U

Subaddytywnos$é jest intuicyjnie jasna - informacja o catosci nie moze przekraczaé¢ informacji o
czesciach sktadowych. Pozniej zobaczymy, ze wlasnosé ta nie zachodzi w $wiecie kwantowym.

6 H(X,Y)> H(X),H(Y)

Dowdd: Udowodni sie samo poézniej

Informacja warunkowa

Zatozmy ze wiemy, ze przy pomiarze zmiennej Y zmierzono j-ty wynik. Wtedy rozkladem prawdo-

podobienstwa zmiennej X jest {p;y—; = %}. Przy znanym j-tym wyniku Y, informacja o X jest
. J

rowna:

Dij Dij 1
Z ~ log, pfj = b Zpij (logy pij — log, pj)

i Dj j i

a j—ty wynik Y pojawia si¢ z prawdopodobienstwem p;, wiec érednio gdy znamy wynik Y, informacja
o X wynosi:

> pijlogypij — D pijlogypy = H(X,Y) — H(Y)

ij ij
Czyli jest doktadnie réwna informacji o obu zmiennych - informacja o zmiennej Y. Wielkos¢ te
nazywamy informacja warunkowa i oznaczamy jako H(X|Y').

Wilasno$ci informacji warunkowej

1. H(X|Y) < H(X), rowno$¢ zachodzi dla zmiennych niezaleznych

2. H(X|Y) > 0 (co udowadnia szosta wlasnosé¢ entropii Shannona)

Dowdd 1: wynika z subaddytywnosci entropii Shannona

Dowdd 2: wynika wprost z definicji informacji warunkowej



Informacja wzajemna

Znajomos¢ wyniku zdarzenia Y, w ogdlnosci zmniejsza wartos¢ informacji o wyniku zdarzenia X (nie
zmniejsza tylko gdy X 1Y sg niezalezne). Mozemy zatem zapytac, ile informacji o wyniku zdarzenia
X dostarcza informacja o wyniku zdarzenia Y. Oznaczamy te wielkosé jako 7(X :Y'). Jest to roznica:

Ostatnia rownos$é¢ pokazuje, ze jest to wielkos¢ symetryczna. Znajomos$é Y dostarcza tyle samo in-

I(X:Y)=H(X)—-HX|Y)=H(X)+H(Y) - HX,Y).

formacji o X, co znajomosé X o Y.

Reguly tancucha

Zmajomosé wartosci pewnej zmiennej Z wplywa w nastepujacy sposoéb na informacje o innych dwoch

zmiennych losowych X, Y:

Dowod: H(X,Y|Z) — H(X|Z)
Wtasnosé H(X,Y) = H(X|Y) + H(Y) uogolnia si¢ do wickszej liczby zmiennych losowych:

H(X,Y|Z) = H(X|Z)+ H(Y|X, Z)

H(X,Y,Z)— H(Z) - H(X,Z)+ H(Z) = H(Y|X, Z) O

H(X0, X1, X0) = S H(X Xy, ., X3)

=1

Dowdd: H(Xn7Xn_1,. .. ,Xl) = H(Xn|Xn_1, N 7X1) + H(Xn—l,- .. ,Xl) = H(Xn’Xn—la ce

H(Xp | X2, X0) + H(Xpon, ., X0) = 0= HXG [ X, X)) 4+ H(XG X)) + H(X)

g

Podobng wtasno$¢ mamy dla informacji wzajemnej:

Dowdd:

I(Xn,Xn_l,...,X12Y> :ZH(X1Y|X1—17aX1)

=1

](Xn,Xn_l,...,X11Y) =

—H(X,, Xn-1,..., X, YY)+ HX,,, Xpio1, ..., Xq) + HY) =

=2 HXXi, . X0 Y) = HY) + ) H(XG| X, X0) + HY) =
i=1 i=1
HY|X;—4,...,Xh) + ZH(Xi’Xi—ly o Xq) — ZH<X1‘;Y’X@'—1, LX) =

i=1 =1

I(Xl . Y’Xl',l, N 7X1)
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Wszystkie te relacje i definicje dobrze ilustruje diagram Venna.



Kanaly informacyjne

Przypomnienie: kombinacja wypukta, to kombinacja liniowa o wspoétczynnikach dodatnich sumuja-
cych sie do 1.

Definicja: Kanalem informacyjnym nazywamy odwzorowanie liniowe S : A™ — A™ (przeprowa-
dzajace rozktady prawdopodobienstwa w rozklady prawdopodobienstwa).

Macierz kanalu ma kolumny o wyrazach dodatnich sumujacych sie do 1 - rozktady pewne tez
przechodza na rozklady prawdopodobieristwa.

W drugg strone, macierz o takiej wtasnosci jest kanatem - kombinacja wypukla rozktadéw praw-
dopodobienstwa tez jest rozktadem prawdopodobienstwa. (sprawdzic!)

Macierze o takiej wlasnosci nazywamy macierzami stochastycznymi. Macierz stochastyczna to
rozklad prawdopodobienstw warunkowych p(Y|X), gdzie Y to wyjscie z kanalu a X to wejscie.

Z tych samych powodéw, kombinacja wypukta kanatow dalej jest kanatem, ztozenie kanatow dalej
jest kanatem (jezeli zgadzaja sie rozmiary).

Najczesciej rozwazamy kanaty przekazujace znaki pewnego n-znakowego alfabetu, wejscie i wyjscie
sa tym samym zbiorem, a kanaly sa wtedy automorfizmami zbioru rozktadéw prawdopodobienistwa
A™ na tym alfabecie.

Taki kanal odwzorowuje sympleks A™ w samego siebie, zatem posiada przynajmniej jeden punkt
staly (z tw. Brouwera o punkcie stalym).

po = Kpo

Dodatkowo, twierdzenie Perona-Frobeniusa zapewnia, ze nieredukowalna macierz stochastyczna ma
doktadnie jeden punkt staly w sympleksie. Znajdujemy go startujac z dowolnego punktu i iterujac
kanat.

Szczegbdlnymi kanatami sg kanalty dane przez macierze bistochastyczne, gdzie nie tylko wartosci w
kolumnach sumuyja sie do 1, ale tak samo wartosci we wierszach. Punktem stalym takich kanatow jest
stan maksymalnie mieszany (rozklad rownomierny), nie zmniejszaja one zatem wartosci informacji
o przestanym znaku.

Ilosé infomacji przestanej przez kanat

Twierdzenie: Dla dowolnego kanalu zachowujacego stan maksymalnie mieszany K, H(KX) >
H(X) (po przestaniu znaku zwieksza sie nasza niewiedza o nim i informacja jest wiecej warta).

Dowod: Z faktu, ze funkcja z — zlog, x jest funkcja wklesta.

Uwaga: Nie jest to prawda dla ogdlnych kanatow. Jako przykitad wystarczy rozwazyé kanat o

macierzy
11
oo

Informacja o wejsciu kanatu K wynosi H(X). Informacja taczna wejscia i wyjscia wynosi H (X, K X).
Informacja stracona w kanale, to H(X|KX). Informacja przestana przez kanat, to I(X : KX).
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Pojemnosé kanatu (chanel capacity)
Definicja: Pojemnoscig kanatu informacyjnego nazywamy liczbe C'(K) = maxy I(X : KX). To
najwieksza ilo$¢ informacji, ktéra mozemy przestaé przy jednokrotnym uzyciu kanatu.
Niech wejscie ma rozktad {p;}, a wyjscie ¢; = >=; Kjip;.
I(p:q) == pihi + H(q),
gdzie h; oznacza entropie i-tej kolumny macierzy kanatu. Przez h oznaczaé¢ bedziemy wektor wier-

szowy zbudowany z h;.

Obliczmy ekstremum warunkowe tej funkcji przy warunku >, p; = 1:

api<I(p : Q) - )‘sz) = —h; — ZlogQ(Qj(f) . Kji —-A=0
i J
hi + > logy(q;)Kji = =X —logye = —1(p: q)
J

Ostatnig réwnos$¢ otrzymamy mnozac przedostatnia rownosé przez p; i sumujac po i. Wynika stad,
ze Vi hy + Y ;[logy(q;) + I(p : q))Kj;i = 0 (I(p : q) weszlo do nawiasu dzigki stochastycznosci K),
zatem ekstremum lokalne istnieje wtedy i tylko wtedy gdy A’ nalezy do obrazu KT. Wtedy tez
I(p:q) = C(K). Ograniczmy sie do macierzy K odwracalnych.

W zapisie wektorowym: [log,(g;)] = —C(K)I — hK !, przy warunku Y, ¢; = 1. Otrzymujemy:

C =log, Y 27Kl

j
Przyktlad: Przepustowos$¢ symetrycznego kanatu jednobitowego z prawdopodobienstwem btedu e.
C(K)=1-Hfe)

Przyktad: Przepustowos¢ dla dowolnego kanalu symetrycznego (to kanal bistochastyczny, w
ktorym wiersze i kolumny roznig sie tylko o permutacje) nad Zrodlem N-elementowym.

C(K) = logy(N) — H(e)
Przyktlad: Przepustowosé¢ dla kanalu, w ktorym tylko jeden znak podlega btedom transmis;ji:

C(K) = logy(N — 1+ 2‘%), gdzie H - entropia wyjécia gdy nadawany jest znak podlegajacy
bledom

10



Twierdzenie Shannona

Przy rozwazaniu symetrycznego kanatu jednobitowego dostaliémy wyrazenia na przepustowos¢ kana-
tu zawierajace prawdopodobieristwo btednego odczytu bitu. Ogoélniej zwigzek ten przedstawia nie-
réwnosé Fano:

1+ P.logy(N —1) > H(P.) + P.logy(N — 1) > H(X|Y),

gdzie P, jest prawdopodobienistwem blednego odczytania nadanego bitu. W przypadku bitu, wzor
redukuje sie do H(P.) > H(X|Y).

Dowod: Wprowadzamy zmienng losowa E o warto$ciach 0,1 moéwiaca o tym, czy wystapil btad
odczytu.

H(E,X|Y) = H(X|Y)+H(E|X,Y)=H(X|Y)
— H(ElY)+ H(X|E,Y)
< H(P.)+ P(E=0)H(X|Y,E=0)+ P(E=1)H(X|Y,E =1)
< H(P.)+ P.logy(N — 1)

Chcemy przesylaé¢ pakiety po n znakéw. Na zbiorze N™ elementowym X *" dziala teraz kanal
K*™ nazywany n-tym rozszerzeniem kanatu K. Z reguly tancucha dla informacji warunkowej mamy

nastepujacy:
Whiosek: C(K*") = nC(K).

Dowod: I(X™,Y") = HY") — HY"X") = HY") - > HY;|Yiey, ..., Y1, X") = HY") —
nH(Y|X)<nH(Y)—-nH(Y|X)=nC(K). W druga strone, wybierajac dla kazdej zmiennej ten sam
rozktad na ktérym realizujemy przepustowosé¢ K, osiagamy réwnosé [

Wynik ten méwi nam, ze kodujac informacje w blokach i przesylajac rozszerzeniem kanatu, nie
przeslemy wiecej niz przy przesylaniu znak po znaku. Zatézmy kodujemy informacje w M stowach
kodowych o dtugosci n bitoéw. Rozpisujemy entropie Zrodta:

H(X™) = H(X"Y") + I(X",Y") < 1+ P™H(X") + nC(K)

Nier6wnosé zachodzi rowniez dla supremum obu stron wynoszacego H (X™) = log, M (liczba bitow
logicznych). Wprowadzamy pojecie wspotezynnika transmisji R = %log2 M (stosunek liczby bitow
logicznych do liczby bitow fizycznych), ktore mowi ile bitéw informacji jest przesytane przy przestaniu
jednego bitu fizycznego (znaku). Mamy wtedy nieréwnosé:

1

R< —+P™R+C
n

Zatozmy, ze konstruujemy cigg kodéw o tym samym wspotczynniku transmisji i dtugosci stow
kodowych n — co. Warunkiem koniecznym, by P™ — 0 jest R < C. W druga strone, jezeli R > C,
to zawsze istnieje graniczna wartos¢ prawdopodobienstwa btedu transmisji 1 — %, ponizej ktorej nie
da si¢ zejsé.

Fakt ten znany jest jako odwrotnos¢ twierdzenia Shannona. Samo twierdzenie Shannona mowi,
ze dla R < C' mozna skonstruowaé¢ kod o dowolnie matym prawdopodobienistwie btedu.
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Szkic dowodu twierdzenia Shannona

Dla ciaggu & niezaleznych wartosci zmiennej losowej X o znanym rozktadzie {p;} i entropii H(X)
mozemy zdefiniowaé entropie serii wzorem —% > ilog, p;. Na mocy stabego prawa wielkich liczb:

1 _

wiemy, ze dla duzych n entropia serii bedzie z duzym prawdopodobieristwem w przedziale H(X) —
e, H(X) + e. Ciagi o takiej wlasnosci nazywamy e-typowymi.

<e>7H—°>01

Podobnie mozemy rozwazaé¢ pary ciggdéw na wejsciu i wyjsciu kanatu i rozwazaé pary e - tgcznie
typowe.

Definicja: zalozmy, ze wejscie X i wyjscie Y kanalu maja rozklad taczny p(x,y). Przesytamy
przez kanat stowo kodowe 7 dtugosci n i otrzymujemy na wyjsciu stowo kodowe 3. Stowa te sg € -
tgcznie typowe, jezeli spelnione sg ponizsze warunki:

|~ LY logypr) — H(X)| < e
|~ L o pl) — HY)| < e

1
| =~ > logyp(xi,gs) = H(X,Y)| < e

Zbior par € - tgcznie typowych bedziemy oznaczaé jako A™. Ma on nastepujace wlasnosci:

1. Pr((z,7) € A™) "% 1 (dla ustalonego € - maksymalnej dopuszczalnej roznicy miedzy entropia
ciggu a entropia zrodla, prawdopodobienistwo ze para losowana zgodnie z rozktadem tacznym
wejscia 1 wyjscia jest tacznie typowa dazy do 1).

Dowoéd: Konsekwencja stabego prawa wielkich liczb.

2. #AM L MHXY)+) (ggraniczenie na ilosé par e - ladcznie typowych)
Dowod: 1 = le(f, g) = ZA(n) p(f, y) #A n(H(X, Y)Jre)

3. Zalozmy, ze stowa 7 i ¥/ generujemy niezaleznie od siebie (pochodza z réznych par). Pytamy o
prawdopodobienistwo, ze stworza pare € - tacznie typowa:

Pr((j” ?7) € AE")) < 2_71(1(X:Y)_36)

Dowod: Pr((F,7) € AM) = X2 0 p(#)p(F) < 22N +02-HX)=0pn(H() =0

By udowodni¢ twierdzenie Shannona powinnismy wskazaé ciag kodéw o wspotezynniku transmis;ji
R < C, w ktéorym prawdopodobienistwo btedu bedzie malato do zera gdy n — oo.
1. Wybieramy pewien dowolny ustalony rozktad prawdopodobienstwa znakéw na wejsciu.

2. Zgodnie z tym rozkladem prawdopodobienistwa generujemy m = 2" stow kodowych dhugosci
n. Prawdopodobienstwo wylosowania konkretnego kodu C wynosi [, [T, p( ))
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3. Stowa kodowe bedziemy wysyltaé¢ z réwnymi prawdopodobienstwami 27", Po nadaniu stowa
Z(w) otrzymujemy na wyjsciu ciag .

4. Zamiast szuka¢ najblizszego stowa kodowego, wprowadzamy nastepujaca procedure dekodowa-
nia: Szukamy wszystkich w takich ze para (Z(w),¥) jest € - lacznie typowa. Blad popemiamy,
jezeli takich w nie ma lub jest wiecej niz jedno lub jezeli jedyne w jest rézne od tego ktore
nadatl nadaweca.

Jako F; oznaczamy zdarzenie, ze i-te stowo kodowe tworzy wraz z wyjsSciem pare € - tacznie

typowa. Prawdopodobienistwo ze popelimy btad nadajac stowo kodowe o numerze 1 jest réwne
Pr(ESUEyU...UE,).

Oszacujmy prawdopodobienistwo btedu usrednione po wszystkich stowach kodowych i po wszyst-
kich kodach:

Pr(e) =>_ Pr(C) => Pr(C mZPr elw, C)
C w=1
1 & 1 &
EZ Pr(C)Pr(e|w,C) = EZPT = Pr(elw =1)

—

w=1

g

=Pr(E{UE,U...UE,|lw=1)< Pr(Eflw=1)+>_ Pr(Ejw=1)
=2

Prawdopodobienistwo, ze wyjscie tworzy z wejsciem pare € - tacznie typowa dazy do 1 dla n — oc.
Pierwszy sktadnik prawej strony bedzie wiec mniejszy od  dla odpowiednio duzego n, powiedzmy n >
ny. Prawdopodobienstwo ze po nadaniu pierwszego stowa kodowego wyjscie bedzie tworzyto pare € -
lacznie typowa z innym stowem wejsciowym nie przekracza 2~ I(X:Y)=3¢) " atem mozemy oszacowad
drugi sktadnik prawej strony przez (27 —1)2-U(X:Y)=3¢) o 9=n(I(X:Y)=R=39) Jejeli R < I(X : Y)—3e
to wyrazenie to bedzie zbiezne do 0 i dla pewnego n > ny mamy >, Pr(E;jw = 1) < § i lacznie,
dla kazdego n > N = max{nj, ny} prawdopodobieristwo btednego dekodowania jest mniejsze niz 2.

€ 1 6 mozemy dowolnie zmniejsza¢ (w zamian za zwickszanie N - dlugosci stowa kodowego).
Jezeli wspotezynnik transmisji nie przekracza przepustowoscei kanatu, mozemy (kosztem dlugich stow
kodowych) zejs¢ z prawdopodobienstwem bledu dowolnie blisko zera.

Wynik dotyczy bledu usrednionego po wszystkich kodach. Daje to pewnosé¢ istnienia kodu o
interesujacych nas wtasnosciach (jezeli srednia liczb jest mniejsza niz 26, to przynajmniej jeden ze
sktadnikow Sredniej musi by¢ < 2§), natomiast nic nie moéwi jak go szukac.

Binarne kody liniowe korygujace bledy

Jezeli dla kodu dtugosci n nad alfabetem {0, 1} stowa kodowe tworza m-wymiarowa podprzestrzen
liniowa przestrzeni Z3, to kod nazywamy binarnym kodem liniowym. Kazda podprzestrzen mozna
wyciaé przy pomocy warunku: Hx = 0, gdzie liniowo-niezalezne kolumny macierzy H sg prostopadte
do wszystkich stow kodowych. Macierz H nazywamy macierzq kontroli parzystosci. llosé stow wynosi
2™. W przypadku btedu, dekodujemy przez odnalezienie najblizszego stowa kodowego.
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Procesy stochastyczne

Proces stochastyczny X to rodzina {X;}ier zmiennych losowych o wartosciach w przestrzeni S in-
deksowana zbiorem indekséw 7T'. Dla nas proces przyjmowat bedzie wartosci w pewnym zbiorze skon-
czonym, a T = N (dyskretny proces stochastyczny). Zmienne te nie sa na ogol niezalezne. Proces w
praktyce charakteryzuja wszystkie rozktady taczne zmiennych {X;}ier.

Proces stochastyczny jest stacjonarny (przesuwalny w czasie), jezeli jego rozktady laczne nie
zmieniaja sie przy przesunieciach w czasie. Proces nazywamy ergodycznym, jezeli jego rozklady
brzegowe da sie wyznaczy¢ z odpowiednio dtugiej probki. Ograniczymy zainteresowanie do proceséw
stacjonarnych i ergodycznych.

Dla proceséw stochastycznych bedziemy definiowaé¢ wspotczynnik entropii na dwa sposoby:

1

H(X) = lim —H(X,,..., X))
n—00 1,
H(X) = lim H(Xp| X0 1,...,X1)

n—o0

Twierdzenie: Dla procesow stacjonarnych obie definicje sa réwnowazne.

Dowod: Z reguly tancucha: 1 H(X,,...,X1) =+ ¥, H(X;|X,1,..., X1).
Mamy H(Xi’Xifl, ce ,Xl) < H(Xi’Xl',l, e ,Xz) = H(Xi,1|Xi,2, ce ,X1>. Jest to nieroancy Cladg
liczb nieujemnych, zatem jest zbiezny. Ciag $rednich tego ciagu jest zbiezny do tej samej granicy [

Najprostszym przyktadem jest malto interesujacy proces niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym roztadzie. Wspotczynnik entropii jest réwny entropii zmienne;j.

Prosta do analizy, ale juz ciekawa klasa proceséw sa procesy Markowa. W procesie Markowa
przysztosé zalezy od przeszlosei tylko przez terazniejszosé: P(X; 11| X;, Xi—1,...) = P(X;41]X;). Dys-
kretny, stacjonarny proces Markowa jest dany przez macierz przejscia (kanal informacyjny) pomiedzy
nastepujacymi w czasie rozktadami prawdopodobienstwa. Dla takiego procesu istnieje rozktad sta-
cjonarny - wniosek z twierdzenia Perona-Frobeniusa.

Proces, ktérego warto$é w chwili zalezy od dwoch poprzednich chwil, mozemy traktowaé jako
proces Markowa na parach.

Przyklad: Niech wartoscia procesu X; bedzie:

1 edy X, 0=0 o
0 gdy Xi_g =1

Trajektoria takiego procesu jest ciag: 001100110011 . ... Macierza przejscia dla par jest:

0010
1000
0001
0100

Macierz przejécia jest w tym przypadku macierza rzadka - w kazdej kolumnie moga by¢ najwyzej
dwie wartosci niezerowe.

Podobnie, kazdy proces o pamieci dtugosci n o wartoSciach w zbiorze M-elementowym mozna
sprowadzi¢ do procesu Markowa na M™! elementowej przestrzeni krotek dtugoéci n + 1. Znéw w
kazdej kolumnie macierzy przejscia moze by¢ najwyzej M wartosci niezerowych.
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Dla ergodycznego stacjonarnego procesu stochastycznego X = {X;}iez definiujemy jego k-te
przyblizenie markowowskie jako proces stochastyczny o rozktadach brzegowych:

Qk(aj—(k—l)? e Loy L1y ,ﬁlj’n) =

P('xf(kfl)a s 7'170) ’ P(x1|$7(k71)a s 7$0) ’ P('x2|$7(k72)7 s 7I1) et P($n|$n—k7 B 7In—1)7

gdzie P sa prawdopodobienstwami dla procesu X. Aproksymacja zerowego rzedu to ciag niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadach prawdopodobienistwa zgodnych z rozktadami prawdopodobieristwa
dla wyjsciowego procesu. Aproksymacja pierwszego rzedu to proces Markowa o prawdopdodobien-
stwach warunkowych zgodnych z z prawdopodobienstwami warunkowymi dla wyj$ciowego procesu.
Aproksymacja n-tego rzedu to proces Markowa dla krotek dtugosci n.

Przy pomocy przyblizenn markowowskich mozemy obliczy¢ w granicy entropie procesu:

1
—ﬁIOgQ Qk(Xh Ce ,Xn|X_(k_1), . 7AXV())

1
= _E (10g2 P(x—(k—l); . ,ZE()) —+ Zlogz P([Ej|[[‘j_1, Ce 7xj—k))
J

1
= (log2 P(z_(e—1), -, m0) + > _logy P(zo|z_1, ... ;$—k))
J

= H(X0|X—k7"‘7X—1) IF;OO H(X)

Przyblizenia markowowskie jezyka naturalnego

Pobierzemy duzy tekst w jezyku polskim, wyrzucimy stowa zawierajace znaki inne niz polskie litery
i zmienimy duze litery na mate:

znaki="agbccédeg¢fghijklimnnodprsstuwyzzz, "
def oczysc(s):
s=s.lower ()
s=filter (lambda i:i in znaki,s)
return ’’.join(s)

with open(’opowiadania.txt’) as f:
s=f.read ()
s=oczysc(s)

Ciag s zawiera teraz N znakow. Wyznaczamy stownik, ktory ciagom warunkujacym przypisuje
stowniki, przypisujace nastepujacym po nich literom ilosci zliczen:

def wystapienia(m,s):
d={}
for i in range(n,len(s)):
x=s[i-n:il;

y=s[i]
if x in d:
if y in d[x]: dlx][yl+=1
else: dlx][yl=1
else: dlx]={y:1}

return d
Dla kazdego ciggu warunkujacego, normujemy liczby zliczeni i liczymy entropie rozktadu. Nastep-

nie, liczymy $rednig z tych wartosci, z wagami bedacymi sumami zliczen:

from math import log
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def ent(1l):
s=0
for i in 1:
s+=ixlog (i)
N=sum (1)
return (log(N)-s/N)/log(2)

def ent_war(d):

s=0; h=0

for i in d:
1=d[i].values ()
N=sum (1)
h+=N*ent (1)
s+=N

return h/s

Zdefiniujemy dwie kolejne funkcje, ktore pozwola nam generowaé realizacje procesu, zgodnie z
jego macierza prawdopodobienistw warunkowych:

from random import randint

def losujz(d):
v=randint (0,sum(d.values ()))
s=0
for i in d:
s+=d[i]
if v<=s: return i

def sym(d,n):
dk=1list (d.keys (D)
s=dk[randint (0,len(dk))]
st=len(s)
for i in range(mn-st):
s+=losujz(d[s[-st:]1])
return s

Pierwsza funkcja pozwala losowaé ze zbioru, dla ktorego prawdopodobieristwa sg zadane przez liczby
zliczen. Druga funkcja na podstawie stownika zliczen warunkowych losuje kolejny znak z prawdopo-
dobienstwem zaleznym od poprzedzajacego ciagu znakéw. Jest to realizacja procesu stochastycznego.

Dla kazdego n (ilos¢ liter warunkujacych) generujemy stownik przypisujacy ciagowi warunkuja-
cemu stownik zliczen, oraz obliczamy: entropie na znak i jej btad, entropie kolejnego znaku i jej btad,
nastepnie generujemy realizacje procesu o dtugosci 500 znakow:

for n in range(1,5):
d=wystapienia(s,n)
1=1list (map(lambda i:sum(i.values()),d.values()))
print(n, ent(l)/n, ent_war(d))
print (sym(d,500))
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Algorytmy kompresji

Konstrukcja kodu Huffmana

Teraz traktujemy nasz ciag znakéw jako ciag krotek n-znakow:

def nki(s,n):
return [s[i*n:(i+1)*n] for i in range(len(s)//mn)]

Obliczamy statystyke zliczen dla tego ciagu:

def statystyka(s):
d={}
for i in s:
if i in d:
dlil+=1
else:
d[il=1
return d

By skonstruowa¢ kod Huffmana, najpierw konstruujemy system identyfikacji wynikow, w ktorej
kazdy wezel jest reprezentowany jako krotka dtugosci 2, ktorej elementami sa dwa wezty potomne.
Startujemy ze stownika zliczen i jego listy kluczy. W kazdym przebiegu petli tagczymy dwa elementy
o najmniejszej liczbie zliczen krotka je zawierajaca (dlugosé listy zmniejsza sie o 1). Jednoczesnie
do stownika dopisujemy taczna liczbe zliczenn dla tej krotki. Postepujemy tak, az lista skroci sie do
dwoch elementow:

def huff(d):
1=d.keys ()
while len(1l)>2:
ml=min(l,key=d.get); l.remove(ml);
m2=min(l,key=d.get); 1l.remove(m2);
1.append ((m1,m2)); d[(ml,m2)]=d[m1]+d[m2]
return dict(kod(tuple(1l)))

Po wyjsciu z petli konstruujemy stownik przypisujacy kazdemu elementowi stowo kodowe za
pomoca funkcji rekurencyjnej:

def kod(1l,pref=’’):
if type(l)==tuple:
return kod(1[0],pref+’0’)+kod(1[1],pref+’1’)
else:
return [(1,pref)]

Teraz wygenerujmy ciag bitow kodujacy nasz ciag znakow:

nki_list=nki(s,n)

h=huff (statystyka(nki_list))
dh=dict (kod(’’,dh))

c = ?’.join(map(h.get,nki_list))

Wypiszmy, ile srednio bitow przypada na jeden znak:

print ("Liczba,bitéw,na,znak:,",len(c)/len(s))

Jest to ciag malejacy, ale z rosnacym n zwieksza sie rozmiar stownika, ktory musimy wystaé wraz z
naszymi danymi. Jego rozmiar to suma rozmiaréw wartosci plus suma rozmiaréw kluczy:

print "Rozmiar,stownika:,",sum(map(len,h.values()))+sum(map(len,h.keys ()))*8

Teraz mozemy policzy¢ rzeczywista (z uwzglednieniem narzutu) liczbe bitoéw na znak:

print "Liczbagbitdéw,na,znak,(zynarzutem): ", \
1.0*x(len(c)+sum(map (len,h.values ()))+sum(map(len,h.keys ()))*8)/len(s)

17



Do narysowania reprezentacji graficznej systemu decyzyjnego odpowiadajacego kodowi, uzyjemy
funkcji rekurencyjnej:

def drzewo (kod):
N=4
if len(kod)==1:
return [N*chr (9472)+1list (kod.keys ())[0]]
kod0={}
kod1l={}
for k in kod.keys ():
if kod[k][0]==>0":
kodO [k]=kod [k][1:]
else:
kod1 [k]=kod [k][1:]
10=drzewo (kod0)
li=drzewo (kod1l)
return [N*chr (9472)+chr (9516)+10[0]]
+[N*’,2+chr (9474)+i for i in 10[1:]]
+[N*’,’+chr (9492)+11[0]]
+[(N+1)*’ °+i for i im 11[1:]
]

nki_list=nki(s,1)

d=statystyka(nki_list)

dh=huff (d)

dh=kod (’’,dh)

dh=dict (dh)

print (°’\n’.join([’%-60s,%s’ % i for i in zip(drzewo(dh),sorted(dh.values()))]))

otrzymamy w wyniku:

n 0000
| h 000100
L————q 000101
S 00011
p 00100
g 001010
S 0010110
6 0010111
z 0011
n 01000
L 01001
e 010100
L & 010101
d 01011
Kk 01100
L———y 01101
o 0111

e 1000
C 10011
il 101000000
\—:2 1010000010
f 1010000011

¢ 10100001
z 1010001
1 101001

W 10101

s 10110
::u 101110
j 101111

i 1100

L . 1101

— 111
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Transformata Burrowsa-Wheelera

Dla ciagu znakow dtugosci n:

1. Dodajemy unikalny znak konca ciagu
2. Wyznaczamy wszystkie rotacje i zapisujemy we wierszach macierzy (n+ 1) x (n+ 1)
3. Sortujemy wiersze leksykograficznie

4. wynikiem jest ostatnia kolumna macierzy
Transformata jest odwracalna. Startujemy z macierzy pustej i (n + 1) krotnie powtarzamy kroki

1. Do istniejacej macierzy dodaj ciag wejsciowy jako kolumne z lewej strony
2. Posortuj wiersze

3. wynikiem jest wiersz koniczacy sie znakiem korica.

Transformata grupuje powtarzajace sie znaki blisko siebie. Przyktad:

metacentrum jest punktem geometrycznym statku ktdérego polozenie jest wazne dla stat
ecznosSci statku w statku sity ciezkoSci i wyporu przyiozone sa do réznych punktéw g
dy statek nie jest przechylony obie sily sg przytozone na jednej prostej prostopadt
ej do poziomu wody gdy statek przechyli sie punkt w ktérym przytozona jest sita wyp
oru zostaje przesuniety w kierunku tej burty na ktdéra statek sig¢ przechylil linia p
ionowa prostopadta do poziomu wody i przechodzgca przez punkt przytozenia sity wypo
ru przecina sig¢ wtedy z osig statku punkt tego przecigcia to jest wiasSnie metacentr
um odlegtoSC od Srodka ciezkoSci do punktu metacentrycznego to wysokoSE metacentryc
zna gdy metacentrum znajduje sie ponad Srodkiem cigzkoSci to wysokoSC metacentryczn
a jest dodatnia gdy ponizej ujemna gdy wysokoSC metacentryczna jest dodatnia sity

wyporu i ciezkoSci sprowadzaja statek do pionu gdy ujemna statek moze przechylié s
ie 1 zatonal zadaniem konstruktordéw statkédw jest obliczyC optymalng wartoSC wysokos
ci metacentrycznej tak by statek nie byt za sztywny i jego okres kolysan byt optyma
Iny do zatozonej noSnoSci zgodnie z tymi obliczeniami wyprofilowac kadtub statku

ajjkineayimekjaiagyttaawyuamuyyieaiaawemaeolwmsuwateyccluikeykkjyitémoiézaoeyooojajik
egtuoeatmauzuetoholekiatueaaiag_yyyamawibwaeyjtuaoizy_ytuatuueyyiaiooytyeiéioimudd
unkininnnnnniwcniilzitttttttttnzwppkntztmmidwtttttttttttttddzwzsiwuooo____gaaaaaaaa

aaaaaaa

yeeeeeS555585¢ee iyyyyyeyioaaoooo_oeo

jooggggggeaocaaainiiinzjjinizzzzzzzt
eeeezecccccc_cc_c

m_lccc_m_cnnnncnllnnnnbnknkfclzzppslssssscncccclsssssneeeeeeeaau__uu________ aaeeeee
ed_d___zzozzoooonnnnun___ntttntttddybb_yyaayieeueuyyuyy _______ oyaee_oomzm_zzo_iozz
oozodztitee__eSdauouuuuuuuozs_oeeeeeeeeolwozzlotgdddggddgttd____ddrr_gwwhrssss_eiiz
pzzzpikilttt__ppppt_zrrrnrlpppkkkkknknnkkkttmt*****oo____yyyy___y___s_____________ 0
o______ o0ksspppppauocooottttettttttoppppppppPPPPPPO_bEyo__________ yyyy_eeeeeeeeo______
_______ ooone___ssssksskksseeeeceeees_sssssssssssssaw__saaaaaakaaaaaaaa___asskrsnnnnn
nnnekrepp_zkkkknrktrrkkkkmmrkid__rrrrspppppprbdd___60o_o_y_____________ *ndnddtndbdd

1dtttddnrrrrrrhhhhrntttwwwwwiwwwwtzbbzzzz_e d__rrrrrrrcrr_ooccc_cccc_scrrrrdttttk
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Implementacja:

def BW(s):
1=[s[i:]+s[:1] for i in range(len(s))]
l=sorted (1)
return ’’.join([i[-1] for i in 1])
def IBW(l,z):
11=1
for i in range(len(l)-1):
11=1list (map(’’.join,zip(1l,sorted(11))))
11=11[0]
z=11.index (z)
return 11[z+1:]J+11[:2]

Move to front

Transformata Burrowsa-Wheelera jedynie przestawia znaki nie zmieniajgc ich statystyki, zatem kod
Huffmana dla tego ciggu bedzie miatl dokladnie taka sama sredniag dtugos$é stowa kodowego. Zakta-
damy, ze znaki alfabetu maja reprezentacje binarng okreslonej dtugosci. Idea jest, by kodowaé nie
sam przebieg, ale jego pochodna (w przypadku dyskretnym jest to ciag réznic). Teraz réznice kodow
znakoéow o wiele czesciej beda wynosity 0 i na poziomie réznic $rednia dlugosé stowa kodowego sie
zmniejszy.

Dla naszego przyktadu:

e Entropia tekstu: 4.47
e Entropia pochodnej tekstu: 4.96

e Entropia pochodnej tekstu po transformacie: 3.67 - przesuniecie 0 stanowi teraz prawie potowe
wszystkich przesuniec.

Implementacja:
znaki="agbcédeg¢fghijklimninodprsstuwyzzz ="
def mtf(s):

return [znaki.index(s[0])]+[(znaki.index(s[i])-znaki.index(s[i-1])) % len(znaki)
for i in range(l,len(s))]

def imtf (1):
i=0
S:’)
for j in 1:
i=(i+j) % len(znaki)
s+=znaki [i]
return s

Run-length encoding

Dalej w naszym ciagu zera stoja w diugich ciagach. Wprowadzajac do alfabetu dwa dodatkowe
znaki specjalne: 0, 1 wprowadzamy umowe: jezeli zero powtarza sie, zapisujemy binarnie liczbe jego
wystapieni za pomoca dodatkowych znakoéw (pierwsza cyfra tej liczby napewno jest 1, wiec jej nie
piszemy).

Implementacja:
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def RLE(s,z0,zl1): #dwa znaki specjalne
s=1list (s)
1=[s[0:1]]
for i in range(l,len(s)):
if s[il!'=1[-1]1[-1]:
1+=[s[i:1+11];
else:
1[-1]+=s[i:i+1]
1=[i if len(i)<2 and i[0]!=0 else [zl if j==’1’ else z0 for j in ’{0:b}’.format(len(i))[1:]]
for i in 1]
return sum(l,[])

Pozwala nam to zej$¢ z entropia na znak do 3.27 bita.

Algorytm bzip2
Algorytm bzip2 sktada sie z nastepujgcych krokow:

1. Dla blokéw ustalonej dtugosci wykonujemy: transformate BW, MTF, RLE

2. Dla bloku wyznaczamy kod Huffmana.

Algorytmy Lempel-Ziv

LZ77: Dla znaku tekstu, szukamy najdtuzszego ciagu (<dlugosé maksymalna) zaczynajacego si¢ od
tego znaku w poprzednich 32 kB. Jezeli znajdziemy, to kodujemy go jako para (odlegtosé¢, dtugosé).
Jezeli nie, kodujemy go jako (0,znak):

ABRAKADABRA -> (0,4) (0,B)(0,R)(3,1)(0,K)(2,1)(0,D)(7,2)(7,2)
LZ78: Tniemy ciag na najkrotsze podciagi, ktore jeszcze nie wystapity:
ABRAKADABRA -> A,B,R,AK,AD,AB,RA

nastepnie kodujemy kazdy ciag jako pozycja prefiksu + ostatni znak: A,B,R,AK,AD,AB,RA ->
(0,4) (0,B) (0,R) (3,K) (4,D) (5,B) (4,4)

Algorytmy te sa optymalne - dla procesu stochastycznego o wartosciach w alfabecie asymptotycz-
nie osiagaja one entropie procesu. Algorytmy LZ sg uzywane m.in w gzip, png, gif
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Twierdzenie (Lemat Kaca): Niech {U,};cz bedzie stacjonarnym ergodycznym' procesem sto-
chastycznym o wartosciach w przeliczalnym alfabecie. Jezeli Uy = w i p(u) > 0, to Sredni czas ocze-
kiwania na ponowne pojawienie sie tego samego znaku 7'(u) ($redni czas powrotu) wynosi 1/p(u).

Dowdd: Wybierzmy pewne u z alfabetu, ktore pojawia sie ze skoniczonym prawdopodobienstwem
p(u).Dlaj > 1,k > 0 zdefiniujmy zdarzenie Aj, = {U_; = Uy = u AVl € (—j, k) U, # u}. Zauwazmy,
ze zdarzenia te sa roztaczne, a ich suma jest zdarzenie polegajace na wystapieniu przynajmniej
jednego w na lewo od 0 i przynajmniej jednego u na prawo od 0. Jest to zdarzenie pewne. Mamy
zatem:

1:Pr(UAjk):ZZPr :ii (U, =Ui=u A Vi€ (—j.k) Ui #u)

Ji:k Jj=1

na mocy stacjonarnosci procesu:

Zdarzenie {Uj, =u A VI € (0,7 + k) Uy # u|Uy = u} to pierwszy powr6t do wartosci poczatkowej
po czasie dokladnie j + k, przy warunku ze tg wartoscig jest u. Oznaczmy je jako @);4r. Mamy zatem:

=S p() Qe = (u)iz’@i — pW)T(w)

Zatem T'(u) = 1/p(u) O

Lemat: Dowolnie duza liczbe naturalna n mozna zakodowaé na log, n + 2log,(logyn + 1) + 4
bitach.

Dowod: Przed przestaniem liczby n w zapisie binarnym trzeba wysta¢ wiadomosé o tym, ile bitow
ma zosta¢ odczytane (k = [log,n]). Liczbe k (réwniez nieograniczona) kodujemy w nastepujacy
sposob: 0...01 + zapis binarny liczby. Liczba zer jest réwna liczbie bitoéw w zapisie liczby k. Liczba
k jest zakodowana na 2[log, k]+1 < 2log, k+3 bitach, zatem do zakodowania liczby n potrzebujemy
najwyzej logy n + 2log,(logyn + 1) + 4 bitow O

Wykres funkeji wypuktej R — R lezy pod sieczna taczaca punkty. Podobny fakt zachodzi dla funk-
cji wielu zmiennych. Formalizujemy do jako nier6wnosé¢ Jensena: Dla funkcji wypuktych f(3; pizi) <
>ipif (x;), dla funkeji wklestych f (3, pixi) 2 32 pif ().

Lemat: Srednia liczba bitéw potrzebnych do zakodowania n kolejnych znakéw w procesie sto-
chastycznym {X;}iez nie przekracza H(Xy,..., X,) + 2logy(H(X1,..., X,) +1) +logyn+5

Dowod: Dla ciggu & dtugosci n oczekiwane przesuniecie do miejsca gdzie taki sam ciag wystapit
w przesztosci wynosi 1/ p(_'), zatem $rednia liczba bitéow potrzebna do zakodowania tego przesunie-

cia nie przekracza log, —* o@ T 2log, <log2 @ T 1) + 4. UsSredniajac ten Wynik po wszystkich mozli-
wych ciagach dostaniemy Yz p(Z )log2 2% p(Z) log, log, ( & T 1) < Yap(@ )10g2 @ T
2log, >z p(7) (log2 @ T 1) +4 = H(XO, ooy Xp) + 2logy (H(Xo, ..., Xy) + 1) + 4 (oszacowanie z
nieréwnosci Jensena).

Lproces ergodyczny to proces, w ktérym kazda, odpowiednio dluga realizacja procesu ma te same wiasnosci staty-
styczne. Zalozenie to nam jest potrzebne, by mozna byto dobrze zdefiniowa¢ prawdopodobieristwo wystapienia znaku
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Do tego dochodzi [log, n] < log,n + 1 bitéw na zakodowanie dtugosci O

Whiosek: Gdy rozmiar okna w algorytmie LZ77 rosnie, wtedy kodujemy w postaci (przesuniecie
dlugosé) coraz dluzsze ciggi. W granicy n — oo dostajemy na znak:

1 1
lim — (H(Xy,...,X,) +2logy, H(Xy,...,X,) +logon+5) = lim —H(Xy,...,X,)

n—oo n, n—oo n,

czyli do entropii procesu. Algorytm LZ77 jest asymptotycznie optymalny.

Algorytm LZ78 tworzy ciagg najkrotszych sekwencji, ktore nie wystapity wezesniej. Ponizszy lemat
daje ograniczenie na ich ilos¢:

Lemat: Rozbijamy ciag n znakéw nad alfabetem m-znakowym na parami rézne podciagi. Ilosé

+m—10gm(m 1)+log,, (log,, n+1)
T jest
Og"L

elementow w rozbiciu ¢(n) nie przekroczy W gdzie 6,
ciagiem zbieznym z gory do 0.

Dowdd: Wszystkich sekwencji o dtugosci nie przekraczajacej k jest Z’l‘_l ml = e (m — 1)

ich taczna dlugosé wynosi Z?lemj = o (m’g (k: — 1) + —) Liczba ¢(n) osiaga maksimum,
jezeli w rozkladzie wykorzystujemy wszystkie najkrotsze dostepne sekwencje. Dla n = n, mamy

ograniczenie:

m k+1

c(ng) = p— (mk — 1) <

m —

m N

<k;_L

1

Biorac dowolne n € [ng, ngi1) pierwsze ny znakow rozbijamy na sekwencje dtugosei < k, a kolejne A
znakow rozbijamy na [A/(k+ 1) ] sekwencji dtugoscei k+ 1 (ostatnia z nich musi byé dluzsza). Mamy
ograniczenie na liczbe sekwencji:

c(n) = c(ng) + [A/(k +1)] < —2 A _mtA n

[ER S i  FR E S—

1 m—1

Szacujemy liczbe n:

1 1 1 1
m (mk<k‘— )—i— ):nk <n < nk+1:m<mk+1(k’+1— >—|— )
m—1 m—1 m—1 m—1 m—1 m—1

k2 mkt2
mF <n< m_l(k—|—1)< _1(10gmn+1)
Dostajemy stad k£ + 2 > log,, 1(7n7n41r)1 =k — — >log, log(min—l&-)l 2 — m =
log,, n (1 ~ s (Togl)zlogm(logm nH)) = logm n(1 —4,). Pozwala to oszacowa¢ mianownik (2):
c(n) < n O

log,, n(1 — d,)

Niech s bedzie ciagiem znakéw diugosci k. Niech ¢ s(n) oznacza liczbe sekwencji poprzedzonych
ciggiem s i o dtugosci [. Mamy >, ; ¢;5(n) = c(n), > sl s(n) = n. Mamy nastepujaca nieréwnosé

Lemat (nier6wno$¢ Ziv): log, Qi(1,...,2,(51) < =X, 5 ¢15 108y ¢ .

Dowdd: Cigg znakéw w1, ... x, zapisujemy jako cigg sekwencji yi, ..., Ye(mn). Zachodzi

Qr(x1, T2, ..., Tul51) = Qe(Y1, -, Yem)|51) = Hf(:"l) P(y;|s;) (bo pamie¢ w k-tym przyblizeniu marko-
wowskim nie siega dalej niz k£ poprzedzajacych znak(’)w), zatem

logy Qk(x1, ..., Tnls1) = Zlog2 (wilsi) =>_ > logy Plyils:)

ls i:lyi|=l,s;=s
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=S a. Y —log, Pyis) §:<2510g2 2t <-Ya.loga, O

l,s itlyi|=l,si=s l,s Cls l,s

Lemat: Jezeli dla zmiennej losowej U mamy E(U) = p, to H(U) < (p+1)logy(n+1) — plogy p =
(L4 g ') logy(1 + p') — p=Hogy ).

Dowod: W dalszej czesci wyktadu.

Twierdzenie: Gdy n — oo iloéé¢ bitéw potrzebnych do zakodowania znaku w algorytmie LZ78
zbiega do entropii procesu.

Dowdad:

1 cs
_Elongk(xl,.. ,TplS1) > Z !

Cc
+—1
) + Slogye g

c1s/c to taczny rozkltad prawdopodobienstwa zmiennych losowych U i V', gdzie wartoscia pierwszej
jest dhugosé sekwencji, a wartoscia drugiej jest ciag dtugosci k poprzedzajacy sekwencje. Pierwszy
wyraz drugiej strony to — < H (U, V). Poniewaz znamy EU = n/c, a o drugiej zmiennej nie wiemy nic,
mozemy oszacowaé ich laczna entropie::

‘nuvy< £ (klog2m+ (1 + C) log, (1 + C) ~ Slog, C)
n n n n n n
< € (klog2m+ (1+C) Elogze— Clog20>
n n/ n n n

Pamigtamy, ze c¢/n zachowuje si¢ jak 1/log,, n, zatem €, = SH(U,V) jest ciagiem zbieznym z gory
do 0. Z (3) mamy:

1 1
AN oy Qo) + e
n n
1 1 oo
limsupM < lim ——log, Qu(xy, ... aals1) = H(Xo|X_1,..., X_p) B H(X)
n— o0 n n—e n

Kazda sekwencja jest kodowana za pomoca pary (pozycja sufiksu w ciagu przeszlych sekwencji,
ostatni znak sekwencji). Do zakodowania pozycji potrzeba najwyzej log, ¢(n) + 2 log, (log, ¢(n) + 1) +
4 bitow, do zakodowania znaku log, m bitéw. W przeliczeniu na znak przy kodowaniu n znakéw
potrzebujemy

c(n)

T(log2 c(n) + 2log,(logy c(n) + 1) + 4 + log, m)

bitow. W granicy przezywa tylko pierwszy wyraz, a jak pokazaliSmy ta granica jest réwna entropii
procesu [
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Rozklady ciggle

Entropia rozktadu ciagglego

Dla zmiennej losowej X o rozktadzie ciagtym o gestosci f (na poczatek na zwartym nosniku) entropie
definiujemy jako: h(X) = h(f) = — [ f(x)log, f(z)dz.

Analogicznie definiujemy entropie warunkowa i informacje wzajemna:

WX|Y) = /fx y)log, fj([( )> — WX, Y) — h(Y)
I(X:Y) /fxylog2 Jg()

%) = h(Y) + h(X) = h(X,Y) >0

)
Przyklad: Entropia rozktadu réwnomiernego na odcinku o dtugosci a wynosi log,(a).

Zauwazmy, ze warto$¢ entropii moze byé¢ ujemna! - poniewaz nosnik moze by¢ dowolnie waski,
nie istnieje rozktad pewny do ktérego mozna by wycechowaé entropie.

Fakt: Jest to rozktad maksymalizujacy entropie wsréd funkcji o zadanym nosniku.

Dowdd: Szukamy ekstremum funkcjonatu H(f) = — [ f(x)log, f(x)dz przy warunku
Ja f(@)de = 1.

Zmienng losowg mozemy potraktowac¢ jako kombinacje liniowa dwoéch zmiennych losowych: X =

1A+dx, gdzie A jest szerokoscia przedziatu duskretyzacji, i - numerem przedziatu dyskretyzacji, oraz
dr € [0,A). Zachodzi H(X) = H(i) + H(0x) < H(i) +logy A = >, Af(iA)log f(iA). Gdy A — 0,
zgodnie z definicja calki Riemanna prawa strona zbiega z goéry do strony lewe;j.

Przyklad: Entropia rozkltadu Gaussa o wariancji o: %log(Qweo).

Whniosek: Dla wielowymiarowego rozkladu Gaussa o macierzy kowariancji K entropia wynosi
$ log((2me)™ det K).

Fakt: Dla zmiennych o ciagltym rozkladzie zachodzi: h(X + a) = h(X), h(aX) = h(X) + log, a.

Twierdzenie: Dla dowolnej zmiennej losowej X o EX? < ¢ zachodzi h(X) <

rownosé zachodzi tylko dla rozkladu Gaussa o wariancji o?.

1 log,(2me)o?, a

Dowdd: Szukamy ekstremum funkcjonatu H(f) = — [° f(x)log, f(z)dz przy warunkach
[P f@)de =1, [P f(z)de = 1.

Whiosek: Podobnie, dla wielowymiarowej zmiennej losowej o macierzy kowariancji K maksimum
entropii jest osiagane dla rozkladu Gaussa o macierzy kowariancji K.

Twierdzenie Wienera-Chinczyna

Definicja: Funkcja autokorelacji dla stacjonarnego procesu ergodycznego X;:

C(t) L B(Xo|Xy)

25



Definicja: Spektralna gestosé mocy (widmo sygnatu) dla stacjonarnego procesu stochastycznego

Xt:
2

8

Y

1 T/2 A
P(HEL lim IE| / (t)e 27Tt

gdzie x(t) jest realizacja procesu X;

Twierdzenie Wienera-Chinczyna funkcja autokorelacji sygnalu jest transformats Fouriera
widmowej gesto$ci mocy sygnatu.

Dowoad:
T/2 . 2 T/2 T/2 T/2 [T/2 ,

E ‘ / w(t)e" 2 gy = / / =271 (=) gy s — / Ot — s)e= 2= gids
—T/2 T/2.)-T)2 T/2.)-T)2

= [~ Ol

dzielac obie strony przez T' i wykonujac granice T" — oo dostajemy

00 . 2 0o )
E‘ / x(t)e—mftdt‘ = [ Clwe ™ Wau = c(f) D

—00

Kanaly Gaussowskie

Kanal Gaussowski to kanal dany wzorem Y = X + Z, gdzie Z jest szumem o rozktadzie N'(0,0z).
Rozwaza¢ bedziemy tylko jednowymiarowe kanalty Gaussowskie. W przypadku wielowymiarowym
nalezy zastapi¢ wariancje macierza kowariancji.

Jezeli zmienna X jest nieogramiczona, przepustowos¢ kanatu jest nieskoriczona. Dlatego bedziemy
liczyé¢ przepustowo$é przy ograniczeniu na moc sygnalu: EX? = %Zi r? < P, gdzie P oznacza
maksymalna moc (energia na jednostke czasu).

I[(X:Y)=h(Y)=hY|X)=hY)=h(Z|X)=h(Y) = h(Z)

Wariancja oy = ox + 0z (poniewaz s to zmienne niezalezne) i stad h(Y) < £ logy(2me)(ox + 02),
zatem I(X :Y) < Llogy(2me)(ox +0z) — § log,(2me)oy; = £ logy(1+ 2X), ar6wnos¢ jest osiagana dla
sygnatu wejsciowego o rozkladzie Gaussa i maksymalnej dopuszczalnej mocy. Przepustowosé kanatu
Gaussa wynosi:

1
§log2(1 + SNR),

gdzie SNR oznacza stosunek mocy sygnatu do mocy szumow.

Kanal z bialym szumem o ograniczonym pasmie

Zatozmy, ze przysylamy informacje kanatem cigglym w czasie. W naszym kanale dodaje sie szum
gaussowski, ktorego spektralna gestosé mocy jest stata (szum bialy) i wynosi Ny. W kanale sa filtro-
wane wszystkie czestotliwosci powyzej pewnej czestotliwosci granicznej W.

Na podstawie twierdzenia Kotelnikowa, wartos¢ funkcji jest catkowicie wyznaczona przez jej war-
tosci probkowane z czestotliwoscig 2W. Czestsze probkowanie dawatoby zalezno$ci miedzy probkami,
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rzadsze prowadzito do aliasingu. Szum biaty ograniczony do pasma szerokosci W ma funkcje autoko-
relacji proporcjonalng do sinc(27Wt), zatem jezeli probkujemy z czestotliwoscia 2W, kazda probka
podlega niezaleznemu szumowi Gaussa. W jednostce czasu mamy zatem 2W At niezaleznych kana-
tow Gaussowskich (kolejne probki). Na kazda probke przypada P/(2WAt) mocy i Ny/(2At) mocy
szumoéw. (Dlaczego optymalnie jest podzieli¢ catkowita moc rowno pomiedzy probki?)

Mamy zatem 2W At niezaleznych kanalow Gaussowskich potaczonych réwnolegle. Catkowita prze-
pustowos¢ wynosi:

1 AL
2WAt§ log, (1 + 250t | = WAtlog, (1 + N0W>

2
a przepustowos$é na jednostke czasu wynosi

P\ [bit
log, (14 ——) |22
WOg?( +N0W)[S]

W przypadku matego SNR (np. szerokie pasmo), mozemy wielkosé te przyblizy¢ jako:

log, eﬁo

W przypadku duzego SNR (np. waskie pasmo), mozemy wielkos¢ te przyblizy¢ jako:

bit
W log, ( = Wlog, 10log,i SNR ~ 3.32W log,, SN R [1]

%)
N()W S

Przyklad: SNR dla linii telefonicznej wynosi 33.1 dB. Szerokos¢ pasma wynosi 3.3 kHz. Przepu-
stowos$¢ wynosi 36.26 kb/s.

Kanaly Gaussowskie z szumem kolorowym

Zatozmy teraz ze dzielimy pasmo na n podpasm o réwnej szerokoéci W, a szum Gaussa nie jest
szumem bialtym - ma nieptaskie widmo, a co za tym idzie r6zng od zera funkcje autokorelacji dla
probek w réznych chwilach czasu. W i-tym podpasmie przesytamy w jednostce czasu 2W prébek ka-
natem Gaussowskim o wariancji szumu o?. Powstaje pytanie, jak optymalnie podzieli¢ moc pomiedzy
podpasma i jaka przepustowo$é jesteSmy w stanie uzyskac.

Podobnie jak dla pojedyiiczego kanalu Gaussowskiego liczymy I ()Z' , }7) = h(?) — h(Z )
< L logy((2me)" det(Kx + Kz)) — 5 logy((2me)™ det Kz), przy czym rowno$é jest osiggana gdy X ma
rozklad Gaussa. Checemy znalezé Kx ktore maksymalizuje det(Kx + K) przy warunku TrKy < P
(ograniczenie na taczna moc sygnatu).

Lemat: Wyrazenie det(A + B) osiaga maksimum przy warunku TrA = const dla A+ B ~ 1.

Whniosek: Przepustowos$é¢ kanatu osigga maksimum, gdy suma macierzy kowariancji sygnatu i
szumu jest proporcjonalna do identycznosci (lub gdy moc na to nie pozwala, jej maksymalny blok
diagonalny).

Gdy dzielimy pasmo na coraz wezsze podpasma, gesto$é spektrum macierzy kowariacji szumu
zmierza do gesto$ci mocy szumu w pasmie. Optymalnie podzielona moc sygnatu pomiedzy podpasma
powstaje z “zalewania objetosci nad wykresem moca do rownego poziomu”.
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Silnik Szilarda

Na poczatek przypomnijmy jedno ze sformutowan drugiej zasady termodynamiki:

11 zasada termodynamiki w sformulowaniu Kelvina: Nie jest mozliwy proces odwracalny,
ktorego jedynym skutkiem bytoby pobranie pewnej iloSci ciepta ze zbiornika 1 zamiana go w réwno-
wazng ilos$é pracy (perpetum moblie 11 rodzaju)

Policzmy, ile pracy wykona gaz rozprezajacy sie dwukrotnie w przemianie izotermicznej:

. 2v 2V v/
W :/V pdV:Nk;BT/V T = NksTn2,

Rozwazmy cylinder z jednym atomem gazu, ktéry po obu stronach ma ttoki z popychaczami, a w
srodku opuszczang przegrodke. Zatézmy, ze mamy informacje w ktorej potowie cylindra znajduje sie
atom. Wtedy opuszczamy przegrodke i bez naktadu pracy przesuwamy jeden z ttokéow do srodka cy-
lindra. Podnosimy przegrodke i gaz sie rozpreza, wykonujac prace kg1 'In 2 kosztem ciepta pobranego
z rezerwuaru. Jezeli bedziemy to powtarza¢, ztamiemy Il zasade termodynamiki. Istote obserwujaca
polozenie atomu i sterujaca przegrodka i ttokami nazywamy demonem Maxwella.

Przemiany energii zwigzane ze zmiang informacji o ukladzie

Rozwazmy uktad dwupoziomowy, o dwoch poziomach o réwnej energii rozdzielonych bariera ener-
getyczna. Jezeli nie znamy jego stanu, oba poziomy majg prawdopodobieristwa rowne % Rozwazmy
operacje ustawienia go w stanie 0 niezaleznie od tego w jakim stanie byl na poczatku. Taka operacja
bytaby nieodwracalna. Poniewaz na poziomie mikrostanéw fizyka jest odwracalna, zeby to zreali-
zowaé sprzegniemy nasz uktad z innym uktadem dwupoziomowym (otoczeniem) w stanie 0. Jezeli
0
0
uzyskujemy wysumowujac wartosci we wierszach, stan otoczenia uzyskamy wysumowujac wartosci
w kolumnach. Wykonajmy teraz transpozycje tej macierzy. Jest to kanat ekstremalny, permutujacy
stany czyste (00 — 00, 01 — 10, 10 — 01, 11 — 11) , zatem odwracalny. Przeksztalci on stan uktadu

T

. Stan naszego uktadu

nic nie wiemy o naszym ukladzie, stan obu uktadéw bedzie réwny:

N | = |

1
ztozonego w: (2) (2) . Stanem ukltadu bedzie 0, a stan otoczenia bedzie maksymalnie mieszany. Na

poziomie mikroskopowym wykonanie operacji w ktorej tracimy bit informacji o uktadzie jest zwia-
zany ze zwiekszeniem entropii rezerwuaru o 1 bit. Entropia termodynamiczna rezerwuaru w stanie
Gibbsa wynosi:

S =nkp (InZ + BE) = nkp (In Z — B3 1n Z) (4)

Oznacza, to ze przyrost entropii rezerwuaru (wymieniamy z nim energie tylko poprzez przepltyw
ciepla, nie poprzez wykonywanie pracy) wynosi:

dS = kpBd(nE) = dQp/T (5)

Przyrost entropii Shannona rezerwuaru o 1 bit odpowiada wzrostowi jego entropii termodyna-
micznej o kgIn2, co oznacza przeptyw do rezerwuaru ciepta kg7 In2. W ten sposéb udowadniamy
zasade Landauer’a:

Zasada Landauer’a: Operacja nieodwracalna, w ktorej tracimy bit informacji o uktadzie sprze-
zonym z rezerwuarem o temperaturze T powoduje rozproszenie kg1 In 2 ciepla.
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Zasada Landauer’a ttumaczy paradoks demona Maxwella - demon startuje z rejestrem pamieci
ustawionym na 0. Pozyskujac informacje w jednym przypadku na dwa zmienia stan rejestru bez
wkladu energii, a zeby proces byl odwracalny na koniec musi usunaé¢ wszelkie §lady informacji o
poprzednim przebiegu procesu. W tym celu zeruje swoj jednobitowy rejestr (niezaleznie od tego co
byto tam zapisane) i rozprasza do otoczenia kg7 In2 ciepla. Poniewaz energia wewnetrzna rejestru
pozostaje bez zmian, odbywa sie to kosztem pracy dostarczonej do uktadu. W ten sposéb suma ciepta
wymienionego z uktadem podczas cyklu i catkowita praca w cyklu wynosza zero.
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Przesytlanie wiadomosci poufnych w kanalach

Zalozmy, ze mamy dwa zbiory wiadomosci: zbiér S wiadomosci poufnych i zbiér 7 wiadomosci jaw-
nych. Zatézmy, ze kodujemy pare S x T takich wiadomosci jako stowo dlugosci n nad alfabetem X.
Kodowanie moze przypisywac¢ jednej parze wiecej niz jedno stowo, w sposob losowy. Enkoder cha-
rakteryzuje macierz prawdopodobienstw warunkowych f(X™|S,T). Stowo nastepnie przesylane jest
kanatem o dwoch wyjsciach: Y i Z. Kanal charakteryzuje macierz prawdopodobieristw warunkowych
p(Y", Z"| X™). Kazde wyjscie ma dekoder: ¢ : Y* — S x 7,1 : Z" :— S - odbiorca wyjscia Y jest
uprawniony do odczytu wiadomosci poufnej, drugi odbiorca powinien odczytywaé¢ bezbtednie tylko
wiadomos¢ jawna. Nie ma sensu rozwazac stochastycznych dekoderéow. Dekodery sa deterministyczne.

wiadomosci poufne  S§3 S Yy —— SxT

¢
Enkoder Kanat /

FXMS, T x| p(Y, Z|X)
m \ 1/}

Z?’L
Xn

wiadomosci jawne T>T T

W szczegolnym przypadku kanal moze by¢ zdegradowany (— wyjscie Z to wyjscie Y podstuchane
za pomoca innego kanatu) i przesytamy tylko wiadomosé poufna. Wtedy diagram redukuje sie do:

Y
Y

7rodto Enkoder Dekoder ~ Odbiorca

Kanat

Zn

Podstuchiwacz

Mowimy, ze trojka (f,¢,1) umozliwia transmisje z bledem nie przekraczajacym e, jezeli dla
pary (S,T') prawdopodobienstwo prawidtowego odezytu wyjsé (S,T') i T' przekracza 1 —e. Okreslamy
,poziom niewiedzy drugiego odbiorcy o wiadomosci poufnej” poprzez H(S|Z™). Licznosci obu zbioréw
wiadomogci mozemy zdefiniowaé poprzez ich wspolczynniki transmisji: #S = 27, #7 = 2nfz,
Chcemy przy tym, by H(S|Z") > R.. Jestesmy zainteresowani jednoczesng maksymalizacja tych
trzech liczb. Checemy scharakteryzowaé zbior R dopuszczalnych trojek (Ry, Re, R2). Charakteryzuje
go nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie (Csiszar - Korner): Trojka (Ry, R., Ry) nalezy do R, wtedy i tylko wtedy jezeli
istnieje tanicuch Markowa zmiennych losowych U — V' — X — Y x Z, takich ze rozklady prawdo-
podobieristw warunkowych p(Y|X) i p(Z|X) sa zgodne z rozktadami brzegowymi kanatu i spetnione
sg warunki:

1. R, <R
2. R.<I(V:Y|U)—I(V: Z|U)
3. Ri+ Ry <I(V:Y|U)4+min{I(U:Y),I(U : Z)}

+
4. Ry <min{I(U:Y),I(U: 2)}

Whniosek: Zalozmy, ze kodujemy blokowo wiadomosci tajne i jawne w blokach dtugosci £, jako
stowa dlugosci n nad alfabetem X'. Wiadomosci jawne sg od siebie niezalezne, podobnie wiadomog$ci
tajne. Zaktadamy, ze dla kazdego € istnieja k i n i trojka (f, ¢, ) taka, ze:

SEE

> R — e (wspOlezynnik transmisji jest e-blisko wspotezynnika R).
o H(S*|Z™) > A — € (jestesmy e-blisko pewnego poziomu poufnosci A).

o cEdy(S" x T, ¢(Yy,)) < €i tEdp(T", ¢(Z,)) < € (bledy transmisji sq e-male).

Taki ciag kodow istnieje wtedy i tylko wtedy gdy: (RH(S*|T*), RA, RH(T*)) € R.

Zawsze A < H(S*|T*) (o wiadomosci poufnej odbiorca Z wie przynajmniej tyle, ile mozna
wywnioeskowa¢ z wiadomogci jawnej T*). Maksymalna poufnosé uzyskamy, gdy S* i T* sa nieza-
lezne i gdy nieréwnosé sie wysyci, czyli gdy A = H(S). W takim przypadku poszukujemy trojek
(RH(S*), RH(S*), RH(T*)) € R, a warunki z twierdzenia redukuja sie do:

2. Ry <I(V:Y|U)—-I(V:Z|U)
4. Ry <min{[(U :Y),I(U: Z)}
Dalej, mozemy zalozy¢ ze wiadomos¢ jawna nie jest przesylana. Warunek 4. jest wtedy spekio-

ny zawsze, a maksymalny wspotczynnik transmisji ktéry mozemy osiagnaé przy przesylaniu tylko
wiadomosci poufnej i przy zalozeniu pelnej poufnosci (H(S) = A) to:

max I(V:Y)—-I(V:2)

V—-X—-YxZ
Wielkosé te oznaczamy jako Cy (pojemnosé poufnosci — secrecy capacity).

Zatozmy, ze C(X — Y) > C(X — Z). (warunek ten spehiaja m.in. wszystkie kanaly zdegrado-
wane). Wtedy:
Cs=max{[(X:Y)-I(X:2)}.
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