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Czesé 1
Ruch ptaski brytly sztywnej
Twierdzenie Eulera méwi, ze dowolne infinitezymalnie mate przemieszczenie bryty sztywnej w jej

plaszczyznie ruchu moze by¢ dokonane przez obrot wokot punktu zwanego chwilowym srodkiem ob-

rotu.
Dzielac odlegtosé dowolne wybranego punktu bryty przez odlegtos¢ od jej chwilowego $rodka

obrotu uzyskamy chwilowq predkosc kgtowq.

1. Predkosci srodkéw tylnych kot samochodu na skrecie poziomej drogi sa prostopadte do osi wynosza
v1 =9 m/sive =12 m/s. Obliczy¢ promien p skretu drogi srodkowego punktu osi, jezeli rozstaw kol
wynosi [ = 2 m.

2. Korce belki maja wspotrzedne 7,75 1 predkosci v i v5. Wyznacz chwilowy srodek obrotu belki.
Wyznacz chwilowa predkosé katowa:

1. Fl = [07 _1]; 7?2 = [47 _1]7 Ul = [17 _1]7 172 = [17 1]

2.1 =[-2,6], m=[-23, v =][6,8], vy=]0,8
3.7 =1[2,3], T=[5-2, @ =][1,1], 272:[—%,%]

4. Fl = [5,5], _»2 - [—2, —1], 171 = [17 —%], _»2 = [—1, g]
3. Dla powyzszych sytuacji znalez¢é wektor polozenia i predkosci dla srodka belki.

4. Prosta AB porusza si¢ w plaszczyznie rysunku 1. W pewnej chwili predkos¢ v4 punktu A two-
rzy z prosta AB kat 30° i wynosi 1.8 m/s; kierunek predkosci punktu B w tej chwili pokrywa sie
z kierunkiem prostej AB. Obliczy¢ predkos¢ vg punktu B.

5. Chwilowe polozenie wierzchotkéw tréjkata dane jest wektorami 7,75, 73. Predkosci chwilowe
dwoch pierwszych wierzchotkéw wynosza vy 1 Uy. Znalezé predkosé chwilowa trzeciego wierzchotka.

1.7 = [_2a3]7 Iy = [270]7 F3 = [374]a U = [37 %]7 Uy = [%7 _%]
2. Fl - [—2,4], 7?2 — [0,0], F3 - [6,0], _‘1 — [0, —3], 772 — [2, —2]
3.1 = [473]7 ry = [57 _1]7 T3 = [175]7 U = [_17 1]7 Uy = [17 %]



4. Fl - [_174]7 _‘2 = [270]7 _’3 = [5)6]7 771 = [_87 %]7 172 = [_170]

6. Blat stotu skladanego majacy ksztatt prostokata ABCD o bokach AB = 560 mm i AD = 1120 mm

obraca sie dokola osi czopa O tak, ze zajmuje potozenie A1 BiC1 D1, gdzie AB; = BC}, jak na rysunku
2. Przy roztozeniu stolu otrzymujemy kwadrat By EFC\. ZnaleZ¢ polozenie osi czopa.

7. Blat stotu skladanego majacy ksztatt prostokata o bokach a i b przechodzi z potozenia ABC D
przez obrot w polozenie A1 B1C1D;, a po rozlozeniu stotu tworzy prostokat o bokach 2a i b, jak
na rysunku 3. Znalez¢ polozenie czopa O osi obrotu blatu w odniesieniu do bokéw AB i AD.
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Rys. 1: Rysunek do zadania 4  Rys. 2: Rysunek do zadania 6 Rys. 3: Rysunek do zadania 7

8. Prosta AB porusza sie w plaszczyznie rysunku 4, przy czym jej koniec A przez caly czas ruchu
znajduje sie na pétokregu CAD, a sama prosta przechodzi przez staty punkt C. Wyznaczy¢ predkosé
v punktu prostej pokrywajacego sie z punktem C w chwili, gdy promienn OA jest prostopadly do CD,
jezeli wiadomo, ze predkos¢é punktu A w tej chwili wynosi 4 m/s.

9. Obliczy¢ predkosé suwaka B mimoosiowego mechanizmu korbowego z rysunku 5 dla dwéch po-
ziomych i dwéch pionowych polozen korby obracajacej sie dokola watu O z predkoscia katowa
w=15s""1 jesli OA = 400 mm, AB = 2000 mm, OC = 200 mm.

Rys. 4: Rysunek do zadania 8 Rys. 5: Rysunek do zadania 9

10. Koniec A linijki elipsografu o dtugoscil porusza si¢ po osi Ox, a koniec B po osi Oy, jak na rysunku
6. Koniec A linijki porusza sie ruchem harmonicznym o réwnaniu r = asinwt, gdzie a < . Obliczy¢
predkosé v punktu C wiedzac, ze CA =m, BC =n, w = const.

11. Pret OB na rysunku 7 obraca si¢ dokola osi O ze staly predkoscia katowa w = 2 s~ i uruchamia
pret AD, ktorego punkty A i C poruszaja sie: A po poziomej osi Ox, C po osi pionowej Oy. Obliczy¢
predkos¢ punktu D preta dla kata ¢ = 45° i znalez¢ rownanie toru tego punktu, jesli AB = OB =
BC =CD = 120 mm.



12. Kwadrat ABCD ¢lizga sic w plaskim narozu, jak na rysunku 8. Bok kwadratu wynosi a, jest
obrécony wzgledem naroza o kat o a predkosé wierzcholka A wynosi v. Znajdz wektory chwilowych
predkosci pozostatych wierzchotkéw.

Rys. 6: Rysunek do zadania  Rys. 7: Rysunek do zadania Rys. 8 Rysunek do zada-
10 11 nia 12

13. Koto o promieniu r = 0.5 m z rysunku 9 toczy si¢ bez poslizgu po prostoliniowej czesci drogi;
predkosé srodka kola jest stala i wynosi 10 m/s. Wyznaczy¢ predkosé koricéw srednicy pionowej
i poziomej kola, tzn. punktéw My, M, Ms, M,, oraz jego predkosé¢ katowa.

14. Szpulka o promieniu zewnetrznym R i wewnetrznym r < R z rysunku 10 toczy sie bez poslizgu
po poziomej powierzchni HH na skutek odwijania nici ze szpulki w kierunku poziomym. Koniec B
nici ma predkosé u w kierunku poziomym. Wyznaczy¢ predkosé toczenia sie szpulki?

Rys. 9: Rysunek do zadania  Rys. 10: Rysunek do zadania
13 14

15. * Jezeli sila z jaka jest ciagnicta ni¢ w poprzednim zadaniu wynosi F', a moment bezwladnosci
szpulki wynosi I = mr? /2, to ile wynosi sita tarcia pomiedzy szpulka a podlozem?

16. * W zadaniu 14 rozwaz sytuacje, gdy ni¢ odwija si¢ ze szpulki pod katem « do poziomu. Jaki
jest kat graniczny pomiedzy ruchem szpuli w lewo i w prawo przy odwijaniu nici?

Centroidy
Zbior chwilowych $§rodkow obrotu tworzy krzywa zwana centroidg

17. Belka slizga si¢ w plaskim narozu, jak na rysunku 11. Wyznacz réwnanie centroidy w ukladzie
naroza i w uktadzie belki.



18. Dwa prety AB i DE z rysunku 12 polaczone na stale pod katem prostym w punkcie F poruszaja
sie w taki sposob, ze jeden z nich — AB zawsze przechodzi przez nieruchomy punkt K, a drugi —
DE przez nieruchomy punkt N; odlegtos¢é KN = 2a. Znalezé rownania centroid w tym ruchu. Osie
wspotrzednych pokazano na rysunku.

19. Znalez¢ réwnania nieruchomej i ruchomej centroidy preta AB z rysunku 13, ktory opierajac sie
na okregu o promieniu a koncem A $lizga si¢ wzdluz prostej Ox przechodzacej przez srodek tego
okregu. Osie wspotrzednych pokazano na rysunku.

Rys. 11: Rysunek do zadania  Rys. 12: Rysunek do zadania Rys. 13: Rysunek do zadania
17 18 19

20. Kat prosty ABC porusza sie w ten sposob, ze punkt A slizga sie po osi x, a bok BC' przecho-
dzi przez nieruchomy punkt D na osi y. Znalez¢ réwnania nieruchomej i ruchomej centroidy, jezeli
wiadomo, ze AB = OD = a.

21. Podac¢ réwnania toru i ruchu punktu znajdujacego si¢ na obwodzie kola parowozu o promieniu
R =1 m, jezeli parowéz porusza sie po prostoliniowym odcinku toru ze stala predkoscia 20 m/s,
a koto toczy sie bez poslizgu. Za poczatek uktadu wspolrzednych przyjaé¢ poczatkowe potozenie
punktu na szynie przyjetej za os Ox.

22. Dwie réwnolegle listwy poruszaja sie w jednym kierunku ze stalymi predkosciami v; = 6 m/s
ivy =2 m/s. Miedzy listwami zacisnigte jest kolo o promieniu r = 0.5 m, toczace si¢ bez poslizgu
po listwach. Obliczy¢ predkosé katowa kota oraz predkosé jego Srodka. Znalezé réwnania centroid
w ukladzie wspotrzednych ustalonym na rysunku.

23. Jednorodny pret spada w plaszczyznie pionowej pod wplywem sily ciezkosci, jak na rysunku
5, obracajac sie ze stala predkoscig katowa w = 2.75 s~! dokola osi prostopadlej do plaszczyzny
spadania. W chwili poczatkowej predkosé¢ srodka ciezkosci réwna sie zeru, a pret ma potozenie pio-
nowe. Wyznaczy¢ predkos¢ punktéw A i B w chwili, gdy pret obrécil sig o kat ¢ = 7 rad, jesli
AB = 660 mm. Wyznaczy¢ centroide ruchoma i nieruchoma preta.

Wskazéwka. Srodek ciezkosci preta porusza sie z przyspieszeniem g = 9.81 m/s* .

24. Wyznaczy¢ ruchome i nieruchome centroidy blokéw A i B wielokrazka z rysunku 17, o promie-
niach kélek r 4 i rpg, zakladajac, ze ciezarek C porusza si¢ ruchem postepowym.

25. Do polaczenia dwoéch rownoleglych watow o nieznacznym przesunieciu osi stosuje sie sprzegto
Oldhama, ktérego schemat przedstawiono na rysunku 18. Na obu watach I i II osadzone sa sztywno
dwie tarcze A i B majace wzdtuz swych srednic rowki a-a i b-b. Miedzy tarcze A i B wstawiona jest
tarcza C majaca z kazdej strony wzdluz srednic wzajemnie prostopadle wystepy a’ i b’. Wystepy te
wchodza w rowki tarcz i moga si¢ w nich przesuwac¢. Dowiesc, ze predkosci katowe obydwoch watow
sa jednakowe i znalez¢é centroidy ruchoma i nieruchoma tarczy C.

4



7
i

=
4 ? X
Rys. 14: Rysunek do zadania 20 Rys. 15: Rysunek do za- Rys. 16: Rysunek
dania 22 do zadania 23

26. Korba OA o dlugosci r obraca si¢ ze stata predkoscia katowa w. Dtugosé korbowodu AB wy-
nosi l. Znalez¢ réwnania ruchu i toru srodka M korbowodu AB oraz réwnanie ruchu wodzika B,
jesli w chwili poczatkowej wodzik znajduje sie¢ w skrajnym prawym potozeniu. Osie wspotrzednych
pokazano na rysunku. Wyznaczy¢ réwnania centroidy nieruchomej i ruchomej (polozenie chwilowego
srodka obrotu w funkcji czasu w nieruchomym i ruchomym uktadzie odniesienia) dla korbowodu.
Kiedy chwilowy srodek obrotu jest w nieskonczonosci?

27. Pret AB na rysunku 19 porusza sie w ten sposob, ze jeden z jego punktow A opisuje okrag
o promieniu r ze Srodkiem w punkcie O, a sam pret przechodzi stale przez punkt N lezacy na tym
okregu. Znalezé obie centroidy.

Rys. 17: Ry- Rys. 18: Rysunek do zadania 25 Rys. 19: Rysunek do zadania 27
sunek do za-
dania 24

28. Znalez¢ ruchoma i nieruchoma centroide preta CD wieloboku ABCD z rysunku 20 ustawionego
na dtuzszym precie AB, jesli AB = CD =b, AD = BC = a, przy czym a < b.

29. Znalez¢ ruchoma i nieruchoma centroide preta BC wieloboku ABCD na rysunku 21 ustawionego
na krotszym boku AD, jesli AB=CD =b, AD =CB = a oraz a < b.



Rys. 20: Rysunek do zadania 28 Rys. 21: Rysunek
do zadania 29

Mechanizmy przegubowe

30. Znalez¢ potozenie chwilowych Srodkow obrotu dla czesci I i 11 tréjprzegubowego mostu tukowego
z rysunku 22, jezeli w nastepstwie odksztalcenia podpora A otrzymuje bardzo male przesuniecie (1)
poziome, (2) pionowe. Wymiary i osie wspolrzednych pokazano na rysunku.

31. Most skiada sie z czterech czesci polaczonych przegubami K, L i M, jak na rysunku 23. Podpory
A i D sa state, a B i C ruchome. Znalezé polozenie chwilowych srodkéw obrotu wszystkich czesci
mostu, jezeli na poczatku odksztatcenia podpora D otrzymuje przesuniecie poziome. Wymiary mostu
i potozenie osi pokazano na rysunku.

32. Prety O1A 1 OB zlaczone z pretem AB przegubami A i B moga obracac sie dokola nieruchomych
punktéw Oy i Oy tworzac plaski przegubowy czworobok, jak na rysunku 24. Dtugos¢ preta O1 A = a,
jego predkos¢ katowa wynosi w. Wyznaczy¢ graficznie polozenie na precie AB punktu M, ktérego
predkosé jest skierowana wzdluz tego preta, oraz predkosé v punktu M w chwili, gdy kat O1AB
Wynosi a.

Rys. 22: Rysunek do za- Rys. 23: Rysunek do zadania 31  Rys. 24: Rysunek do zadania
dania 30 32

33. Predkosé katowa preta Oy A czworoboku przegubowego z rysunku 25 wynosi wy. Wyrazi¢ predkosc
katowa wy preta Oy B przez wy oraz przez odleglosci O1D i OsFE preta AB od osi obrotu Oy 1 Os.

34. W czworoboku przegubowym ABCD na rysunku 26 pret napedowy AB obraca sie ze stala
predkoscia katowa wy = 6 s~1. Wyznaczyé chwilowe predkosci katowe korby CD i preta BC' w chwili,
gdy prety AB i BC tworza jedna prosta, jezeli BC = AD = 3AB.

35. W sicie stuzacym do sortowania rudy na rysunku 27 korba O1A obraca si¢ dokota osi Oy i wy-
konuje 60 obr/min. Za posrednictwem preta AB uruchamia ona korbe Oy B obracajaca sie dokola osi
O,. Dane: O1A = O3B = AB = 100 mm, O105 = 40 mm. Wyznaczy¢ liniowa predkos¢ punktu B
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dla trzech polozen mechanizmu: (1) gdy punkt A znajduje sie na przedtuzeniu linii O;05 na lewo;
(2) gdy pret AB jest réwnolegty do linii O10s; (3) gdy punkt B znajduje sie na przedtuzeniu linii
0,045 na prawo.

Rys. 25: Rysunek do zadania 33  Rys. 26: Rysunek do zadania 34 Rys. 27: Rysunek do za-
dania 35

36. Suwaki B i E podwdjnego mechanizmu korbowoprzegubowego z rysunku 28 sa potaczone pre-
tem BE. Korby — napedowa OA i napedzana OD — obracaja si¢ dokola wspdlnej osi O prostopadlej
do plaszczyzny rysunku. Wyznaczy¢ chwilowe predkosci katowe korby napedzanej OD i preta DE
w chwili, gdy korba napedowa OA obracajaca si¢ ze stalg predkoscig katowa wy = 12 s~! jest pro-
stopadta do prostej OB. Dane: OA = 100 mm, OD = 120 mm, AB = 260 mm EB = 120 mm,
DE = 120v/3 mm.

37. Mechanizm korbowy z rysunku 29 potaczono przegubowo w srodku korbowodu z pretem CD,
a ten polaczony jest z pretem DE, ktéry moze obracac si¢ dokola punktu E. Wyznaczyé predkosé
katowa preta DE w polozeniu pokazanym na rysunku, jezeli punkty B i E leza na prostej pionowej,
predkosé katowa korby OA wynosi w = 8 s, OA = 250 mm, DE = 1000 mm, ZCDE = 90°,
/ZBED = 30°.

38. Obliczy¢ predkosé preta DE mechanizmu stawidtowego z rysunku 30 dla czterech potozen korby

OA: dwéch pionowych i dwéch poziomych, jesli predkosé katowa korby w = const = 20 s~ oraz

OA = 400 mm, AC = 200v/37 mm, CB = 200+/37 mm.

Rys. 28: Rysunek do zadania 36 Rys. 29: Rysunek do zadania Rys. 30: Rysunek do zadania 38
37

39. Pompa powietrzna na rysunku 31 napedzana jest przez maszyne parowa za posrednictwem me-
chanizmu, ktérego schemat pokazano na rysunku. Kat CDE = 90° Wyznaczy¢ predkosé punktu F
w chwili, gdy kat ¢ = 30°, ZDEF =90° i ZEDF = 30°. Punkty B, D i F znajduja si¢ w danej chwili
na jednej prostej pionowej. Dane: OA = 100 mm, BD = 244 mm, AB = 400 mm, DE = 200 mm,
predkosé katowa korby OA wynosi w = 4 s71.



40. Obracajaca sie dokola punktu A szczeka tamacza o dlugosci AB = 600 mm z rysunku 32 jest
uruchamiana korba OFE o dlugosci 100 mm za posrednictwem systemu dzwigni BC i CD o dtugosci
400 mm kazda oraz tacznika CE. Korba OE wykonuje 100 obr/min. Obliczy¢ predkos¢ katowa szczeki
AB przy polozeniu mechanizmu pokazanym na rysunku.

Rys. 31: Rysunek do zadania 39 Rys. 32: Rysunek do za-
dania 40

41. Mechanizm plaski z rysunku 33 sktada sie¢ z dwoch ramion zamocowanych do podtoza w prze-
gubach w odleglosci d. Drugie rami¢ ma ditugosé r i jest zakonczone trzpieniem, ktory porusza si¢
w prowadnicy w ramieniu pierwszym. Odlegtosc trzpienia od punktu zaczepienia ramienia pierwszego
oznaczamy jako x. Katy jakie pierwsze i drugie ramiec tworza z podtozem wynosza odpowiednio o
i 3. Zakladajac ze znamy ¢, oblicz:

1. x i% z tw. cosinusow
2. sinfif z tw. sinuséw
3. xid z(2)ize wzoru na predkos¢ trzpienia w ruchu wzglednym

42. W maszynie parowej z wahliwym cylindrem z rysunku 34 dtugos¢ korby OA = 120 mm. Odlegtosé
miedzy osia walu a osig czopa cylindra OO; = 600 mm, a diugosé¢ korbowodu AB = 600 mm.
Wyznaczy¢é polozenie i predkosé tloka wzgledem cylindra oraz chwilowa predkosé katowa cylindra
w funkcji czasu, jesli predkosé katowa korby w = 5 s~ = const.

Rys. 33: Rysunek do zadania 41 Rys. 34: Rysunek do zadania 42



Przektadnie zebate

43. Naped tancuchowy w rowerze sklada sie z faficucha opasujacego koto zebate A o 26 zebach i koto
zebate B o 9 zebach, jak na rysunku 35. Kolo zebate B jest sztywno polaczone z tylnym kolem
C o Srednicy 700 mm. Obliczy¢ predkosé roweru, gdy kolo A robi 1 obr/s, a kolo C toczy sie bez
poslizgu po prostoliniowej drodze.

44. Korba OA na rysunku 36, obraca sie z predkoscia katowa wy = 2.5 s~ ' dokola osi O nieruchomej
tarczy o promieniu ro = 150 mm, uruchamia tarcze o promieniu r; = 50 mm umocowang na koncu
A. Obliczy¢ wartos¢ i kierunek predkosci punktéw A, B, C, D i E ruchomej tarczy, jesli srednica CD
jest prostopadta do srednicy BD.

45. Korba III na rysunku 37 taczy osie Oy i Oy dwoch kot zebatych i 11, przy czym zazebienie moze
by¢ albo zewnetrzne, albo wewnetrzne, jak pokazano na rysunku. Kolo I jest nieruchome, a korba I11
obraca sie dokola osi Oy z predkoscia katowa ws. Znajac promienie kot ry i ro znalez¢é bezwzgledna
predkosé katowa ws kota II oraz jego wzgledna predkos¢ katowa wez w odniesieniu do korby:.

Rys. 35: Rysunek do zadania  Rys. 36: Rysunek Rys. 37: Rysunek do zadania 45
43 do zadania 44

46. Znalez¢ wzgledna i bezwzgledna predkosé katowa kota zebatego Il o promieniu r toczacego sie
po nieruchomym kole zgbatym I o tym samym promieniu i uruchamianego korba III, obracajaca si¢
dokota osi O nieruchomego kota z predkoscia katowa wy, jak na rysunku 38. Przyjaé, ze ruch korby
OA jest ruchem unoszenia.

47. Urzadzenie przedstawione na rysunku 39, wprawiajace w szybki ruch obrotowy toczydto, jest
napedzane pretem IV obracanym dokola osi Oy z predkoscia katowa w, za pomoca specjalnej raczki.
Na konicu O, preta znajduje sie sworzen, na ktérym jest luzno nasadzone koto II o promieniu ry. Przy
obrocie raczki sworzen powoduje obrot kota II bez poslizgu po zewnetrznym kole 111 o promieniu 7.
Wikutek tarcia koto II obraca bez poslizgu koto I o promieniu r; Iuzno nasadzone na osi Oy i na state
polaczone z osia toczydia. Majac dany promien rs zewnetrznego nieruchomego kola znalezé taka
wartosc r1, aby 5t = 12, tj. aby toczydlo obracalo si¢ dwanascie razy szybciej od wprawiajacej je
w ruch raczki.

48. Znalez¢ liczbe obrotéw na minute kola o ilosci zebow z3 = 25 z rysunku 40, jezeli korba OA
obraca si¢ dokola osi O nieruchomego kota o ilosci zebéw zy = 60 z predkoscia katowa odpowiadajaca
ng = 30 obr/min. Do korby przytwierdzona jest os dwu ké1 posrednich o ilosci zebéw z; = 40 1 zo = 50.

49. W przekladni zebatej kieratu na rysunku 41 dyszel OA i koto I o promieniu 1 sa luzno osadzone
na wale O. Os Oy kota II jest przymocowana do dyszla, a koto III o promieniu r3 moze sie swobodnie
obraca¢ dokola osi O. Wyznaczy¢ predkosé katowa w, kota I, jesli dyszel OA ma predkosé katowa
wp, a koto III predkos¢ katowa ws skierowana przeciwnym kierunku.
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Rys. 38: Rysunek do za-  Rys. 39: Rysunek do zadania  Rys. 40: Rysunek do zadania 48
dania 46 47

50. W przektadni planetarnej na rysunku 42 promienie kot wynosza: ra,rg = r¢ = rp,rg. Jaka
jest zaleznosé pomiedzy predkosciami katowymi jarzma, kola A i kola E? Jaka zaleznos¢ miedzy
promieniami wymusza plaska konfiguracja przektadni?

51. Przekladnia zebata na rysunku 43 sklada sie z trzech kot zebatych. Pierwsze kolo (ilos¢ zebéw
21 = 20) osadzone jest na wale I wykonujacym ny = 4500 obr/min, drugie koto (zo = 25) jest luzno
osadzone na ramie sztywno potaczonej z watem II, trzecie kolo zas, o zazgbieniu wewnetrznym, jest
nieruchome. Obliczy¢ liczbe obrotéw na minute watu I1 i drugiego kota.

Rys. 41: Rysunek do zadania 49 Rys. 42: Rysunek do zada- Rys. 43: Rysunek
nia 50 do zadania 51

52. Wat I przekladni zebatej z rysunku 44 wykonuje ny = 1200 obr/min. Obliczy¢ liczbe obrotéw
watu II, jesli nieruchome kolo zebate o zazebieniu wewnetrznym ma z; = 180 zebow, wzajemnie
polaczone kola ruchome maja zo = 60 i z3 = 40 zebow, a kolo zaklinowane na wale Il ma z; = 80
zebow.

53. Przekladnia zebata na rysunku 45 sklada sie z nieruchomego kota o promieniu r; = 400 mm,
dwu wzajemnie polaczonych két ruchomych o promieniach ro = 200 mm i r3 = 300 mm oraz kola
o zazebieniu wewnetrznym o promieniu r4 = 900 mm osadzonego na wale II. Wal I i ramig prowadzace
osie k6l ruchomych wykonuja ny = 1800 obr/min. Obliczy¢ liczbe obrotéw na minute watu II.

54. Obliczyé¢ predkosé katowa wypr watu Il przektadni réznicowej z rysunku 46, jesli wat I wraz
z ramieniem prowadzacym osie kél blizniaczych obraca sie z predkoscia katowg w; = 120 s~1. Kolo
1 obraca sie z predkoscia katowa w; = 180 s~ i ma 2, = 80 zebéw, kola blizniacze majg z, = 20
i z3 = 40 zebow. Kolo 4 osadzone na wale 1l ma z, = 60 zebow. Koto 1 i wal I obracaja sie w tym
samym kierunku.
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Rys. 44: Rysunek do zadania  Rys. 45: Rysunek do zadania Rys. 46: Rysunek do zadania

55. Przekladnia réznicowa na rysunku 47 sklada sie z czterech kél zebatych, z ktorych pierwsze
o zazebieniu wewnetrznym wykonuje ny = 160 obr/min i ma z; = 70 zebow; kola drugie i trzecie
sa wzajemnie polaczone i osadzone na osiach obracajacych sie wraz z watem I wykonujacym n; =
1200 obr/min; liczby zebéw két wynosza: ze = 20, z3 = 30. Czwarte kolo o zazebieniu wewnetrznym
ma z4 = 80 zeboéw i zaklinowane jest na wale II. Wyznaczy¢ liczbe obrotow na minute watu 11, jesli
wat I i kolo 1 obracaja si¢ w przeciwnych kierunkach.

56. Przekladnia zebata na rysunku 48 ma nieruchome koto 1, blizniacze kola ruchome 2 i 3 o zaze-
bieniu wewnetrznym i koto 4 zaklinowane na wale II. Obliczy¢ predkosé katowa watu 11, jesli liczby
zeboéw wynosza z; = 30, zo = 80, 23 = 70, z4 = 20, a wal I wykonuje 1200 obr/min.

57. W przekladni réznicowej na rysunku 49 kolo zebate A o promieniu R jest luzno osadzone na wale
I-1. Wraz z kolem A obraca si¢ oS kot o promieniach ro i r3, wzajemnie polaczonych. Koto A jest
napedzane kolem o promieniu ry. Kotka o promieniach ry i r3 zazebiaja sie z kétkami o promieniach
ry 11y, ktore sa zaklinowane na wale I-I i tulei II. Znalez¢é predkos¢ katowa tulei 11, jesli znane sa
predkosci katowe watéw I-1 i O-O wynoszace n; i ng. Waly te obracaja sie w jednym kierunku.

Mechanizmy przegubowo-planetarne

58. Koto o promieniu 90 mm toczy si¢ bez poslizgu po nieruchomym kole o promieniu r; = 180 mm,
jak na rysunku 50. Z kolem ruchomym polaczony jest przegubowo sworzeni AB poruszajacy sie
w oddzielnej prowadnicy. Obliczy¢ predkosé sworznia AB, gdy kat ¢ = 45°, jesli pret O105 wykonuje
n = 180 obr/min (kat ¢ jest katem BO;10,).

59. Na rysunku 51 na osi O osadzone sa: koto zebate K o srednicy 200 mm i korba OA o dtugosci
200 mm nie zlaczone ze soba. Z pretem AB o diugosci 1000 mm potaczone jest na state kolo zebate
L o srednicy 200 mm. Kolo K wykonuje 60 obr/min i zazebiajac si¢ z kolem L uruchamia pret AB
i korbe OA. Caly mechanizm lezy w plaszczyznie pionowej. Obliczy¢ predkosé katowa w korby OA
dla dwéch pionowych i dwéch poziomych jej potozen.
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Rys. 47: Rysunek do zadania  Rys. 48: Rysunek do zadania Rys. 49: Rysunek do zadania
55 56 57

60. W mechanizmie planetarnym Watta na rysunku 52 korba jest luzno nasadzona na os$ kola ze-
batego o promieniu R = 250 mm, obracajacego sie dokola tej osi z predkoscia katowa wg = 10
s7! = const. Z korbg OA jest polaczony lacznik AB = 1500 mm, na ktérego konicu A osadzono
na state koto zebate o promieniu 10 mm. Znalezé predkosé katowa korby dla jej dwéch pionowych

i dwoch poziomych polozen.

Rys. 50: Rysunek do za- Rys. 51: Rysunek do zadania 59  Rys. 52: Rysunek do zadania
dania 58 60

61. Mechanizm Watta z rysunku 53 sklada si¢ z preta O A, ktéry obracajac si¢ dokota osi O
przenosi za pomoca preta AB ruch na korbe OB luzno nasadzona na os O. Na osi O znajduje sie koto
I, a pret AB zakoriczony jest kotem II polaczonym z nim na state. Obliczy¢ predkosci katowe korby
OB i kola I w chwili, gdy a = 60°, 3 = 90° , promienie k6l r = o = 30v/3 mm, O;A = 750 mm,
AB = 1500 mm, a predkosé katowa preta Oy A wynosi wy = 6 s~1.

62. Mechanizm planetarny z rysunku 54 sktada sie z preta O A uruchamiajacego pret AB, korbe OB
oraz kolo I o promieniu R = 250 mm. Pret AB zakonczony jest kotem II o promieniu r = 100 mm,
ktore jest z nim polaczone na state. Wyznaczy¢ predkosé katowa preta O1A i kota I w chwili, gdy
o =45°, =90°, jesli O1A = 300v/2 mm, AB = 1500 mm, a predkos¢ katowa korby OB w = 8 s~

63. Korba o dlugosci OA = 300 mm obraca si¢ dokota osi O z predkoscig katowa wy = 0,5 s~ 1, jak

na rysunku 55. Kolo zgbate o promieniu ro = 200 mm zazebia si¢ z nieruchomym kotem o promieniu
r1 = 100 mm i uruchamia potaczony z nim lacznik BC = 200v/26 mm. Obliczy¢ predkosé katowa
tacznika i1 predkosci punktéow B i C w chwili, gdy korba OA jest prostopadla do promienia AB.

12



Rys. 53: Rysunek do zadania 61 Rys. 54: Rysunek do zadania Rys. 55: Rysunek
62 do zadania 63

Czesé II

Ruch punktu we wspoélrzednych kartezjanskich

64. Cialo zawieszone na sprezystej linie drga zgodnie z réwnaniem x = asin (k:t + 37”), gdzie a
wyrazone jest w cm, a k w s~1. Obliczyé amplitude drgan i czestosé kolows, czyli pulsacje drgaii ciala,
jezeli okres drgan wynosi 0.4 s, a w chwili poczatkowej xq = 4 cm. Narysowa¢ wykres wspotrzednej
x w zaleznosci od czasu t.

65. Z podanych réownan ruchu punktu wyprowadzi¢ rownania toru.
1. o =20t>+5,y = 15t> + 3
2. x =4t — 2%, y = 3t — 1,5t2
3. x =54 3cost, y=4sint
4. x = at? y="bt
9. x =tsingt, y =4cos 3t
6. x =5Hcost,y=3—>Hsint
7. x = 3cos (% +7rt>, y = 4sin (% +7rt>

66. Z danych réwnan ruchu punktu wyprowadzi¢ réwnanie toru oraz podac¢ réwnanie ruchu punktu
po torze (réwnanie drogi), liczac droge od poczatkowego polozenia punktu.

1.z =3t%, y = 42

2. x =3sint, y = 3cost
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3. x = acos’t, y = asin®t
4. x = 5cosbt?, y = Hsin bt?

67. Suwnica porusza si¢ wzdluz hali zgodnie z rownaniem x = t; po suwnicy toczy si¢ wozek w kie-
runku prostopadlym do jej ruchu wedtug réwnania y = 1,5t (gdzie x iy w metrach, t — w sekundach).
Laricuch nawija sie z predkoscia v = 0.5 m/s. Wyznaczy¢ tor srodka ciezkosci podnoszonego ciala.
W chwili poczatkowej Srodek ten znajduje sie w poziomej plaszczyznie Oxy, os Oz jest pionowa.

68. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postac: ¥ = A cos(wt)v+ Asin(wt)). Jak wyglada tor
punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu?

69. Znalez¢ rownanie toru punktu, ktorego ruch jest zlozony z wzajemnie prostopadtych drgan
o roéznej czestosci:

1. x =asin2wt, y = asinwt
2. x = acos2wt, y = acoswt

70. Znalez¢ tor punktu wykonujacego jednoczesnie dwa harmoniczne drgania o réwnej czestosci, lecz
o réznych amplitudach i fazach, jezeli drgania te odbywaja sie w kierunkach wzajemnie prostopadtych
osix iy: x = asin(kt + «), y = bsin(kt + ).

71. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postaé: 7 = Acos(wt)i’ + Bsin(wt)). Jak wyglada
tor punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Wyznacz promien
krzywizny toru dla wt = 0,wt = 5, wt = 7.

72. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postaé: ¥ = A cos(wt?)7+ Asin(wt?)7. Jak wyglada tor
punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Znajdz zaleznosé od
czasu przyspieszenia stycznego i normalnego. Wyznacz promien krzywizny toru w dowolnym punkcie.

73. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postaé: ¥ = A cos?(wt)7+ Bsin?(wt)7. Jak wyglada tor
punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu?

74. Ruch punktu zakreslajacego figure Lissajous okreslony jest rownaniami x = 3sint, y = 2 cos 2t
(gdzie t — w sekundach). Znalez¢é réwnanie toru, wykresli¢ go, pokazac¢ kierunek ruchu punktu w réz-
nych chwilach oraz znalez¢ czas od chwili poczatku ruchu, w ktérym punkt przejdzie po raz pierwszy
przez os Ox.

75. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postac: ¥ = Asin(wt)? + Asin(2wt)]. Jak wyglada
tor punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Wyznacz promien
krzywizny toru dla wt = 0,wt = 7, wt = 7.

76. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postac: 7= A cos(wt)i’+ Asin(wt)j+ otk. Jak wyglada
tor punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Znajdz zaleznosé
od czasu przyspieszenia stycznego i normalnego. Wyznacz krzywizne toru w danym punkcie.

77. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postac: ¥ = Asin(wt)7+ Asin(2wt)]+ € cos(wt)k. Jak
wyglada tor punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Wyznacz

promien krzywizny toru dla wt = 0,wt = 5, wt = 7.
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Ruch punktu we wspéirzednych biegunowych

Wspotrzedne biegunowe to r (odlegtoéé od srodka UW) i ¢ kat od osi OX do wektora wodzacego
punktu. Punkt o wspéhrzednych biegunowych (r, ¢) ma wspotrzedne kartezjanskie (r cos ¢, rsin ¢).

Kolejne wektory bazy przestrzeni stycznej w punkcie (1 cos ¢, r sin ¢) uzyskujemy biorac pochodne
punktu po kolejnych wspotrzednych, ktore nastepnie normujemy do jednosci.

78. Znajdz baze wektoréw jednostkowych w punkcie (r, @)
79. Ile wynosza pochodne wektoréw bazowych po kacie ¢ 7

80. Wispoirzedne biegunowe punktu sa znanymi funkcjami czasu. Jaki jest wzor na wektor predkosci
i przyspieszenia.

81. Mucha idzie ruchem jednostajnym z predkoscia v po Srednicy plyty gramofonowej obracajacej
si¢ z predkoscia katowa w. Jaki jest tor muchy? Jakie sily dzialaja na muche?

82. Ramie robota o zmiennej diugosci wykonuje ruch opisany réwnaniami:
r(t) = ro — Acos(wt), o(t) — ¢o — a sin(wt),

Gdzie rg = 1.5m, A = 0.5m, ¢ = 0.7rad, a=0.3rad, w = 2nHz. Obliczy¢ predkosé korica ramienia we
wspoirzednych biegunowych i kartezjanskich w chwili t = 0.6s.

83. Dane sg réwnania ruchu punktu: v(t) = vt, ¢(t) = e**. Wyznacz skladowe predkosci i przyspie-
szenia.

84. Dane sa réwnania ruchu punktu: r(t) = ReM, ¢(t) = Qt. Wyznacz skladowe predkosci i przy-
spieszenia. Co jest torem punktu? Wyznacz promien krzywiny toru w funkcji czasu.

85. Punkt porusza sie¢ po krzywej, ktorej dlugosé s dana jest wzorem s = sgexp(ct), gdzie sy, ¢ =
const > 0. Wiedzac, ze wektor przyspieszenia tworzy staly kat ¢ ze styczna do toru w kazdym
punkcie, wyznacz wartosci:

e predkosci
e przyspieszenia stycznego
e przyspieszenia normalnego
e promienia krzywizny toru w funkcji dtugosci tuku krzywej
86. Ruch punktu materialnego dany jest w uktadzie kartezjanskim réwnaniami:
x = ctecos(wt), y = ctsin(wt), gdzie ¢ =const, w = const, t—czas.
Wyznacz w biegunowym ukladzie wspotrzednych:

e réwnanie toru r(p)

wartos¢ wektora predkosci i przyspieszenia punktu
e skiadowe wektora przyspieszenia styczna i normalna

e promien krzywizny toru w funkcji czasu

H;‘m, o(t) = Qt. Wyznacz skladowe predkosci i przy-

Spieszenia (dla e < 1 torem jest elipsa, dla e = 1 parabola, dla e > 1 hiperbola).

87. Dane sq réwnania ruchu punktu: r(t) =
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Wspoélrzedne biegunowe - rozwigzywanie réwnan ruchu

88. Zadanie Hugona Steinhausa W rogach kwadratowej laki siedza cztery psy. W chwili t = 0
kazdy z pséw zaczyna goni¢ swojego sasiada po prawej stronie ze stata predkoscia v.

e Wyznacz zaleznosc¢ czasowa wspolrzednej radialnej

e Po jakim czasie psy si¢ spotkaja, jaka droge przebiegna?
e Wyznacz zaleznos¢ czasowa wspotrzednej transwersalnej
o Wyznacz ksztalt toru psa

89. Cma porusza si¢ tak, by widzie¢ swiatlo caly czas pod tym samym katem. To dostosowanie
ewolucyjne pozwala lata¢ po linii prostej korygujac tor na podstawie swiatla ksiezyca. Co sie dzieje,
jezeli zrodtem swiatla jest lampa?

e Wyznacz réownanie toru lotu ¢my
o Wyznacz zaleznos¢ wspotrzednej katowej ¢my od czasu

Niech o oznacza kat pod jakim éma widzi Zrodlo swiatta. W chwili t = 0 ¢ma ma wspotrzedne
r =19, ¢ = 0. Predkos¢ émy jest stata i wynosi v.

90. W kasecie magnetofonowej pierwsza szpula kreci sie ze stala predkoscig w. W chwili poczatkowej
promienie nawojow sa réwne odpowiednio rg; 1 ro2. Grubosé tasmy wynosi a.

e Jak sie zmienia predkos¢ przesuwu tasmy?
e Jak si¢ zmienia predkos¢ katowa drugiej szpuli?

91. * Wyznacz réwnanie toru r(¢) dla czastki w polu grawitacyjnym masy punktowej. Wykorzystaj

zasade zachowania energii: 3m(i? + (wr)?) — “M™ = F' j zasade zachowania momentu pedu mr?w =

L = const. Dokonaj separacji zmiennych w rownaniu.

92. * Rozwigz powyzsze rownanie. W calce dokonaj podstawienia u = % i doprowadz wyrazenie
w mianowniku do postaci stala minus kwadrat wyrazenia liniowego.

Przys$pieszenia w ruchu zlozonym

93. Mechanizm plaski na rysunku 56 sklada si¢ z trzech pretéw potaczonych przegubami B, C' i jest
przymocowany do podtoza przegubami A i D. Predkosé i przyspieszenie katowe elementu AB wynosi
wy = 10rad/s, e4 = 300rad/s”. Wyznacz:

e Predkosci katowe elementéow BC' i DC'
e Chwilowy srodek obrotu (stad alternatywnie predkosci katowe)
e Przyspieszenia katowe elementéw BC' i DC

94. Znajac predkosc i przyspieszenie katowe elementu BC' na rysunku 57 okresl predkosci i przyspie-
szenia punktow A i D

95. Pélokrag na rysunku na rysunku 58 obraca sie z predkoscig katowa wy. Na nim Slizga sie koralik
z predkoscia v wzgledem pélokregu skierowana w gore. Kat 8 wynosi 60°. Oblicz skladowe predkosci
i przyspieszenia koralika w uktadzie nieruchomym.

16



Rys. 56: Rysunek do zadania 93 Rys. 57: Rysunek do zadania 94 Rys. 58: Rysunek
do zadania 95

Przegub Cardana

Rozwazaé bedziemy przegub krzyzakowy (Cardana). Lacznik przegubu (krzyzak) wykonuje ruch
kulisty. Lacznik jest potaczony parag antypodycznych sworzni do walu czynnego i drugg para anty-
podycznych sworzni do watu biernego. Pomiedzy parami sworzni jest kat prosty.

Zakladamy, ze wal czynny tworzy z walem biernym kat . Zauwazmy, ze sworznie kazdej z par
pozostaja na ustalonych okregach, utrzymywane przez widetki swoich watow.

Rys. 59: Przegub krzyzakowy (Cardana)

96. Jakie sa réwnania parametryczne ruchu punktu po okregach o promieniu R:
1. o plaszczyznie prostopadlej do wektora 7, w chwili zero punkt na osi OZ
2. o plaszczyznie prostopadlej do wektora cosyi'+ sin 7, w chwili zero punkt w plaszczyznie XY .

97. Na ruchy z poprzedniego zadania nakladamy warunek, ze kat pomiedzy punktami na obu okre-
gach w danej chwili czasu jest prosty. Jaki to daje warunek wiazacy katy obrotu obu watéw?
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98. Jaka jest zaleznos¢ pomiedzy predkosciami katowymi obu watéw?

99. Dwa waly polaczone sa przy pomocy przegubu dwukrzyzakowego (dwa przeguby krzyzakowe
polaczone walkiem posrednim). Katy pomiedzy walami na obu przegubach sa takie same, a ruch
przegubu drugiego jest przesuniety w fazie wzgledem ruchu przegubu pierwszego o 7 /2 (czyli cztery
sworznie na przegubie leza w tej samej plaszczyznie). Jaka jest zaleznos¢ predkosci katowych watu
czynnego i biernego?

100. Dwa waly polaczone sa przy pomocy dwoéch przegubow krzyzakowych potaczonych dtugim wat-
kiem posrednim. Wal wyjsciowy i wejsciowy pozostaja rownolegle, a zastosowanie watka posredniego
zapewnia mozliwos¢ przesuwania sie wzgledem siebie watéw. Ruch przegubu drugiego jest przesunie-
ty w fazie wzgledem ruchu przegubu pierwszego o /2 (czyli cztery sworznie na przegubie leza w tej
samej plaszczyznie). Jaka jest zaleznos¢ pomiedzy predkosciami obu waléw?

101. Jak zmienia sie wektor chwilowej predkosci obrotowej krzyzaka w przegubie krzyzakowym?

Wskazowka: Chwilowa predkos¢ katowa jest prostopadita do predkosci liniowych obu sworzni,
ar Xw=ruwi.

Koniec wektora chwilowej predkosci katowej zakresla elipse w ptaszczyznie Y Z. Powierzchnia
stozkowa na ktorej leza te wektory jest aksoidg nieruchoma krzyzaka.

Precesja

102. Stozek, ktérego wysokos¢ wynosi h = 4 cm, a promien podstawy r = 3 cm, toczy si¢ po
plaszczyznie bez poslizgu majac wierzchotek nieruchomy w punkcie O, jak na rysunku 60. Obli-
czy¢ predkoscé katowa stozka, wspotrzedne punktu zakreslajacego hodograf predkosci katowej oraz
przyspieszenie katowe stozka, jesli predkos¢ srodka jego podstawy wynosi ve = 48 ¢m/s = const.

103. Stozek o nieruchomym wierzchotku O toczy si¢ po plaszczyznie bez poslizgu, jak na rysunku 61.
Wysokosé stozka CO = 18 cm, a kat wierzchotkowy AOB = 90°. srodek C podstawy stozka porusza
si¢ jednostajnie wykonujac 1 obr/s. Wyznaczy¢ predkosé konca B srednicy AB, przyspieszenie katowe
stozka oraz przyspieszenia punktow A i B.

104. Stozek A obiega 120 razy na minute nieruchomy stozek B, jak na rysunku 62. Wysokos¢ stozka
0O0; = 10 ecm. Wyznaczy¢ predkosé katowa unoszenia w, stozka dokola osi z, wzgledna predkosc
katowa stozka w,, dokota osi OO, bezwzgledna predkosé¢ katowa w i bezwzgledne przyspieszenie
katowe €.

105. Zachowujac warunki poprzedniego zadania wyznaczy¢ predkos¢ i przyspieszenie punktow C'i D
stozka ruchomego.

106. Stozek II o kacie wierzcholkowym g = 45° toczy sie bez poslizgu po wewnetrznej stronie
nieruchomego stozka I o kacie wierzchotkowym o = 90°, jak na rysunku 63. Wysokosé stozka
ruchomego OO; = 100 cm. srodek podstawy stozka ruchomego O, opisuje okrag w ciagu 0.5 s.
Wyznaczy¢ predkosé katowa unoszenia (dokota osi z), predkosé katowa wzgledna (dokola osi ))),
predkosé katowa bezwzgledna oraz przyspieszenie katowe bezwzgledne stozka I1.

107. Zachowujac warunki poprzedniego zadania wyznaczy¢ predkosci i przyspieszenia punktow Oy,
M i My stozka ruchomego.

108. Tarcza OA o promieniu R = 4v/3 cm obraca sie dokola nieruchomego punktu O obiegajac
nieruchomy stozek o kacie wierzchotkowym wynoszacym 60°, jak na rysunku 64. Znalezé¢ predkosc
katowa obrotu tarczy dokola jej osi symetrii, jesli stale przyspieszenie jej punktu A wynosi a4 = 48
cm/s.
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Rys. 60: Rysunek do zadania  Rys. 61: Rysunek do zadania Rys. 62: Rysunek do zadania
102 103 104

109. Kula o promieniu Ry toczy si¢ jednoczesnie po poziomej powierzchni i wokol pionowego walca
o promieniu R;.

1. Co jest chwilowa osia obrotu? Gdzie lezy srodek ruchu kulistego?
2. Co jest osig obrotu wiasnego? Jaki jest kat nutacji”

3. Umieszczajac poczatek UW w srodku ruchu kulistego tak by srodek kuli mial wspotrzedna
y = 0, wyznacz wektory predkosci katowych: &J; (obrotu wiasnego) i & (chwilowa) przez wso
(wartosé predkosci katowej precesji).

4. Wyznacz wektor przyspieszenia katowego kuli
5. Wyznacz predkos¢ i przyspieszenie najwyzszego punktu kuli
6. Wyznacz predkosé i przyspieszenie punktu kuli: [—R; — Ra, —Ro, — R]

110. Cialo porusza si¢ dokola nieruchomego punktu. W pewnej chwili jego predkosé katowa przed-
stawia wektor, ktérego rzuty na osie wspélrzednych maja wielkosci: /3, V/5, /7. Znalezé dla tej
chwili predkos¢ v punktu ciata o wspotrzednych /12, v/20, \/28.

111. Ruch ciata dokola stalego punktu okreslono katami Eulera: p = 4t, ¢ = 5 —2t, 0 = 2. Wyzna-
czy¢ wspotrzedne punktu zakreslajacego hodograf predkosci katowej, predkosé oraz przyspieszenie.
katowe ciata w odniesieniu do nieruchomych osi x, y, z.

112. Znalezé ruchoma i nieruchoma aksoide zewnetrznego kota wagonu toczacego sie¢ po poziomym
torze, jezeli sredni promien krzywizny toru wynosi 5 m, promien kota wagonu 0.25 m, a rozstaw szyn
0,8 m, jak na rysunku 65.

Wikazowka: Kolo obraca sie wraz z wagonem dokola pionowej osi Oz przechodzacej przez Srodek
krzywizny toru, a w stosunku do wagonu dokola osi AB, tj. obraca sie dokota nieruchomego punktu

O.

113. Stozkowe koto zebate, ktérego os przecina sie z osia geometryczna kola oporowego w jego srodku,
obiega kolo oporowe 5 razy na minute, jak na rysunku 66. Wyznaczy¢ predkosé¢ katowa wzgledna
wy, kola stozkowego dokola jego osi oraz predkos¢ katowa w dokola osi chwilowej, jesli promien kola
oporowego jest dwa razy wiekszy od promienia kola stozkowego: R = 2r.

114. Znalez¢é predkosé i przyspieszenie punktéw B i C stozkowego kota zgbatego toczacego si¢ po
kole oporowym, jak na rysunku 67, jesli promieni podstawy stozkowego kola zebatego R = 10v/2 cm,
kat wierzchotkowy 2 = 90°, a predkos¢ ruchu srodka A po jego torze va = 20 cm/s.
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Rys. 63: Rysunek do zadania  Rys. 64: Rysunek do zadania Rys. 65: Rysunek do zadania
106 108 112

115. Predkosé katowa ciala wynosi w = 7 s~% | a chwilowa o$ jego obrotu tworzy w danej chwili
z nieruchomymi osiami wspélrzednych katy ostre o, 3 1. Znalez¢ predkosé v i wartosci jej rzutéw
Vg, Uy, U, Da osie wspotrzednych dla punktu ciala, ktorego wspotrzedne wyrazone w metrach wynosza
w danej chwili: 0, 2, 0; obliczy¢ takze odlegtos¢ d tego punktu od osi chwilowej, jesli cosa = %,
a cosy = g.

116. Znalez¢ rownania osi chwilowej i wartos¢ predkosci katowej w ciala, jezeli wiadomo, ze rzuty
predkosci punktu M;(0,0,2) na osie wspotrzednych zwiazane z cialem wynosza vy, = 1 m/s, vg,—2
m/s, v, = 0, a k1erunek predkosci punktu Ms(0,1,2) okreslony jest cosinusami katéw z osiami

wspoirzednych: — , 3, —§.

Rys. 66: Rysunek do zadania  Rys. 67: Rysunek do zadania
113 114

Odpowiedzi

1. p—7m 2.1 7=21,w=327=[23w=-23 =[5 —3,w=—2%47%=[32,w=
3 3. 17 = [2, =10, = [1,0], 2. 7% [_2’%]’1)6: [3,8], 3.7 = [%7%]7%: %7%]74

[0 1, 4. UB—OQ\/_HI/S 5.1. :3[5 —4], 2. U3 = [-2,5], 3. U5 = [-2,—3], 4. U3 = [—3, —3]. 6.

r=1l4cm, y =Lem. T.x =,y = ~ 2.83m/s. 9. poziome: vg = whr/\/(?> — h?, pionowe:

. 2
vp = wr. 10. vo = %ﬁ”)[n, m\/(n+72)sén—(:2t)sin2(wt)]’ 11. ¥p = 240™2[—sin ¢, 3cos @], 23, + (%yp) =
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120(mm)?. 12. 05 = v[tgw,0], Tc = v[tga — 1,—tgal, vp = v[—1,tga — 1]. 13. w = 20s7 1,
oy = 0,7 = [vo, vo], U3 = [20, 0], Ty = [vg, —vg]. 14. v/ = By, 15. T = 5(2r — R). 16. a = arccos %.

17. Centroida nieruchoma: 2 +y* = 1m?, centroida ruchoma: z?+y* = 0.25m? (dla UW w $rodku
belki o osi  wzdtuz niej). 18. Centroida nieruchoma: z2 4+ y? = a2, centroida ruchoma: n? +£2? = 4a?.
19. Centroida nieruchoma: z* = r (:1: +y 2), centroida ruchoma: n* = ré. 20 Centroida nieruchoma:

y== +a , centroida ruchoma: £ = -~ +“ (€ wzdtuz BA, n wzdtuz BC). 21. x = 20t — sin(20¢) {%},
y = 1—cos(20t) {;], x = arccos(l — ) — /2y — y2. 22. Centroida nieruchoma: y = —a/2, centroida
ruchorna &+ 77 = a?/4. 23. ’UA ~ [-0.64, —2.16]2, v ~ [0.64, —3.44]2. Centroida nieruchoma:
Yy = = tg ( m) (UW w érodku preta, n wzdtuz niego). 24. Krazek
A: centrmda nieruchoma: y = r,4, centroida ruchoma: n? + £ = %, krazek B: centroida nieruchoma:

1 . ) 2 _ (1, \? : . ) 2 _ 2
y = 37, centroida ruchoma: {* +7n° = (3rp) . 25. Centroida nieruchoma: z* + y* = ¢°/4 (dla
UW o érodku réwnoodleglym od osi waléw), centroida ruchoma: €2 + n? = €2 (osie UW wzdtuz
wystepow tarczy). 26. xg(t) = rcos(wt) + \/ZQ r2sin®(wt), xp(t) = 7 cos(wt) + 1\/l2 2 sin?(wt),

ynm(t) = srsin(wt), xa(yar) = /12 — 4yk; + 31/1> — 4y}, Centroida nieruchoma: x/2% + 42 = ra +
V22?2 + 12y? — r2y2, centroida ruchoma: (n? + 52)\/r2(17 +&2) — 22 = In(l€ + \/7“2 (n? + &%) — 12n?)
(dla UW o érodku w punkcie B i osi n wzdtuz A@) Srodek obrotu w nieskoficzonoéci dla wt = +7. 27.
Centroida nieruchoma: 22+y* = 72, centroida ruchoma: n*+£2 = 4r% (UW o $rodku w trzpieniu korby
i 0si n wzdtuz korbowodu). 28. Centroida nieruchoma: 4a?(z?+y?) = (b*—a*+20bx)? (dla UW o $rodku
w punkcie B i osi OX skierowanej jak AB), centroida ruchoma: [, £] = b —a® [(b* +

2(a—bcos a)(b2+a2—2ab cos )
a?) cos a—2ab, (b*—a?) sin a] (réwnanie parametryczne). 29. Centroida nieruchoma: elipsa o ogniskach

w AD: = a)g + = jb2 =1 (UW 0 érodku w $rodku AD, 0§ OX wzdluz Ab), centroida ruchoma:

elipsa o ogniskach w B C b ((=E) + a2+b2 = i (UW o srodku w srodku BC, o§ On wzdluz B_C’)
30. 1) [0,0], [2a,2b], 2) [0, O] [0,0]. 31. [0,0], [2a, 20], [4a,0], [6a,2b]. 32. v); = awsina. 33. wp =
O\D/OsEwy. 34. wep = 0, wpe = wo/3. 35. 1) vp = 100 <2 2) yp = 600 <2 3) vy = 36 <2 36,
wprp = 5.77 s, wop = 17.32 s7%. 37. wpp = 0.5 s71. 38. polozenia pionowe: vpr = 0, polozenia

poziome: +400 <. 39. vy = 39.94 9. 40. wyp = 2.36 2. 41. 1) v = dcosa — Vr?2 — d?sin’q,

min’

i = dsin ad (dws“—1>, )smﬂ:sma(dcosa—v — d?sin’® 04)/7“ (\/7%4—1)

r2—d? sin? o
42.x:12\/m—60,%=%.43.vz635— 44. vy = 50 < vp = 0 <,
ve ~ 70. 71 M wp = 10092, vp & 70.71 L. 45. wy = " 203, wyg = Lws. 46. wip = 2w, Wirjir = Wo.
47. 1 = 7’3 48. 2ng. 49. 1(2r3w3—|—7’3w0—7’1w0) 50. wy(ra+rp) = %wArA—i—%wErE, re =1ra+2rg.
51. w;; = 1000 obr/min, ws = 3600 obr/min. 52. n;; = 3000 obr/min. 53. n;; = 4800 obr/min.

54. wy; = 280 s 55. 585 obr/min. 56. 1040 obr/min. 57. ny; = nyB% + ng’s (1— 1%). 58,

T2T4 274

~ 240 2. 59. wir = wry ~ 188.5 rad/min, wy ~ 171.36 rad/min, wr; ~ 209.44 rad/min. 60.
wy = wy &~ 16.67 rad/s, wy =~ 20 rad/s, ws ~ 14.29 rad/s. 61. wop ~ 6.5 rad/s, w; = 6 rad/s. 62.
wo,a =4 rad/s, wr = 5.12 cm/s. 63. vo = 15 Cm/s vp ~ 21.21 cm/s wpe ~ 0.12 rad/s.

64. @ = dem, w = 5m. 65. 1.y = 32 — 3 2. y—fx 3 =52+ £y =1, 4.z = 4¢°
5. x = ;arccos% 1—1—6, 6. 22+ (3 —y)? = 25, 7. ——?SmS = COS2%. 66. 1. y = %x,
=532 22 +y* =9, 5s=3,3. y=a—x, 5 = a\/_(sm t+§); 4. 22 4+ y?> = 5, s = 25¢°.
67. y = 1.5z, 2z = 0.5x. 68. okrag o promieniu A, ¥ = —Awsin(wt)?’ + Awcos(wt)], @ = —w?r.
2 2
69. 1. v = 20/ — 2, 2. 2 = 2L —a. 70. (£) + () — 2cos(a — B2 = sin(a — B)%. 71,
% + % 1, ¥ = —Awsin(wt)7+ Bwcos(wt)], @ = —w*, R(0) = %Q,R(E) = %,R(%) = \/%3.
72. 22 +y? = A2 R = A0 = 2Awt(— sm(wt2)z + cos(wt?)]),d; = v/t,d, = —4w2t277 R = A 173.
T+ =10= wsm(th)(Bj— AD),@ = 2w?cos(2wt)(B] — Al). T4 y = 2 — 32t = T, 7T5.
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U = Awlcoswt, 2 cos 2wt], @ = —Aw?[sinwt, 4sin 2wt], R(0) = oo, R(5) = 4A, R(¥) = $A. 76. Tor:
linia srubowa (hehsa) U = —Awsin(wt)i+ Aw cos(wt)ﬁ— k,d@ = d, = —Aw?(cos(wt)T+sin(wt)]), R =
A [A cos(wt), 2A cos(2wt), —esin(wt)],d = w?[—Asin(wt), —4 A sin(2wt), —e cos(wt)],
R(0 )—5A2/e R(E) =4A+ € /A R(%) = :(A+€/A).

78. € = cos@U + singy, €5 = —s1n¢z+cos¢j 79. & = (bé’d), é¢ = —¢c,.. 80. T = ré, +
rpey, @ = (i — rd?)é. + (210 + 16)€. 81. 1(¢) = ¢, F, = —mer, Fy = 2muw. 82. 7(0.6s) ~
—1.85¢, + 2.90¢, ~ 3.20¢ — 1.26]. 83. v, = v,v, = v + Qem = —vt(Qe)? ay = (v1Q? +

20Q2)e™. 84. Spirala logarytmiczna r = Rexp(3¢). 85. v = soce® at = soc%e, a, = tg psocte, R =
spe’ [ tg ¢. 86. r(¢) = % (spirala Archimedesa), v, = c¢,vy = cwt,v = V1 +w?? a, = —cw?t.
BT. i = 2 ({206, + &), @ = il (20 sin? ¢ — (1 + ecos ¢)), + 2esin¢). 88. r(¢) =

av/2/2e7 % s = a,ty = a/vy. 89. r(¢) = roexp(—¢/tga), ¢(t) = —tgaln(l — vtcosa/rg). 90.
— w2 — ag _r iil —
U—Tolw—f‘ t 7"1—T01+ ,TQ—T’()l—g, wg—iw. 91.f\/2E’m,+2ijm2l_1 —¢+C 92.
L2 L2 T 2
L2
r= (iln . . Jezeli E < 0 pierwiastek jest mniejszy od 1 i ruch odbywa sie po elipsie.
1+\/1+2§(G,5,m) sin(¢—¢o)

Jezeli F/ > 0 pierwiastek jest wiekszy od 1 i ruch odbywa sie po hiperboli. W przypadku granicznym
ruch odbywa sie po paraboli.

93. wpc = —10s7!, wpe = 10s71, chwilowy $rodek obrotu w punkcie przeciecia przedtuzen odcin-
kéw ABiCD, epc = —2w —e=—-5005"", epc = 2w? +¢ = 500s2. 94. UA =4cm-w, vp = 4em - w,

ay =4cm- e —|— 4‘[cm w?, ap = (8cm - w?; 4em - € — 4‘[cm w?). 95. v, = %, v, = ?rwo, v, = ?v,
_ /3 _ 2 - .
a, = =% (% —I—rwo , Gy = WU, a; = 5. 96. 7 = [0,sin ¢y, cos¢y], 7 = [sin~y - cos ¢y, —cosy -

oS ¢y, Sin o). 9T. tg Py = tg ¢y - cosy. 98. wy = wy - cosy/(1 — sin®(¢) - sin® 7). Jezeli wat czynny
obraca sie ze statg predkoécia katowa, to wy = wy - cosy/(1 — sin?(wit) - sin® ). 99. Sg zawsze réwne.

100. Sa zawsze réwne. 101. w = —wy7’ — wy sin 7y cos 70082(¢1)f£$1win2(¢1) (sin(¢y) ]+ cos(¢py)k). 102.

w = 2057, & = 300s2%, x; = 20cos151, y; = 20sin15¢t, 2z = 0. 103. vy = 3629 ~ 16092,
e = 39.5s72 prostopadle do AB, a4 = 1000<F réwnolegle do OB, ap = 1()00\/_°S—r2n w plaszczyz-
nie AOB pod katem 45° do OB. 104. w, = 475!, w, = 6,927s7 !, w = 8ms7!, ¢ = 27,687%572,
w wzdtuz OC, e réwnolegle do osi z. 105. vg = 0, vp = 807 roéwnolegle do osi z, ac =
32072 prostopadle do OC w plaszczyznie Ozy, ap, = —480m*<%, ap, = —160v/372<%. 106.
wy = 4ms™! wzdluz osi 2, w, = 7,39ms7! wzdtuz OO, w = 4ns™! wzdtuz OM,, € = 11, 372572
wzdtuz osi x. 107. vy = 153,27 antyréwnolegle do Ox, vy = 306,47 <" antyréwnolegle do O,
vy = 0, ap = 612,879 do O prostopadle do Oz, ay, = —357,47°%, a;, = —8657°%, ay =
1225#2‘;—? w plaszezyznie OO, M, prostopadle do OM,. 108. w = 2571, 109. 1. Chwilowa o$ ob-
rotu jest nachylona pod katem 45° do pionu i przechodzi przez srodek ruchu kulistego w punkcie
[0,0, Ry + Ry]. 2. O$ obrotu wlasnego przechodzi przez $rodek ruchu kulistego i srodek kuli, § =

\/2R?+R2 iR
arctg RlRLI&. 3w = YW, w \/_R1+R2w 4. &= [0 wQRlJ’Q& 0} 5. Uop = [O,QW2R1&RL?,O},

C_imp = % [-R% - 2R:15 - 3R%R2 - 2R1R2, O, —R:Q)) - QR% - 5R%R2 - 4R1R%] 6 ?7: w2[R1+R2, —Rl—
Ry, —Ri — Ryl, @ = % [RiRy + B3, 2 (R + Ro)®, =2 (Ri + Ro)?| 110. v = 0. 111. 2 = w, =
2v/3 cos 2,y = wy = —92v/3sin 2t, z=w, =0, w = 2\/33_1, e = 4v/3s72. 112. Aksoida nieruchoma:

stozek o kacie wierzchotkowym a = 2arctg 21,6 = 174°42' i osi Oz; aksoida ruchoma: stozek o kacie
wierzchotkowym a = 2arctg0,0463 = 5°18' i osi OB. 113. w,, = 1,047s7!, w = 0,907s7%. 114.
vg = 4022, v = 0, ag = 40\/_ , ac = 4055 115. v, = =122, v, = 0, v, =43, v = 12,657,

s !

d=1,807m. 116. z + 2y = 0, 3z 4 2 — 0, w=32s""
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Statyka punktu i bryty

Obliczanie $srodkéw ciezkosci

117. Kadtub lekkiego krazownika wazy 19 MN, jego srodek cigzkosci zas znajduje sie w plaszczyznie
pionowej kilu na wysokosci y; = 6 m nad kilem. Wewnatrz kadtuba ustawiono maszyny i kotly.
Maszyny maja ciezar 4,5 MN, rzedna ich srodka ciezkosci y» = 3 m, ciezar kottéw wynosi 5 MN,
a rzedna ich srodka ciezkosci y3 = 4.6 m. Obliczy¢ rzedna y. wspolnego Srodka ciezkosci kadtuba,
maszyn i kottow.

118. Na statku o wypornosci 4500 T' przeniesiono ciezar 30 T z komory przedniej na rufe, tj. na od-
leglos¢ 60 m. O ile przesunie sie wspolny srodek ciezkosci statku i ciezaru?

119. Znalez¢ wspétrzedne srodka ciezkosci przekroju poprzecznego katownika nierownoramiennego
z rysunku 68, ktorego potki maja szerokos¢ OA = a, OB = b, a grubos¢ AC' = BD =d

120. Znalezé odleglosé srodka ciezkosci przekroju teownika ABCD od jego boku AC z rysunku 69,
jezeli wysokos¢ srodnika DB = h, szerokos¢ potki AC = a, grubosé¢ poélki wynosi d, a grubosc
srodnika b.

121. Dla profilu dwuteowego z rysunku 70, ktérego wymiary podano na rysunku, znalez¢ wspotrzedna
x3 srodka ciezkosci C'.

Y b

15cm —

20cm

- B
7077 1777 7277 200
22 2500 /200 2000 200
77 1000 200 100 200

Rys. 68: Rysunek do za-  Rys. 69: Rysunek do zada-  Rys. 70: Rysunek do zadania 121
dania 119 nia 120

122. Znalez¢ wspolrzedne srodka cigzkosci jednorodnej plytki przedstawionej na rysunku 71 wiedzac,
ze AH =2 cm, HG =15 cm, AB=3 cm, BC =10 cm, EF =4 cm, ED = 2 cm.

123. Wyznaczy¢ srodek cigzkosci kwadratu o o boku a z wycigtym otworem o promieniu r w 2/3
przekatneyj.

124. W jednorodnej kwadratowej ptycie ABCD o boku AB = 2 m wycieto kwadratowy otwor EFGH,
ktorego boki sa odpowiednio réwnolegte do bokéw plyty ABCD i wynosza 0,7 m kazdy, jak na rysunku
72. Obliczy¢ wspoirzedne x, y Srodka ciezkosci pozostalej czesci plyty wiedzac, ze OK = O1 K = 0.5
m, gdzie O i Oy sa srodkami kwadratow, przy czym odcinki OK i O1K sa odpowiednio réwnolegte
do bokéw kwadratow.

125. Wyznaczy¢ polozenie srodka ciezkosci C jednorodnego krazka z okragtym otworem z rysunku 73
zakladajac, ze promien krazka wynosi ry, promien otworu rs, a sSrodek otworu znajduje sie w odlegtosci
L od srodka krazka.

2
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Rys. 71: Rysunek do zadania  Rys. 72: Rysunek do zadania Rys. 73: Rysunek do zadania
122 124 125

126. Wyznaczy¢ wspotrzedne srodka ciezkosci ukladu ciezaréow rozmieszczonych w wierzchotkach
prostopadtoscianu z rysunku 74, ktorego krawedzie wynosza AB = 20 cm, AE = 10 cm, AD =5
cm. Ciezary w wierzcholkach A, B, C, D, E, F, G i H wynosza odpowiednio 1kN, 2kN, 3kN, 4kN,
3kN, 3kN, 4kN i 5kN.

127. Obliczyé wspotrzedne srodka ciezkosci konturu prostopadtoscianu z rysunku 75, ktory jest
utworzony z listew o dtugosciach OA = 8 dm, OB = 4 dm, OC = 6 dm i o ciezarach OA — 2,5 N;
OB, OC, i CD —po 0,75 N, CG -2 N, AF - 1,25 N, AG i GE — po 0,5 N oraz BD, BF, DE i EF —
po 0,25 N.

128. Znalez¢ wspotrzedne srodka ciezkosci ramy krzesta z rysunku 76 skladajacej sie z pretow o jed-
nakowej dlugosci i ciezarze. Dtugosé preta wynosi 44 cm.

zj 1
z 7 F
- ¥ E |A
H¢" G E_JA
| B v
p At 7 G
x C

Rys. 74: Rysunek do zadania  Rys. 75: Rysunek do zadania Rys. 76: Rysunek do zadania
126 127 128

129. Znalez¢é wspétrzedne srodka ciezkosci ptaskiej kratownicy ztozonej z siedmiu pretow, przedsta-
wionej na rysunku 77, ktorych dtugosci podano na rysunku, jezeli ciezar 1 m kazdego preta jest ten
sam.

130. Znalez¢ wspotrzedne srodka ciezkosci drewnianego miotka skladajacego sie z prostopadloscianu
i trzonka o kwadratowym przekroju przedstawionego na rysunku 78. Dane sa: a = 10 cm, b = 8 cm,
c=18cm,d=40cm il =3 cm.
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Rys. 77: Rysunek do zadania  Rys. 78: Rysunek do zadania

129 130

131. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci tréjkata prostokatnego o o bokach a, b.

132. Wyznaczy¢ potozenia srodka cigzkosci C ramki AFBD z rysunku 79 skladajacej si¢ z tuku ADB
bedacego ¢wiartka okregu kota o promieniu F'D = R i polokregu AFB zbudowanego na cieciwie AB
jako na srednicy. Cliezar jednostki dtugosci obu pretow tworzacych ramke jest jednakowy:.

133. Wyznaczy¢ potozenie srodka ciezkosci C powierzchni z rysunku 80 ograniczonej pélokregiem
AOB o promieniu R i dwoma odcinkami réwnej dtugosci AD i DB, jesli OD = 3R.

134. Znalezé srodek ciezkosci powierzchni odcinka kota ADB o promieniu AO = 30 cm, jak na ry-
sunku 81, jezeli kat ZAOB = 60°.

B //4/
B

Rys. 79: Rysunek do zadania  Rys. 80: Rysunek do zadania Rys. 81: Rysunek do zadania

132 133 134

135. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci jednorodnego stozka o promieniu podstawy r i wysokosci h.
136. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci jednorodnego walca o promieniu r i wysokosci h.
137. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci jednorodnej pétkuli.

138. Jednorodny czworoscian na rysunku 82 ABCDEF o ucigtym réwnolegle do podstawy wierz-
chotku ma pole powierzchni ABC = a i pole DEF = b, jego wysokos¢ zas wynosi h. Wyznaczy¢
odlegltosé z jego srodka ciezkosci od podstawy ABC.

139. Korpus miny morskiej na rysunku 83 ma ksztatt walca kotowego o wypuklych kulistych dnach.
Promieni walca wynosi r = 0.4 m, wysokos¢ h = 2r, wysokosci den zas wynosza fi = 0.5r i fo = 0.2r.
Znalez¢ srodek ciezkosci powierzchni korpusu miny.
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Rys. 82: Rysunek do zadania  Rys. 83: Rysunek do zadania
138 139

Statyka punktu materialnego

Do rozwigzania zadan w tym rozdziale przydatna bedzie znajomos¢ nastepujacych faktow:

e Cigzar ciala jednorodnego (kula, pret) mozna traktowaé jako skupiony w jego geometrycznym
srodku.

e Jezeli bloczek jest w rownowadze, linki po obu jego stronach napiete sa re sama sitg.

140. W kierunku krokwi dachowej nachylonej do poziomu pod katem o = 45° dziala sita () = 250
kN jak na rysunku 84 Jaka bedzie przy tym sila S w poziomym sciagu i jaka sita N dziala na Sciane
w kierunku pionowym?

141. Dwa ciagniki jadace ze stala predkoscia wzdluz brzegéw prostego kanatu ciagna barke za po-
moca dwoch lin. Sity napinajace liny wynosza 80 1 96 kN, a liny tworza miedzy soba kat 60°. Znalezc
opor wody wywierany na barke przy jej ruchu oraz katy « i (3, jakie liny tworza z brzegami, jezeli
barka porusza sie rownolegle do brzegéw.

142. Zaczepy A, B, C trzech wag sprezynowych zamocowano nieruchomo na poziomej desce. Do
hakoéw tych wag przywiazano linki, ktoére naciagnieto i zwiazano w jeden wezel D. Wagi wskazuja
sity 8, 71 13 kN. Obliczy¢ katy a i § zawarte miedzy kierunkami naprezonych linek, jak to pokazano
na rysunku 85.

Aa——p

8 kN

Rys. 84: Rysunek do zadania 140 Rys. 85: Rysunek do zadania 142
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143. Clezar wisi na dwéch linkach o réznych dtugosciach jak na rysunku 86. Oblicz naprezenia linek.

144. Cliezar ) wisi na dwoch linkach tworzacych z poziomem kat 45° jak na rysunku 87. Oblicz
naprezenia linek.

o

Rys. 86: Rysunek do zadania 143 Rys. 87: Rysunek do zadania 144

145. Na rysunku 88 pokazano schematycznie uktady pretéw polaczonych przegubowo ze soba i z su-
fitem. Na sworzniach przegubéw B, F, K zawieszono ciezary () = 1000 kN. Obliczy¢ sily w pretach
w przypadkach, gdy: (a) a = 3 = 45°; (b) a = 30°, B = 60°; (¢) o = 60°, B = 30°. Wskazéwka: Przez
sitle w precie rozumiemy wewnetrzng site dzialajaca wzdtuz osi preta. Sita ta moze wywolywacé roz-
cigganie lub Sciskanie preta. Dla rozréznienia tych przypadkéw, wartosé sity rozciagajacej wyrazamy
liczba dodatnia, a wartosé sily sSciskajacej ujemna.

A MA

b)

Rys. 88: Rysunek do zadania 145

146. Latarnia uliczna zawieszona jest w punkcie B w srodku linki ABC' przyczepionej do hakéw A
i C znajdujacych sie na jednym poziomie. Znalez¢ sity Ty i Ty rozciagajace czesci linki AB i BC,
jezeli cigzar latarni wynosi 150 N, dtugosé calej linki 20 m, odleglos¢ zas BD punktu zawieszenia B
od poziomej AC wynosi 0.1 m. Ciezar linki pominac.
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147. Latarnia uliczna o ciezarze 300 N zawieszona jest na pionowym slupie za pomoca poziomej
poprzeczki AC o dtugosci 1.2 m oraz ukosnego preta BC o dlugosci 1.5 m. Obliczy¢ sily S1 1 So
w pretach AC i BC, jezeli potaczenia w punktach A, B, C sa przegubowe.

148. Lampa elektryczna o ciezarze 20 N zawieszona jest u sufitu na sznurze AB i przyciagnieta
do Sciany linka BC. Wyznaczy¢ sity: Ty w sznurze AC i Ty w lince BC, jezeli wiadomo, ze kat
a = 60°, a kat § = 135°. Cliezar sznura i linki pominac.

Rys. 89: Rysunek do zadania 146~ Rys. 90: Rysunek do za- Rys. 91: Rysunek do za-
dania 147 dania 148

149. Dzwig stupowy sklada sie z ramienia AB przyczepionego do stupa przegubem A i lancuchem
CB jak na rysunku 92. Na koricu B ramienia zawieszony jest ciezar P = 200 kN. Kat BAC = 15°,
kat ACB = 135°. Wyznaczy¢ site T' w taricuchu CB i sile () w ramieniu AB.

150. Pewien odcinek kolei zelaznej, przebiegajacej w gorach, przeprowadzony jest w wawozie i za-
wieszony jak na rysunku 93. Wymiary zaznaczono na rysunku. Zakladajac, ze podciag AB obciaza
sita P = 500 kN, znalez¢ sity w pretach AC i AD.

151. Sztywna rama z drutu w ksztalcie tréjkata jest umieszczona w plaszczyznie pionowej. Na
bokach ramy o katach nachylenia « i § do poziomu i wspélnym wierzcholku nawleczone sa dwa
koraliki o masach odpowiednio m i mo polaczone nierozciagliwa nitka. Koraliki moga si¢ Slizga¢ po
bokach ramy bez tarcia. Jaki kat vy tworzy ni¢ z poziomem, gdy uklad jest w rownowadze?

152. Przez dwa znikomo malte krazki A i B znajdujace si¢ na koricach poziomego odcinka AB prze-
rzucona jest linka CAEBD. Konce C i D linki obciazono kazdy cigzarem p, a punkt E cigzarem
P, jak na rysunku 94. Pomijajac tarcie na krazkach obliczy¢ odleglosé x punktu E od prostej AB
odpowiadajaca polozeniu réownowagi. Ciezar linki pominac.

153. Zatézmy, ze masy zawieszone w koncach C,D linek wynosza my i mo, a masa obciazajaca punkt
E jest rowna M. Oblicz katy « i 3, ktére tworza z pionem odcinki AE i BE.

154. Zatozmy, ze katy, ktore tworza odcinki AE i BE z pionem wynosza « i 3, a punkt P obciazony
jest masa M. Znajdz masy mq i mo zawieszone w koricach C'i D linek.

155. Ciato o ciezarze 250 N utrzymywane jest w rownowadze przez dwie linki przerzucone przez
krazki i obciazone odwaznikami. Jeden z tych odwaznikéw wazy 200 N, sinus kata utworzonego przez
odpowiednig linke z pionem wynosi 0.6. Pomijajac tarcie na krazkach wyznaczy¢ ciezar p drugiego
odwaznika oraz kat o utworzony przez druga linke z pionem. Nie uwzgledniaé¢ ciezaru linki.
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Rys. 92: Rysunek  Rys. 93: Rysunek do zada- Rys. 94: Rysunek do zadan
do zadania 149 nia 150 152,153,154

156. W punktach A i B polozonych na réznych wysokosciach dwéch pionowych Scian znajdujacych
sie w odlegtosci a jedna od drugiej, jak na rysunku 95, zamocowano konce liny, ktorej dtugosé wynosi
[. Po linie tej moze si¢ porusza¢ — z pomijalnie malymi oporami tarcia — lekki krazek K o pomijalnie
malej Srednicy z zawieszonym cialem o ciezarze (). Znalez¢ site napiecia liny S oraz polozenie krazka
odpowiadajace stanowi rownowagi, wiedzac, ze réznica wysokosci punktéw zaczepienia A i B liny
wynosi h.

157. Do linki AB, ktérej jeden koniec umocowany jest w punkcie A, przywiazano w punkcie B ciezar
P i linke BCD, ktora przerzucono przez krazek, jak na rysunku 96. Do konca D linki przywiazano
ciezar () = 100 N. Obliczy¢ site T' w lince AB i ciezar P, jezeli w polozeniu réwnowagi katy utworzone
przez linki z pionem BE wynosza a = 45° i 3 = 60°. Tarcie na krazku pominaé.

158. Na dwoch zboczach réwni obustronnej o katach o i 3 leza klocki o masach my i ms, polaczone

niewazka linka przechodzaca przez niewazki bloczek na szczycie rowni, jak na rysunku 97. Jaki musi
by¢ minimalny wspélczynnik tarcia statycznego f, by ukltad pozostawal w spoczynku?

Q 1

Rys. 95: Rysunek do zada-  Rys. 96: Rysunek do zadania 157 Rys. 97: Rysunek do zadania
nia 156 157

159. Na dwéch wzajemnie prostopadlych gladkich pochylych plaszczyznach AB i BC spoczywa
jednorodna kula o ciezarze 60 N, jak na rysunku 98. Znalez¢ oddziatywania kuli na kazda z plaszczyzn
wiedzac, ze plaszczyzna BC tworzy z poziomem kat 60°.

160. Przy pionowej gladkiej Scianie AB zawieszono jednorodna kule O na lince AC, jak na rysunku
99. Linka tworzy ze Sciana kat «, ciezar kuli wynosi P. Obliczy¢ site T w lince i oddziatywanie ()
kuli na sciane.
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161. Jednorodna kula o ciezarze 200 N utrzymywana jest na gladkiej pochylej plaszczyznie przez
linke zaczepiona na wadze sprezynowej, jak na rysunku 100. Waga wskazuje 100 N. Plaszczyzna
nachylona jest do poziomu pod katem 30°. Znalez¢é kat o utworzony przez kierunek linki i pion oraz
oddziatywanie () kuli na plaszczyzne. Ciezar wagi pominac.

a7
¢/ o]
‘O B

Rys. 98: Rysunek do zadania ~ Rys. 99: Rysunek Rys. 100: Rysunek do za-
159 do zadania 160 dania 161

162. Kulka B o ciezarze P, wiszaca na nici AB umocowanej nieruchomo w punkcie A, opiera sie
o powierzchnie gladkiej kuli o promieniu r jak na rysunku 101; odlegtosé¢ punktu A od powierzchni
kuli AC' = d, dtugosé nici AB = [, prosta CA jest pionowa. Wyznaczy¢ sile T w nici i reakcje @
powierzchni kulistej. Promien kulki pominac.

163. Jednorodna kula o cigzarze 100 N utrzymywana jest w polozeniu réwnowagi przez dwie linki
AB i CD rozpiete w jednej plaszczyznie pionowej i tworzace kat 150° jak na rysunku 102. Linka AB
tworzy z poziomem kat, 45°. Obliczy¢ sily w linkach.

164. Kociot o promieniu R = 1 m i cigzarze P = 4 kN roztozonym jednostajnie wzdtuz diugosci
oparty jest na krawedziach podmurowania jak na rysunku 103. Rozstep scian podmurowania |l = 1.6m.
Pomijajac tarcie, znalez¢ oddzialywanie kotla na podmurowanie w punktach A i B.

150°
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Rys. 101: Rysunek Rys. 102: Rysunek do zadania 163 Rys. 103: Rysunek do zadania
do zadania 162 164
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Statyka brytly

165. Drabina AB dtugosci | zakonczona kéleczkami stoi oparta o Sciang pod katem «, jak na rysunku
104. Na wysokosci h jest obciazona cigzarem F, = 700 N. Cigzar drabiny wynosi 120N i jest roziozony
rownomiernie na calej dtugosci drabiny.

e Jakie rodzaje podpor wystepuja w tej sytuacji
e Jakie sa sily reakcji w podporach?

e Dla jakiego maksymalnego h drabina nie bedzie si¢ Slizgaé, jezeli maksymalny wspotczynnik
tarcia statycznego o podloge wynosi u = 0.2, a kat « jest rowny 60°7

166. Drabina podwdjna ACB sklada si¢ z ramion o dtugosci | potaczonych przegubowo tworzacych
katy « z podlozem, jak na rysunku 105. Jedna jej czesc jest obciazona na wysokosci h ciezarem F.
Jakie sa reakcje podloza i jakie sily przenosi trzpien przegubu C?

167. Zalézmy ze drabina z zadania 165 jest w polowie laczona przegubowo. Przegub jest zablokowany
za pomoca trzpieni A i C polozonych w réownych odleglosciach r od osi przegubu, jak pokazuje rysunek
106. Trzpien A jest osadzony w gérnej czesci drabiny i przechodzi przez owalny otwor w dolnej czesci
drabiny. Trzpien C jest osadzony w dolnej czesci drabiny i przechodzi przez owalny otwor w gornej
czesci drabiny. Jakie sily przenosza trzpienie A, B, C?

Rys. 104: Rysunek do za- Rys. 105: Rysunek do zadania 166 Rys. 106: Rysunek do zadania
dania 165 167

168. Jednorodna belka o ciezarze 600 N i diugosci 4 m, opierajaca sie jednym konicem na gladkiej
podilodze, a w posrednim punkcie B — na stupie o wysokosci 3 m, tworzy z pionem kat 30°, jak
na rysunku 107. Belka utrzymywana jest w takim polozeniu przez linke AC, przeciagnieta wzdiuz
podiogi. Wyznaczy¢ site w lince T' i reakcje Rg i Re. Tarcie pominac.

169. Jednorodna belka AB o ciezarze 200 N oparta o gladka pozioma podloge w punkcie B i tworzaca
z nia kat 60° jest podtrzymywana przez podpory C i D, jak na rysunku 108. Wyznaczy¢ reakcje
podpor w punktach B, C'i D, jesli dlugos¢ AB = 3m, CB = 0.5m, BD = 1m.

170. Jednorodna belka AB o ciezarze 1000 N opiera sie swobodnie w punkcie A, a dwa prety BC
i BD utrzymuja ja pod katem 45° do poziomu, jak na rysunku 109. Tréjkat BCD jest réwnoboczny.
Punkty C'i D lezag w jednym pionie. Pomijajac ciezar pretow i przyjmujac, ze polaczenia w punktach
B, C'i D sa przegubowe, wyznaczy¢ reakcje podpory A i sity w pretach.
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Rys. 107 Rysunek  Rys. 108: Rysunek do za- Rys. 109: Rysunek do za-
do zadania 168 dania 169 dania 170

171. Jednorodny pret AB o ciezarze 100 kN opiera si¢ jednym koncem na gladkiej poziomej podtodze,
drugim zas na gladkiej plaszczyznie nachylonej pod katem 30° do poziomu, jak na rysunku 110.
Koniec B preta podtrzymywany jest przez linke przerzucona przez krazek C'i obciazona cigzarem
P. Czesé linki BC jest rownolegla do pochylej plaszczyzny. Pomijajac tarcie na krazku wyznaczyc
ciezar P i oddziatywania N, i Np na podloge i pochyla plaszczyzne.

172. Krokiew jednospadowego dachu stanowi belka AB, ktérej gérny koniec B lezy swobodnie
na gladkiej podporze, a dolny koniec A opiera sie o Sciane, jak na rysunku 111. Nachylenie dachu
tga = 0.5, na belke AB dziala pionowe obciazenie 900 kN przytozone w srodku belki. Wyznaczy¢
reakcje podpor w punktach A i B.

/////

//////

P

//////////////////////////////

Rys. 110: Rysunek do zadania 171 Rys. 111: Rysunek do zadania
172

173. Wyznacz reakcje w punktach A i C' dla wartosci kata o wynoszacych 0° i 30° na rysunku 112.

174. Na jednorodnej drabinie o dtugosci 6 m i ciezarze 2400 N stoi w punkcie D czlowiek o ciezarze
800 N, jak na rysunku 113. Drabina zamocowana przegubowo w koncu A tworzy z poziomem kat 60°
ijest utrzymywana w tym polozeniu przez ling CB przymocowana w punkcie B i tworzaca z poziomem
kat 75°. Punkt D odlegty jest od konca B o 2m. Wyznaczy¢ site T' w linie i reakcje przegubu A.

175. Przy montazu mostu zaszla potrzeba podniesienia dzwigara ABC' ie za pomoca trzech lin,
umocowanych jak pokazano na rysunku 114. Ciezar tego dzwigara wynosi 4200 kN, jego srodek
ciezkosci znajduje sie w punkcie D. Odlegtosci wynosza odpowiednio AD = 4m, DB = 2m, BF = 1m.
Znalez¢ sity w linach, jesli prosta AC' jest pozioma.
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Rys. 112: Rysunek do zadania 173 Rys. 113: Rysu- Rys. 114: Rysunek do zadania 175
nek do zadania
174

176. Jednorodny pret AB, o dlugosci 1 m i ciezarze 20 N, zawieszony jest poziomo na dwéch réw-
nolegtych linkach AC' i BD, jak na rysunku 115. Na precie w punkcie E, odleglym o AE = im od
punktu A, zawieszono ciezar P = 120N. Obliczy¢ sity Te 1 Tp w linkach.

177. Na poziomej belce lezacej na dwoch podporach odlegtych o 4m polozono dwa ciezary: jeden
C = 2kN, drugi D = 1kN, jak na rysunku 116, tak ze reakcja podpory A jest dwa razy wicksza od
reakcji podpory B. Ciezar wlasny belki pomijamy, odlegtos¢ CD miedzy ciezarami wynosi 1 m. Jaka
jest odleglosé x cigzaru C od podpory A?

178. Wal transmisyjny AB ma trzy kota pasowe o ciezarach: P, = 300kN, P, = 500kN, P; = 200kN.
Wymiary pokazane sa na rysunku 117. W jakiej odleglosci x od lozyska B nalezy zamocowac kolo
o ciezarze Py, aby reakcje tozysk byly rowne? Ciezar watu pomijamy.

//////////////////////////////////////
//////////////////////////////////////
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Rys. 115: Rysunek do za-  Rys. 116: Rysunek do zadania  Rys. 117: Rysunek do zadania 178
dania 176 177

179. Znalez¢ sile wywierang przez dzwig mostowy na szyny w zaleznosci od potozenia wozka C),
na ktérym umocowany jest kotowrét podnoszacy, jak na rysunku 118. Polozenie wozka okresli¢ przez
stosunek k odlegtosci jego srodka od lewej szyny do catkowitej dtugosci mostu AB. Cliezar mostu
P = 60kN, cigzar wozka z podnoszonym ciezarem P; = 40kN.

180. Jednorodna belka AB o dtugosci 10 m i ciezarze 200 kN lezy na dwoch podporach C'i D, jak
na rysunku 119. Podpora C odlegla jest od korica A o 2m, podpora D od konca B o 3m. Koniec belki
A podciagany jest pionowo ku gorze przez ciezar () = 300 kN, przywiazany do liny przerzuconej
przez krazek. W odleglosci 3 m od korica A zawieszony jest na belce ciezar P = 800 kN. Wyznaczy¢
reakcje podpér pomijajac tarcie na krazku.
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181. Poziomy pret AB o ciezarze 1 N moze obracac¢ sie dokola nieruchomego punktu A, jak na ry-
sunku 120. Koniec B preta jest podciagany ku goérze przerzucona przez krazek linka z uwiazanym
na koncu cigzarem P = 1.5 N. W punkcie znajdujacym si¢ w odleglosci 20 cm od konca A zawieszony
jest ciezar (Q = 5 N. Jaka jest dlugosé x preta AB, jesli znajduje sie on w réwnowadze?

o) ¢ D
A % ? —1B
el1 1P ’
Rys. 118: Rysunek do zadania 179 Rys. 119: Rysunek do za- Rys. 120: Rysunek do za-
dania 180 dania 181

182. Koniec A poziomego preta AB o dtugosci 5 m i cigzarze 20 kN jest podciagany ku gorze linka
przerzucong przez krazek i obciazona ciezarem 10 kN, jak na rysunku 121. W taki sam sposob koniec
B jest podciagany ku gorze linka z ciezarem 20 kN. W punktach C; D, E i F, odlegtych jeden od
drugiego i od punktéw A i B o 1 m, zawieszone sa ciezary 5, 10, 15 i 20 kN. W jakiej odleglosci od
punktu A nalezy podeprzeé pret, azeby byt w rownowadze?

183. Do jednorodnego preta, ktérego dtugosé wynosi 3 m, a cigzar 60 N, przyczepiono w jednakowych
odstepach cztery ciezarki, z tego dwa skrajne na koncach preta. Pierwszy od lewej strony ciezarek
wazy 20 N, kazdy nastepny o 10 N wiecej. W jakiej odleglosci od lewego koinca nalezy podeprzeé
pret, aby zachowal polozenie poziome?

184. Jednorodna pozioma belka polaczona jest przegubowo ze Sciana i podparta w punkcie odleglym
od Sciany o 160 cm. Diugosé belki wynosi 400 cm, a jej ciezar 3.2 kN. W odleglosciach 120 cm i 180 cm
od Sciany spoczywaja na belce dwa ciezary wynoszace odpowiednio 1.6 i 2.4 kN. Wyznaczy¢ reakcje
podpor.

185. Jednorodna pozioma belka o dtugosci 4 m i ciezarze 5 kN zamocowana jest w Scianie o grubosci
0,5 m tak, ze opiera si¢ na niej w punktach A i B, jak na rysunku 122. Wyznaczy¢ reakcje w tych
punktach, jesli na swobodnym koricu C' belki wisi cigzar P réwny 40 kN.

186. Sptawik ma dlugoscé [, ksztatt patyczka o stalym przekroju poprzecznym i jest wykonany z balsy
o gestosci 9 razy mniejszej niz woda. Splawik jest przytwierdzony do dna za pomoca zylki z ciezar-
kiem, a jego dolny koniec jest na glebokosci h < | pod powierzchnia (rysunek 123). Jaki kat tworzy
splawik z powierzchnia wody i dla jakiego h splawik bedzie stat pionowo?

187. Skrzynia o dlugosci |, wysokosci h i jednorodnie rozlozonej masie m stoi na réwni pochylej
o kacie nachylenia o na czterech nézkach w rogach podstawy. Jakie sa sktadowe prostopadte reakcji
podtoza dziatajacych na nézki?

188. Drut o masie m wygieto tak, ze tworzy trzy boki kwadratu i jego jeden koniec zawieszono. Na
drugim koncu powieszono mase M i przekatna kwadratu jest w pionie. Jaka jest wartos¢ masy M?

189. Jaki kat tworzy przekatna z pionem w poprzednim zadaniu, jezeli drut nie jest obciazony
dodatkowa masa?
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nia 185 Rysunek
do zadania
186

190. Przeprowadzic¢ przez wierzcholek D jednorodnego prostokata ABCD przedstawionego na rysun-
ku 124 prosta DE tak, aby po odcieciu czesci wzdluz tej prostej i zawieszeniu pozostatego trapezu
za wierzchotek E, bok AD o dlugosci a znalazl sie w polozeniu poziomym.

191. Na rysunku 125 dany jest kwadrat ABCD, ktorego boki maja dlugosé¢ a. Znalezé takie po-
tozenie punktu E, aby byt on srodkiem ciezkosci powierzchni powstatej po wycieciu z kwadratu
réwnoramiennego trojkata AEB.

192. Czterech ludzi niesie jednorodna tréjkatna plyte. Dwu z nich wzielo za dwa wierzchotki A,B,
pozostali zas za boki zbiegajace sie w trzecim wierzchotku C'. W jakiej odlegtosci od boku AB powinni
oni uchwycié¢ krawedz, aby kazdy z czterech niést czwarta czesé catkowitego ciezaru ptyty?
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Rys. 124: Rysunek  Rys. 125: Rysunek
do zadania 190 do zadania 191

193. Dwie potowki jednorodnego walca kotowego lezacego na poziomej plaszczyznie utrzymywane
sa za pomoca linki przerzuconej przez walec, do ktorej koncow zaczepiono ciezarki wynoszace P kN
kazdy, jak na rysunku 126. Ciezar walca wynosi (Q kN, plaszczyzna jego przeciecia jest pionowa.
Obliczy¢ najmniejsza wartos¢ ciezarkéw, przy ktoérej potowki walca nie rozchyla sie.

194. Wyznaczy¢ najwieksza wysokos¢ h walca, przy ktorej cialo z rysunku 127 sktadajace sie z wal-
ca 1 potkuli, o jednakowej gestosci i o jednakowych promieniach r, ztaczonych razem, postawione
na gladkiej poziomej plaszczyznie tak, ze z plaszczyzna styka sie polkula, traci rownowage stata.

195. Wyznaczy¢ graniczna wysokosé h stozka, przy ktorej ciato z rysunku 128 skladajace sie ze stozka
i pétkuli o tych samych promieniach i jednakowej gestosci, ztaczonych podstawami, traci rownowage
stata. Zatozenia jak w zadaniu poprzednim.
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Rys. 126: Rysunek  Rys. 127: Rysunek Rys. 128: Rysunek
do zadania 193 do zadania 194 do zadania 195

Bloczki

196. Ciato o ciezarze @) zawieszono na doskonale wiotkiej linie AEC, przerzuconej przez krazek B,
ktoéry z kolei zawieszony jest na linie BD, jak na rysunku 129. Wyznaczy¢:

1. Wartosé sily P, jaka nalezy przylozyc do konca A odcinka AFE liny, tworzacego z pionem kat «,
dla zréwnowazenia ciezaru Q.

2. Napiecie S liny BD dla oméwionego w punkcie 1 polozenia oraz kat [ nachylenia liny BD
do pionu. Opory tarcia na osi krazka oraz cigzary lin pominac.

197. Dzwigar pretowy jest zamocowany wkretami do Sciany w punktach A, B, a na drugim koncu
ma bloczek przez ktéry przerzucona jest lina, jak na rysunku 130. jeden koniec liny jest obciazony
ciezarem G, a drugi koniec liny jest trzymany pod katem (3 do pionu. Jakie sa sily reakcji podpdr
dzwigara? Jak mozna regulowac rozklad sktadowej rownoleglej pomiedzy wkrety?

198. Ciezar P = 200 N podnoszony jest za pomoca dzwigu magazynowego BAC tancuchem prze-
rzuconym przez krazki A i D, jak na rysunku 131. Krazek D umieszczony jest w Scianie tak, ze
LCAD30°. Katy miedzy pretami dzwigu wynosza: ZABC = 60° i ZACB = 30°. Obliczy¢ sity )y
i Qo w pretach AB i AC.

Rys. 129: Rysunek do zadania ~ Rys. 130: Rysunek do zadania Rys. 131: Rysunek
196 197 do zadania 198

199. Wyznacz naprezenie linki N i reakcje Rew punkcie C' dla konstrukcji z rysunku 132.

36



200. Wiedzac ze promien bloczku na rysunku

i E oraz reakcje wewnetrzna w punkcie C'.
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Rys. 132: Rysunek do zadania 199
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133 jest rowny 0.5m, wyznacz reakcje w punktach A
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Rys. 133: Rysunek do zadania 200

201. Cialo o cigzarze () podnoszone jest za pomoca roznego rodzaju uktadéw krazkow, przedstawio-
nych na rysunku 201. Okresli¢ sily S napiecia liny w kazdym z podanych przypadkéw. Opory tarcia
na osi krazkéw pominaé¢, a liny traktowac jako pozbawione ci¢zaru i idealnie wiotkie.
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Rys. 134: Rysunki do zadania 201

202. Zblocze to dwa (lub wiecej) nieruchome wzgledem siebie wspélosiowe bloczki. Przez wigksze
koto zblocza przerzucona jest lina. Po jednej stronie do liny przylozona jest pionowa sita S, po drugiej
stronie lina przechodzi przez blok obciazony ciezarem () i wraca na drugie kolo w zbloczu na ktéry
jest nawinieta (rysunek 135). Oblicz:
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e Zaleznosé miedzy sita Fi a sita F
e / zasady zachowania energii zaleznos¢ predkosci wiszacego bloku od predkosci wolnego konca
liny
Oblicz to samo w przypadku gdy lina nawinieta jest na kota zblocza w kierunkach zgodnych.

203. Zblocze o masie m i promieniach szpul r1 i ry jest zawieszone na lince nawinigtej na szpule
o mniejszym promieniu. Na szpuli o wiekszym promieniu nawinieta jest linka na ktérych wisi masa
M (rysunek 136). Ile wynosi M, jezeli uktad jest w réwnowadze?
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Rys. 135: Rysunki do zadania 202 Rys. 136: Rysunek
do zadania 203

204. Jaki musi by¢ stosunek mas m i M by uklad z rysunku 137 pozostal w réwnowadze? Rownia
ma kat nachylenia o.

Rys. 137: Rysunki do zadania 204
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Sity i momenty roztozone

Hydrostatyka

205. Dla pionowej zapory na kanale o przekroju prostokatnym o glebokosci h i szerokosci w oblicz
site naporu wody na tame i moment tej sily liczony od punktu przy dnie na srodku tamy. W ktorym
punkcie nalezy przylozyé do tamy te site?

206. Dla pionowej na kanale o przekroju trapezu o glebokosci h, szerokosci przy dnie a i szerokosci
przy lustrze wody b oblicz sile naporu wody na tame i moment tej sity liczony od punktu przy dnie
na srodku tamy. W ktérym punkcie nalezy przytozy¢ do tamy te site?

207. Kanat o szerokosci b = bm i maksymalnej gltebokosci h = 0.8m ma przekroj paraboli. Oblicz
site naporu wody na pionowa zapore i punkt jej przytozenia.

208. Naczynie plaskodenne w ksztalcie walca o promieniu R wypetniono woda do wysokosci h,
a nastepnie przechylono je o kat 45°. Obliczy¢ wypadkowa sile dziatajaca na dno tego naczynia.
Obliczy¢ moment tej sity.

209. Obliczy¢ wartos¢ sity F niezbednej do utrzymania obrotowo zamocowanej klapy kwadratowej
o boku a = 1m pod katem a = 60° o pomijalnym cigzarze, jak na rysunku 138. Zbiornik jest
wypelniony woda o gestosci py = 1000%. Sita F jest przylozona w srodku geometrycznym klapy
zanurzonym na glebokosci h = 1.5m.

210. Kwadratowe wrota AB na rysunku 139 sa umieszczone na zawiasach w punkcie A i utrzymywane
przez trzpien w punkcie B pod katem 30° w stosunku do pionu. Wyznacz reakcje w punkcie B.

211. Pionowa rura o srednicy d = 54 mm i masie 1kg zakonczona jest kolnierzem stozkowym o kacie
rozwarcia 60° i docisnieta wilasnym ciezarem do gumowego krazka o promieniu D = 90 mm, jak
na rysunku 140. Dla jakiej wysokosci h stupa wody ponad krazkiem uklad przestaje by¢ szczelny?

h
F § h A
a a ;\ B 90mm
X 54mm —

Rys. 138: Rysunek  Rys. 139: Rysunek do za-  Rys. 140: Rysunek do zadania 211
do zadania 209 dania 210

212. Otwor o srednicy d = 0.15m w dnie zbiornika jest zamkniety aluminiowa kula o Srednicy
D = 0.2 m i gestosci p; = 2700%. Z jaka sita P kula jest przyciskana do krawedzi otworu, jezeli
wysokos¢é wody w zbiorniku wynosi h = 0.6m, a jej gestos¢ ps = 1000};—%?
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213. Wyznacz graniczny stosunek promienia do wysokosci dla walca drewnianego o gestosci p =
850%, dla ktorego unosi sie on na wodzie plasko (jego postawa jest w poziomie).

Wiskazowka: Rozwaz wypadkowy moment sit wyporu i grawitacji oddziatujacych na walec lekko
odchylony od pionu.

Reakcje dynamiczne tozysk

214. Pret AB o dlugosci 2l, do ktérego przymocowano jednakowe ciezarki o masie m, obraca sie
ze stala predkoscia katowa w dokola pionowej osi obrotu Oz przechodzacej przez srodek O preta,
jak na rysunku 141. Odlegtos¢ punktu O od lozyska szyjnego C wynosi a, odlegtosé¢ zas od tozyska
stopowego D wynosi b. Kat miedzy pretem AB a osia Oz jest staly i wynosi a. Pomijajac ciezar
preta i wymiary ciezarkéow obliczy¢ sktadowe reakcji w tozyskach C i D w chwili, gdy pret znajduje
sie w plaszczyznie Oyz.

215. Do poziomego watu AB obracajacego sie ze stala predkoscia katowa w przymocowano pro-
stopadle dwa rowne prety o dtugosci | lezace w dwu wzajemnie prostopadtych plaszczyznach, jak
na rysunku 142. Zakoriczenia pretow tworza kule D i E o masie m kazda. Wyznaczy¢ oddziatywania
dynamiczne watu na podpory A i B. Kule uwazac¢ za punkty materialne, mase pretéow pominac.

216. Do pionowego watu AB obracajacego sie ze stala predkoscia katowa w przymocowano sztywno
dwa prety, jak na rysunku 143. Pret OF tworzy z watem kat ¢, a pret OD jest prostopadty do plasz-
czyzny przechodzacej przez AB i OFE. Dane sa wymiary OE = OD =1, AB = 2a. Na zakonczeniach
pretow osadzono dwie jednakowe kule E i D, o masie m kazda. Wyznaczy¢ reakcje dynamiczne lozysk
A 1 B. Masy pretow pominac, kule zas uwazac za punkty materialne.
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Rys. 141: Rysunek  Rys. 142: Rysunek do zadania 215 Rys. 143: Rysunek
do zadania 214 do zadania 216

217. Na koncach osi AB pedaléw roweru zaklinowane sa pod katem 180° dwie jednakowe korby AC
i BD o dtugosci | i ciezarze () kazda, jak na rysunku 144. Os AB o dtugosci 2a i ciezarze P obraca
sie ze stala predkoscia katowa w. Lozyska E i F sa symetrycznie potozone w odlegtosci 2b. Obliczy¢
sily Ng i Np dzialajace na tozyska w chwili, gdy korba AC skierowana jest pionowo w gore. Mase
kazdej korby uwazaé¢ za réwnomiernie roztozona na calej jej dtugosci.
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218. Do watu AB dtugosci 3l przyspawano w odlegtosci | od konca watu prostopadly, jednorodny pret
o dtugosci | i masie m, jak na rysunku 145. Oblicz reakcje dynamiczne tozysk A i B przy predkosci
katowej w.

219. Do watu AB dtugosci 3l przyspawano w odlegtosciach | od koncéw watu prostopadte, jednorodne
prety o dtugosci | i masie m, jak na rysunku 146. Prety leza w jednej plaszczyznie. Oblicz reakcje
dynamiczne tozysk A i B przy predkosci katowej w.
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Rys. 144: Rysunek  Rys. 145: Rysunek do zadania 218 Rys. 146: Rysunek do zadania 219
do zadania 217

220. Do poziomego watu AB obracajacego si¢ ze stala predkoscia katowa w przymocowano prosto-
padle dwa réwne, jednorodne prety o diugosci | i masie m lezace w dwu wzajemnie prostopadlych
plaszczyznach w odlegtosci | od siebie i od koncow watu, jak na rysunku 147. Wyznaczy¢ oddziaty-
wania dynamiczne watu na podpory A i B.

221. Do poziomego walu AB o dlugosci | obracajacego sie ze stala predkoscia katowa w przyspawano
w odlegtosci | od konca watu pod katem « do jego osi jednorodny pret o dtugosci [ i masie m, jak
na rysunku 148. Wyznaczy¢ oddziatywania dynamiczne watu na podpory A i B.
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Rys. 147: Rysunek do zadania 220  Rys. 148: Rysunek do zadania 221

222. Srodek ciezkosci kola zamachowego o ciezarze 30 kN znajduje sie w odleglosci 1 mm od poziomej
osi watu. Odleglosci tozysk od kola sa jednakowe. Znalezé sity dzialajace na tozyska, jezeli wal
wykonuje 1200 obrotéow na minute. Kolo ma plaszczyzne symetrii prostopadia do osi obrotu.

223. Obliczy¢ reakcje na tozyska A i B wirujacego dwuramiennego Smigta z rysunku 149, jesli wskutek
zlego nawiercenia otworu w piascie oS symetrii Smigta odchylona jest od osi obrotu o kat a = 0,015
rad, a jego srodek cigzkosci lezy na osi obrotu. Masa smigla jest réwnomiernie roztozona wzdtuz jego
osi podtuznej i wynosi 15 kg, moment bezwladnosci wzgledem osi symetrii I = 0.5 kg m?, obroty
state 3000 obrotéw na minute , odlegtosé miedzy tozyskami b = 25 cm, a odlegtosé¢ srodka ciezkosci
smigta od blizszego tozyska a = 15 cm.
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224. 7 jaka predkoscia katowa powinna obracac sie dokota krawedzi AB = a plytka jednorodna ma-
jaca ksztalt réwnoramiennego tréjkata prostokatnego ABD (rysunek 150), azeby poprzeczna reakcja
w tozysku B byla réwna zeru? Odlegtosé miedzy lozyskami uwazaé za réwng krawedzi AB.

225. Prostokatna ptytka jednorodna o ciezarze P obraca sie dokola przekatnej AB ze stala predkoscia
katowa w, jak na rysunku 151. Obliczy¢ dynamiczne oddziatywania plytki na podpory A i B, jezeli
dtugosci bokéw plytki wynosza a i b.

Rys. 149: Rysunek do zadania ~ Rys. 150: Rysunek do zada- Rys. 151: Rysunek do zadania
223 nia 224 225

226. Obliczy¢ reakcje w tozyskach A i B przy obrocie cienkiej jednorodnej okragtej tarczy CD turbiny
parowej dokota osi AB. Zakladamy, ze oS AB przechodzi przez srodek tarczy O, natomiast na skutek
wadliwego montazu normalna do plaszczyzny tarczy tworzy z osig obrotu ZAOD = « = 0.02rad.
Dane sa: masa tarczy 3.27 kg, jej promien r = 20 cm, obroty n = 30000 obrotéw na minute, odlegtos¢
AO =50 cm, OB = 30 cm. Os AB uwazamy za sztywna I przyjmujemy, ze sin 2a = 2aq.

227. Cienka tarcza jednorodna osadzona jest w srodku poziomego watu. Mimosrodowos¢ jej osadzenia
wynosi OC' = e, kat zas utworzony przez jej plaszczyzne z osia walu wynosi (90° — «). Ciezar tarczy
réwna sie¢ P, a jej promien r. Obliczy¢ statyczne i dynamiczne reakcje podpor podczas obrotu watu
ze stala predkoscia katowa w. Odlegtos¢ miedzy podporami wynosi AB = 2a.

228. Walec jednorodny o cigzarze P, dtugosci 21 i promieniu podstawy r obraca si¢ ze stala predkoscia
katowa dokota pionowej osi Oz, przechodzacej przez jego srodek ciezkosci O. Kat o miedzy osia walca
OC( a osig obrotu Oz jest staty. Odlegtos¢ HyHs miedzy lozyskiem stopowym a szyjnym wynosi h.
Wyznaczy¢ reakcje poprzeczne N1 w lozysku stopowym i Ny w szyjnym.

229. Na srodku watu pionowego AB o ditugosci L umieszczony jest torus o promieniu R tak, ze
wal lezy w plaszczyznie torusa (rysunek 155). W torusie porusza sie swobodnie kulka o masie m.
Oblicz reakcje dynamiczne w lozyskach A i B jezeli wal obraca si¢ z predkoscia katowa w, a kulka
nie porusza si¢ wzgledem torusa.

Kratownice 2d

230. Wyznaczy¢ reakcje podpor i sity w pretach dzwigu przedstawionego na rysunku 156, obciazo-
nego sita 80 kN. Ciezar pretéw pominac.

231. Wyznaczy¢ reakcje podpér i sily w pretach wiazania dachowego przedstawionego na rysunku
157 z przytozonymi don sitami 30 kN, 20 kN i 10 kN.
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Rys. 152: Rysunek do za-  Rys. 153: Rysunek do zadania Rys. 154: Rysu-  Rys. 155: Rysunek
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Rys. 156: Rysunek do zadania  Rys. 157: Rysunek do zadania Rys. 158: Rysunek do zadania 232
230 231

232. Wyznaczy¢ reakcje i sity w pretach kratownicy, ktora wraz z dzialajacymi na nig sitami przed-
stawiona jest na rysunku 158.

233. Wyznaczy¢ reakcje podpor i sity w pretach dzwigu, przedstawionego na rysunku 159 wraz
7 dzialajacymi na niego silami.

234. Wyznaczy¢ reakcje podpér i sily w pretach dzwigu z rysunku 160.

235. Wyznaczy¢ reakcje podpor i sity w pretach kratownicy przedstawionej, razem z obciazeniami,
na rysunku 161.

236. Wyznaczy¢ reakcje podpér i sity w pretach kratownicy na rysunku 162.

237. Wyznaczyé reakcje podpér i sity w pretach kratownicy na rysunku 163.

238. Wyznaczy¢ reakcje podpor i sity w pretach kratownicy mostowej, ktora razem z przylozonymi
do niej sitami przedstawiona jest na rysunku 164.

239. Wyznaczy¢ reakcje podpor i sily w pretach kratownicy przedstawionej, razem z obcigzeniami,
na rysunku 165. Prety 3 i 4 nie sa polaczone przegubem w punkcie ich przeciecia.

240. Wyznaczy¢ reakcje i sity w pretach kratownicy wiszacej, przedstawionej, wraz z dzialajacymi
na nia sitami, na rysunku 166.
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Rys. 160: Rysunek do zada- Rys. 161: Rysunek do zadania
233 nia 234 235

Rys. 162: Rysunek do zadania  Rys. 163: Rysunek do zadania Rys. 164: Rysunek do zadania
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Rys. 165: Rysunek do zadania ~ Rys. 166: Rysunek do zadania
239 240

Kratownice 3d"

241. Na balon kulisty, podtrzymywany dwiema linami jednakowej dlugosci, dziala parcie wiatru.
Liny tworza kat prosty, a wyznaczona przez nie plaszczyzna tworzy z plaszczyzna poziomag kat 60°.
Kierunek parcia wiatru jest poziomy i prostopadly do prostej przeciecia sie tych dwu plaszczyzn.
Ciezar balonu i zawartego w nim gazu wynosi 2,5 kN, objetosé balonu 215,4 m? ciezar 1 m® powietrza
13 N. Obliczy¢ sity Ty i Ty w linach oraz sile P parcia wiatru na balon zakladajac, ze linie dzialania
wszystkich sit przyltozonych do balonu przecinaja sie w jego srodku.

242. Cialo o ciezarze () = 1 kN jest podtrzymywane belka AO o przegubowym zamocowaniu w punk-
cie A, nachylona pod katem 45° do poziomu, oraz dwoma poziomymi taricuchami BO i CO, przy
czym BO = CO = AO, ZCOBO = £ZBCO = 45°. Wyznaczy¢ site S w belce i sity T' w tancuchach.

243. Wyznaczy¢ sity S i Sy w pretach AB i AC oraz napiecie T w linie zurawia, jesli
/CBA=/BCA=60°, ZFEAD = 30° . Ciezar P = 3 kN. Plaszczyzna ABC jest pozioma. Za-
mocowania pretow w punktach A, B i C sa przegubowe. BE = EC.
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Rys. 167: Rysunek do zadania  Rys. 168: Rysunek do zadania
242 243

244. Wyznaczy¢ sity w precie AB i tancuchach AC i AD podtrzymujacych cialo o ciezarze Q = 420
N, jesli AB = 145 c¢cm, AC = 80 cm, AD = 60 cm. Plaszczyzna prostokata CADE jest pozioma,
a plaszczyzny Vi W sa pionowe. Zamocowanie w punkcie B jest przegubowe.

245. Wyznaczy¢ site w linie AB oraz sily w pretach AC i AD podtrzymujacych cialo o ciezarze
@ = 1800 N, jesli AB =170 cm, AC' = AD =100 cm, CD = 120 cm, CK = KD, plaszczyzna CDA
jest pozioma. Zamocowania pretéw w punktach A, C i D sa przegubowe.

Rys. 169: Rysunek do zadania ~ Rys. 170: Rysunek do zadania
244 245

246. Zuraw przenosny (,Derricka”), podnoszacy ciezar Q = 20 kN, jest zbudowany, jak pokazano
na rysunku; AB = AE = AF = 2 m, kat EAF = 90°. Plaszczyzna wysiegnika ABC' dzieli na potowy
kat dwuscienny EABF. Wyznaczy¢ sile Py sciskajaca pionowy stup AB, a takze sily Py, Py i Py,
rozciggajace liny BC, BE i BF. Ciezary czesci sktadowych zurawia pominaé.

247. Cliezar Q = 10 kN jest zawieszony w punkcie D, jak pokazano na rysunku. Prety w punktach
A, B i D zamocowane sa przegubowo. Wyznaczy¢ reakcje w punktach A, B i C.

248. Na rysunku przedstawiono kratownice przestrzenna zlozona z szesciu pretow 1, 2, 3, 4, 51 6.
Sita P dziata na wezel A w plaszczyznie prostokata ABDC, przy czym jej prosta dziatania tworzy
z prosta pionowa CA kat 45°. AFAK = AFBM. Katy tréojkatow réwnoramiennych: EAK, FBM
i NDB przy wierzcholkach A, B i D sa proste. Obliczy¢ sity w pretach, jezeli P =1 kN.
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Rys. 171: Rysunek do zadania ~ Rys. 172: Rysunek do zadania Rys. 173: Rysunek do zadania
246 247 248

249. Wyznaczy¢, w zaleznosci od kata «, sily w pionowym stojaku i w nogach zurawia przedsta-
wionego na rysunku, jesli AB = BC = AD = AE. Zamocowania w punktach A, B, D i E sa
przegubowe.

250. Stup AB podtrzymujacy przewod powietrzny jest przytrzymywany dwiema linami AC i AD,
przy czym kat CBD = 90°. Wyznaczy¢ sity w stupie i linach przytrzymujacych w zaleznosci od kata
@ utworzonego przez jedno z dwu rozgalezien przewodu z plaszczyzna CBA. Rozgalezienia przewodu
sa poziome i wzajemnie prostopadte, sity w nich sa jednakowe i wynosza T .

251. Poziome przewody linii telegraficznej zawieszone sa na stupie telegraficznym AB ze wspornikiem
AC i tworza kat Z/DAE = 90°. Sity rozciagajace w przewodach AD i AD wynosza 120 i 160 kN.
Belki sa w punkcie A polaczone przegubowo. Znalezé kat o miedzy plaszczyznami BAC i BAD, przy
ktérym gtup nie bedzie narazony na wyginanie w bok, oraz obliczy¢ site S we wsporniku, jezeli jest
on ustawiony pod katem 60° do poziomu. Cliezary stupa i wspornika pominaé.

A 90°

Bl % \c

700

Rys. 174: Rysunek do zadania ~ Rys. 175: Rysunek do zadania Rys. 176: Rysunek do zadania
249 250 251

252. Maszt AB utrzymuje sie w pionowym polozeniu dzieki czterem symetrycznie rozmieszczonym
linom odciggajacym; kat miedzy kazdymi dwiema zbiegajacymi sie linami wynosi 60°. Wyznaczy¢
reakcje ziemi w punkcie A, jesli sita w kazdej linie wynosi 1 kN, a ciezar masztu 2 kN.
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253. Maszt antenowy o masie m ma 4 odciagi na péinoc, potudnie, wschéd i zachéd. Odciagi od-
chodza w 3/4 wysokosci masztu i tworza z pionem kat 30°. Gdy nie ma wiatru, kazdy odciag napina
ta sama sita N. Jaka jest wtedy sita nacisku masztu na fundament na ktorym stoi?

254. Jak zmienig sie sily naprezenia odciagéw i nacisku na fundament masztu z poprzedniego zada-
nia, gdy bedzie wiat wiatr z kierunku o wzgledem pétnocy? Za punkt przytozenia sity naporu wiatru
bierzemy srodek masztu.

Zadanie stanowi przyklad problemu statycznie niewyznaczalnego - zeby je rozwiazac trzeba wyko-
rzystac¢ symetrie odciggéw - maszt pod naporem wiatru dozna malego odchylenia, ktére spowoduje
w parze przeciwleglych odciggéw male skrocenie jednego z nich i mate wydtuzenie jednego z nich.
Zmiany diugosci maja te sama wartosc, a poniewaz odciagi wykonane sa z takich samych lin, wiatr
zmieni sity w nich dzialajace o t¢ sama wartosc.

255. W wierzchotku B tréjnoga ABCD zawieszono ciato E, ktorego cigzar wynosi 100 N. Nogi
trojnoga maja jednakowa dtugosé i sa wsparte na poziomej plaszczyznie tworzac miedzy soba réwne
katy. Wyznaczy¢ sily sw nogach, jesli tworza one z linka BE katy 30°.

256. Znalez¢ sily S w nogach AD, BD i CD tréjnoga tworzacych katy 60° z plaszczyzna pozioma,
jezeli ciato o ciezarze P = 30 kN jest podnoszone ze stata predkoscia oraz AB = BC = AC.

ol gL ////
o N ¥
Rys. 177: Rysunek do zadania ~ Rys. 178: Rysunek do zadania Rys. 179: Rysunek do zadania
252 255 256

257. W celu wydobycia z szybu ciala P o ciezarze 30 kN ustawiono Z |
trojnog ABCD i kotowrot E. Wyznaczy¢ sity w nogach tréjnoga
przy réwnomiernym podnoszeniu ciala, jesli trojkat ABC jest réw-
noboczny, a katy utworzone przez nogi i line DD z plaszczyzna
pozioma wynosza 60°. Polozenie kotowrotu wzgledem tréjnoga po-

dane jest na rysunku 180.

258. Na idealnie gladkiej plycie stoi tréjnozny statyw; dolne korice
jego nozek zwiazano linka tak, ze nézki i linka tworza czworoscian
foremny. W wierzchotku statywu zawieszono ciato o ciezarze P.
Wyznaczy¢ reakcje ptyty w punktach podparcia statywu i napiecie
T w lince wyrazajac szukane wielkosci przez P.

259. Rozwiazac¢ poprzednie zadanie dla przypadku, gdy nézki sta-
tywu sa zwiazane nie w koncach, lecz w srodku, przyjmujac przy

tym, ze ciezar kazdej nozki wynoszacy p jest skupiony w jej srodku. Rys. 180: Rysunek do zadania 257
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260. Kratownice w ksztalcie czworoscianu foremnego o wysokosci pokrywajacej si¢ z osia z 1 wierz-
chotku na ujemnej czesci osi x, przymocowano do plaszczyzny poziomej w wierzchotkach podstawy
i obciazono w gérnym wierzchotku sita F' o dowolnym kierunku. Wyznacz sily przenoszone przez
prety i pionowe skladowe sit reakcji podstawy.

261. Zalézmy, ze na wierzchotku kratownicy z poprzedniego zadania umieszczony jest ciezarek na nit-
ce poruszajacy sie po okregu. Nitka tworzy z pionem kat «. Jak zmieniaja si¢ w czasie pionowe
sktadowe sit reakcji podstawy?

262. Zbiornik gazu ma ksztalt kuli o promieniu R = 10 m, a jego ci¢zar lacznie z gazem () = 2000 kN.
Zbiornik spoczywa na trzech podporach, a punkty podparcia A, B i C rozmieszczone sa w poziomej
plaszczyznie, lezac rownoczesnie na powierzchni kuli. Punkty podparcia tworza tréjkat réwnoboczny
o boku a =10 m. Podpora A jest nieruchoma (przegub kulisty), a podpory B i C ruchome (rolki
toczne), o plaszczyznach oporowych prostopadlych do promieni OB i OC. Obliczy¢ reakcje podpo-
rowe, jezeli prostopadle do plaszczyzny pionowej przechodzacej przez linie BC w kierunku od BC
do A wieje wiatr z sita p = 1200 N na kazdy metr kwadratowy powierzchni rzutu kuli na podana
plaszczyzne.

263. Trzy jednorodne kule A, B i C o jednakowych promieniach potozono na gladkiej poziomej
plaszczyznie obwiazujac je linka w plaszczyznie réwnikowej. Czwarta jednorodna kule O o tym samym
promieniu i o ciezarze 100 N polozono na trzech poprzednich. Wyznaczy¢ napiecie’l’ w lince wywolane
naciskiem gornej kuli. Tarcie kuli o kule i o plaszczyzne pominac.

264. W punktach A, B i C lezacych na osiach prostokatnego uktadu wspotrzednych w jednakowej
odlegtosci | od poczatku uktadu O zaczepiono linki zwiazane w punkcie D, przy czym AD = BD =
CD = L. Wspélrzedne punktu D wynoszagx =y = z = + (l —V3L? — 2[2>. W punkcie D zawieszono

3
ciezarek Q. Obliczy¢ sity Ty, T 1 Te w linkach zakladajac, ze \/gl <L<l

Rys. 181: Rysunek do zadania ~ Rys. 182: Rysunek do zadania Rys. 183: Rysunek do zadania
262 263 264

Belki
W ponizszych zadaniach zakladamy, ze: P = 40kN, ¢ = 10kN/m, M = 15kNm, [ = 1m.

265. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadz wzory na sily poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy.

48



A

RA RB

7777777777777 77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 7777777777777 777777277727772777777777777777777777!

P

266. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadZ wzory na sily poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy.
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267. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadz wzory na sily poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy:.

l l l

 Ra P
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268. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadz wzory na sily poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy.
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L
3 3
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269. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadz wzory na sily poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy.
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270. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadZ wzory na sily poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy.

l 1
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271. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadz wzory na sily poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy:.

A

R, /\/\//
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272. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadz wzory na sity poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy:.

273. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadZz wzory na sity poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy:.
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274. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadz wzory na sily poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy.
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275. Dla belki przedstawionej na ponizszym rysunku wyprowadz wzory na sily poprzeczne i momenty
gnace oraz wykonaj ich wykresy.
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Obliczenia wytrzymalosSciowe

276. Obliczy¢ analitycznie moment bezwladnosci dla nastepujacych przekrojow:
1. Przekréj prostokatny o bokach A i B
2. Przekroj okragty o promieniu R

277. Obliczy¢ tensor momentu bezwiadnosci i moment biegunowy dla nastepujacych przekrojow:

—~

. profil prostokatny o wymiarach A i B
. profil okragly o srednicy D

rura prostokatna o wymiarach A i B i grubosci d

SN

rura okragta o promieniu R i grubosci d

Ot

. dwuteownik I o wymiarach H, B, t, s
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6. dwuteownik H o wymiarach H, t, s
7. przekréj tréjkatny réwnoramienny o wymiarach b i h

8. przekroj tréjkatny prostokatny o wymiarach b i h

| Ksztalt przekroju | Pole [mm?] | Moment bezwladnosci [mm®*] | Wskaznik wytrzymaltosci [mm?] |
Okragty
Z
Y 4 A=m-d*/4 I=m-d"/64 W=m-d*/16
z
Prostokatny
‘_ ra
- 2 - ! A=b-h I=b-h3/12 W =0b-h%/6
' "
I S
Trojkatny
I
= A=b-h/2 I=b-1h%/36 W =b-h?*/24
}. l .-r‘
! i
- b -

278. Wyznaczy¢ tensor momentu bezwladnosci dla przekroju tréjkata prostokatnego, ktorego ramio-
na sg rownolegte do osi uktadu wspotrzednych. Wyznaczyé postaé tensora bezwladnosci po obrocie
o 45 stopni. Wyznaczy¢é moment bezwladnosci wzgledem osi réwnolegtej do przeciwprostokatnej.

279. Korzystajac z dodawania momentéw bezwiladnosci obliczyé tensor momentu bezwladnosci dla
przekroju dwuteowego o wymiarach B = 80 mm, H = 140 mm, szerokos¢ podstawy t = 7mm,
szerokosc srodnika s = 5 mm.

280. Korzystajac z twierdzenia Steinera obliczy¢ tensor momentu bezwladnosci dla nastepujacych
przekrojow:

1. Dwuteownika o wymiarach H, B, t, s
2. Przekroj ceowy o wymiarach H, B, t, s

3. Przekrdj prostokatny z otworami okraglymi
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Rys. 184: Dwuteow-  Rys. 185: Dwuteownik H
nik I (h=10)
281. Wyznaczy¢é momenty bezwladnosci dla nastepujacych przekrojéow:
1. Rura prostokatna o wymiarach 120 x 60 i grubosci 6 mm
2. Dwuteownik o wymiarach H = 140, B = 82, s = 5, t = 7,4 mm

3. Dwuteownik o wymiarach H = 200, B = 100, s = 5,6, t = 8,5 mm

| Materiat | Gestos¢ [kg/m®] | Modul Younga [GPal |
Stale 7 860 210
Miedz 8 930 117
Mosiadze 8 600 113
Stopy aluminium 2 800 70
Stopy magnezu 7 860 210

282. Do pionowego wspornika o polu przekroju A i diugosci | podwieszona jest masa M. Obliczy¢
naprezenia rozciagajace oraz wydtuzenie wspornika wykonanego z materiatu o module sprezystosci

E.

283. Do pionowego wspornika o przekroju 10,3 cmZ2 i dlugosci 1 m podwieszono mase 2000 kg.
Obliczy¢ naprezenia rozciagajace oraz wydtuzenie wspornika wykonanego ze stali S235.

Gatunek || Granica plastycznosci Wytrzymatosé na Wydtuzenie
stali Re [MPa] rozcigganie Rm [MPa] | przy zerwaniu [%]
S235 235 340 26
S275 275 410 22
S355 355 490 22

284. Jaka jest maksymalna masa, ktora mozna bezpiecznie podwiesi¢ na wsporniku z poprzedniego
zadania, wykonanym ze stali S2357

285. Belka utwierdzona dtugosci 3 m o przekroju prostokatnym 60mm x 100mm obciazona jest sila
rozciggajaca N= 50 kN i momentem zginajacym M= 15 kNm. Wyznaczy¢ naprezenia normalne.
Sprawdzi¢ nosnos¢ dla profilu wykonanego ze stali S235.

286. Belka swobodnie podparta o dtugosci 2 m zostala w polowie dtugosci dociazona obiektem o
masie 450 kg, ktory zostal przytwierdzony od dotu za pomoca czterech srub M8 klasy 8.8. Zweryfikuj,
czy polaczenie wytrzyma to obciazenie.
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287. Oblicz ugiecie, naprezenia zginajace i mase dla belki stalowej z poprzedniego punktu dla profili
1. Przekréj pelen prostokatny 180 x 90 mm
2. przekréj prostokatny pusty 180 x 90, d = 5 mm
3. przekréj dwuteowy H = 180, B = 90, s = 5, t = 8 mm

288. Sprawdz, czy belke z punktu 3 poprzedniego zadania mozna dociazy¢ obciazeniem réwnomiernie
roztozonym 18 kN/m.

289. Belka o szerokosci B = 80 mm, swobodnie podparta, diugosci 4,5 m obciazona jest rownomiernie
14 kN/m. Dobierz bezpieczna wysokos¢ przekroju. Uwzglednij ciezar wilasny belki w wykonanej ze
stali S355.

290. Belka dtugosci 2 m jest swobodnie podparta na jednym z koncéw i w polowie dlugosci. Na
drugim koncu obciazona jest sita P = 25 kN i momentem rozciagajacym gorne widkna M = 40 kNm.
Belka wykonana jest ze stali S235 z dwuteownika IPE 120. Sprawdz nosnos¢ belki. Jaki powinien by¢
przekroj, gdyby belka byla wykonana ze stali S3557

291. Belka dtugosci 4,5 m swobodnie podparta na koncach obciazona jest réwnomiernie q = 12
kN/m, a w polowie dlugosci przylozony jest moment zginajacy M = 30 kNm. Zaproponuj przekrdj
prostokatny dla tej belki.

292. Wspornik stalowy dtugosci L obciazony jest pionowo cigzarem P. Obliczyé naprezenia styczne
dla przekroju prostokatnego o wymiarach B i H.

293. Na wspornik dziala sita poprzeczna P = 50 kN. Wyznacz naprezenia styczne dla przekrojow:
1. Prostokatnego H = 80 mm, B = 40 mm
2. Prostokatnego pustego H = 80 mm, B = 40 mm, d = 5 mm.
3. Dwuteowego H = 80 mm, B = 40 mm, s = 5 mm, t = 8§ mm.

294. Belka o przekroju prostokatnym H = 100 mm, B = 40 mm rozciagana jest sila P = 130 kN
dziatajaca na ramieniu I = 0,5 m. Sprawdz wytrzymatosé belki uwzgledniajac naprezenia rozciaggajace
1 zginajace.

295. Belka utwierdzona o diugosci L = 1,5 m obciazona jest na koncu sita pionowa P = 10 kN.
Wyznacz naprezenia pochodzace od scinania i zginania dla przekroju 80 mm x 120 mm.

296. Belka wykonana ze stali S355, utwierdzona, o dtugosci L = 0.5 m obciazona jest na koncu sila
P = 15 kN. Zwerytikuj jej nosnos¢ uwzgledniajac naprezenia pochodzace od zginania i scinania dla
przekroju dwuteowego o wymiarach H = 100 mm, B = 50 mm, s = 4 mm, t = 5 mm

Odpowiedzi

117. y. ~ 5.28 N. 118. 0 ~ 0.39 m. 119. z, = L2rdb=d , — 10Hda=d) 490 5 = lay. =

2(q— 2 a’—4nrea 3
%%. 121. z¢ = 9cm. 122, x, = 7.9cm, y. = 1.6cm. 123. z. = y. = %% (w ukladzie

wspotrzednych zaczepionym w lewym dolnym narozniku kwadratu i o osiach rownoleglych do jego

bokéw). 124. . = y. ~ 0.07Tm. 125. x. = —%T’;l_’%. 126. x. = 3.2cm, y. = 9.6cm, z. = 6cm. 127.
1

r. = 2.625dm, y. = 4dm, z. = 1.05dm. 128. z. - —20cm, y. = 16cm, z. = Ocm. 129. z.1.47m,
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9.0.94m. 130. z. = Ocm, y. = 8.8cm, 2. = Ocm. 131. z, = %,yc = % 132. z. = 0.52R. 133.

~ 1.19R. 134. . ~ 27.6cm. 135. Na osi symetrii w % wysokosci. 136. Na osi symetrii w %

wysokosci. 137. Na osi symetrii w odlegtosci 3R od podstawy 138. %Z 139. z. ~ 1.3r.
140. N = S ~ 177N. 141. tgor = $v/3,tg 8 = /3,0 = 57°,  ~ 63°. 142. tga = £V/3,tg f =

3,0 & 278, ~ 32.2. 143. F, = 2Q,Fp = ‘;Q. 144. F;, = Fp = Q/v/2. 145. a) Fup =
Q/\/ﬁ, Fpe = —Q/V?2,Fpr = Q, Frp = —V2Q, Fux = V2Q, Fkn = —Q.b) Fap = V3Q/2, Fpc =
—Q/2,Fpr = Q/V3,Frs = —2Q/V3,Fux = 2Q/V3,Fxkn = —Q/V3. ¢) Fap = Q/2,Fpc =
—V3Q/2, Fpr = V3Q,Frg = —2Q, Fuyx = 2Q,Fxkny = /3Q. 146. T) = T, = 7.5kN. 147.
S, = 400N, S, = 500N. 148. T4 ~ 10.35N, Ty ~ 14.64N. 149. T ~ 104N, Q ~ 283N. 150.
Fac = Fap == 539N. 151. tgy = myctgf — moctga. 152. h = [P/\/4p?> — P%2. 153. cos 3 =
(M? +m3 —m?)/(2Mmy),cosa = (M? +m? —m3)/(2Mm,). 154. m; = M sin 3/ sin(a + (), my =
M sin oo/ sin(a+3). 155. p = 150N, sina = 0.8, & 53°. 156. S = 1LQ z = La (1-n/VI* — a?),y =
T(VIPP—a®—h). 157. T ~ 122N, P ~ 137N. 158. f = |m; sina — mysin 3|/(mq cos a + my cos ).
159. Fup = 30N, Fpe = 52N. 160. T = 2P/v/3.Q = P/V/3. 161. Q ~ 173N, a = 60°. 162.
Q= Pr/(d+7),T = Pl/(d+7). 163. Fyp ~ 193N, Fop ~ 141N. 164. Fy = Fj3 ~ 3.33kN.

165. A-podpora przesuwna, B-podpora nieprzesuwna, Fy, = ;ZSQO;%’FB = [_;iSO;}ZLvF] 166.
o cosa h cosa h 2lsina—h A cosa h _
FA o F Lln al’2l51no¢:| FB o F [_mn a?’ 2l sin « } FC o Fg Lm al’2lsmo¢} 167. FA o FO o
Fyemae (z — M) Py = F,vh?cos? o + sin' al?/(Isin® ). 168. Rp ~ 173N, Ro ~ 513N, T = 150N.

169. 'z = 200N, F¢ = FD = 300N. 170. F'4y ~ 353.5N, Fpc ~ 591.5N, Fgp ~ —158.5N. 171. Ny =
50N, Ny ~ 43.3N, P = 25N. 172. Ny = N+ = Nl ~ 402.5 N 173. N, ~ 365.2N, N4 ~ 316.3N,
NI ~ 782.6N. 174. T ~ 1.288kN, Rl ~ 1.244kN, R% ~ 312 N. 175. R, = 1.8kN, Ry ~ 1.757kN,
R =~ 1.242kN. 176. T = 90N, Tp = 30N. 177. z = 1m. 178. 1.39m. 179. N4 = 70 — 40k[kN],
N =30+ 40/{3[kN]. 180. Np = 400kN, No = 300kN. 181. x = 1m. 182. z = 2m. 183. x = 1.75m.
184. Ry, = 0.7TN, Rp = 79N 185. Ry = 340kN, Rp = 295kN. 186. sina = 3h h = 11 187.
Ry = Ry = fmg(cosa + 2 sma) Ry = Ry = fmg(cosa — %sina) 188. M = fm 189 tga = l.
190. |[CE| = (3v6)a 055a 191. £ = [a = ‘[ } 192. Kazdy tapie w polowie swojego boku.

193. P = 22.194. hypoe = /2. 195. hppey = \/ﬁr.

196. P = Q,3 = 2,5 = 2cos 3Q. 197. Ry = sin Q + L2 cos? £Q. 198. Fac ~ 346.4N, Fup = 0.
199. N = 130N, R}, = 224N, R, = 8N. 200. R, = 250N, R = 450N, R¢ = [—700, —250][N]. 201.
a) S=3Q,b) S=3Q,c) S=30Q,d) S =3Q, e) S=3Q 202. § = %t=2Q, S = -2Q. 203.
M = Tl’%mm. 204. % = sin «, % = %sina, % = isinoz.

205. [ = %pgwh2 M = Lpgwh?, efektywny punkt przylozenia sity - w srodku zapory w $h nad
dnem. 206. F' = gh2(a +2b), M = 12pgh3(b + a), efektywny punkt przyltozenia sity - w $rodku

zapory w ZZj:th nad dnem. 207. F' =~ 8371N, M == 2870Nm, efektywny punkt przylozenia sity

- w $rodku zapory w = 0.34m nad dnem. 208. F = —pghm‘ M = ‘[pg47r7“ 209. F =~ 15.4kN.

210. Fg = pg((h — ) + cos a%- ) 211. ~ 75.7mm. 212. ~ 230N 213. r/h > /22(1 — 2).

214. Ry = Rp = mw?l*sin2a/(a + b) 215. Ry = mw?l(e, — 2ey), Rp = mw2l( 2e, + €,).
216. R, = mw?l(1 + Cosgbl/a — sin¢)ey, Rp = —mw?l(&, + (1 + cospl/a)é,). 217. Rp = Rp =
4. imw?l. 218. Ry = ymw?l, Rp = ¢mw?l. 219. Ry = Rp = tmw?l. 220. Ry = —smw?l(e, +

2¢,), Rp = —imw?l(2¢6, + €,). 221. Ry = mw?lsina(} — Lcosa), Rp = mw?lsina(l + Lcosa).

222. R, = Rp ~ 612 N (+15kN) 223. Ry = Ry = T5N. 224. w = \/4g/a. 225. Ry = Ry =
tmw?ab(b? — a?)/Va? + b2°. 226. Ry = Rp ~ 204N. 227. R, = —wz(— sin2a(e2 + r?)]— €+ ¢y),
Rp = %uﬂ(—i sin 2a(e2 + 11%)J— €+ €;), gdzie k = [sin v, 0, cos o] - wektor kierunku osi tarczy, a é -

wektor do geometrycznego $rodka tarczy ze srodka obrotu. 228. N; = Ny = % sin 2@11—?2(7’2 — %ZQ)/h.
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229. Ry = (3 — 8g/V¢* + wh)Rmw' /\/? + W', Rp = (3 + B¢/ g% + wh) Rmw' /\/g% + w™.

230. Ry = 260 kN 1, Rp = 180 kN |, F} = —164 kN, F, = 115 kN, Fy = —143 kN, F, = —60
kN, F5 = 190 kN. 231. Ry = 34 kN, Rg = 26 kN, F; = —73 kN, F, = 58 kN, F3 = —24.4 kN,
Fy = —47 kN, F5 = —47 kN, Fy = 39 kN, F; = —8.1 kN, Fy = —55 kN, Fy = 44 kN. 232. R4, = 32.5
kN, Rp = 27.5 kN, F; = 13 kN, Fy, = 30.3 kN, F3 = —35 kN, Fy = —25 kN, F5 = —26 kN, F; = 17.3
kN, F; = —17.3 kN. 233. R4 = —60 kN, Rg = 51 kN, F; = —60 kN, F; = —51 kN, F3 = —31.3 kN,
Fy, =54 kN, Fy = —20 kN, Fy = 20 kN, F, = —28.3 kN, Fx = 0 kN, Fy = —30 kN. 234. R4 = 20
kN, Rp = 28.3 kN, ¢ = 45°, F} = —33.3 kN, F, = —26.7 kN, F3 = —24 kN, Fy; = 24 kN, F5 = 6.7
kN, Fy = —44.7 kN, F; = 20 kN, Fy = 20 kN. 235. R4 = 15 kN, R = 27 kN, ¢ = 68°, F} = 20 kN,
F, = =30 kN, F3 =27 kN, F, = =30 kN, F5 = 36 kN, Fs = 15.7 kN, F; = —40 kN. 236. X4 = —20
kN, Y, = 14 kN, Yp = 26 kN, F; = 45 kN, F;, = —45 kN, F3 = 20 kN, Fy = —24.4 kN, F5 = 24.4
kN, Fy =20 kN, F; = 0 kN, Fg = —26 kN, Fy = —14 kN. 237. X, = —10 kN, Y, =30 kN, Yz = 10
kN, F; = —20 kN, F;, = —20 kN, F3 = —10 kN, Fy = 14.1 kN, F5 = 20 kN, Fz = 42.4 kN, F; = —40
kN, Fg = 14.1 kN, Fy = —10 kN. 238. X4 = 21 kN, X5 = —20 kN, Yz = 29 kN, F; = —29.7 kN,
F, =21 kN, F3 =21 kN, Fy = —21 kN, F5 = 15 kN, Fg = 9 kN, F; = 0 kN, Fg = —41 kN, F5 =9
kN. 239. X, = 22 kN, Xp = —20 kN, Y = 28 kN, F; = —60 kN, F, = —70 kN, F3 = 49 kN,
Fy =253 kN, F; = —57 kN. 240. X4, =54 kN, Y, =6 kN, Yz = =54 kN, F} = =54 kN, F;, = —36
kN, F3 = —18 kN, Fy = 20.6 kN, F5 = 20.6 kN, Fy = 41 kN, F; = —60 kN, Fg = 35 kN, Fy = —30
kN, Fio = 27 kN, F;; = —20 kN.

241. Ty =T, =245 N, P =173 N.242. S = —1.41 kN, T = 0.71 kN. 243. T =6 kN, S; = S, =
—3 kN. 244. To = 320 N, Tp = 240 N, Ty = —580 N. 245. 2.04 kN, —0.6 kN. 246. P, = 42 kN,
P, =58 kN, P, = P, = 50 kN. 247. R4 = Rp = 26.4 kN, Rc = 33.5 kN. 248. F}, = I}, = —0.5kN,
F3; = 707N, Fy = F5 = 0.5N, Fy = —1kN. 249. Sgp = P(cosa —sina), Sgp = P (cosa + sina),
Sap = —Pv/2cosa. 250. Syp = 2T (sing + cos @), Sac = 27T (sinp — cos ), Sap = —2v/31 sin .
251. a &~ 36°50', S = —400 N. 252. 4.83 kN. 253. R = 2V/3N. 254. Ay = —Ag = 3Fj cosa,
Ap = —-Ay = %FW sin . Pojawi sie pozioma sktadowa sity reakeji fundamentu: —%ﬁw 255 38.5
N. 256. 23 kN. 257. Sy = Sp = —3L5 kN, S¢ = —1.5 kN. 258. R = 3P, T = ;7. 259.

R=:iP+p T = 2P+3p\/_ 260. Sity w pretach: F + F, + fF —2F, + %F. Pionowe

V3
sktadowe reakcji podtoza: %Fx + ng - 3FZ, Q{Fx - gFZ. 261. mgtg a% cos(wt & 7) + %mg7
mgtg ozi cos(wt — ) + %mg 262. R4 = 1250 kN, Rg = R = 600 kN. 263. 7' = 13.6 N. 264.
1—/3L2 21 _ 142V312-212
Ta+ T = Ghme LQ To = S 5mme LO-
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1 .13 1 a3 212 1 2 2 a3b3
276 1. I,, = ~ab® I, = La’h, I, = —La% I:—ab(a+b)1\|=m7h
o 27T 1. Ly = ab®, Ly —a?’b Ly =0,Ip = (a2 +1?) 2. I, = (ab® — (a —2d)(b—
2d)?), 1, = 5 (a®b — (a — 2d)3(b — 2d)), o Iy = 2d( b)? — 6d(a — b) - 16d2(a + b) + 32d".
3. [:m: = Iyy = GL4D47 IO = %D4 4. [:m: = [yy ( ( - 2d) ) IO = %(D4 - (D - 2d)4) 278

Ly = £d(bd® — 2d% + 24%), I, = L (ab® — (a — (b= 24)%), Iy = Lw + I, 279 1. T = 579.098cm®
283 1. dl = 0.092mm. 296 1. o = 273.29 MPa , 7 = 43.521 MPa.
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