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Dowolng rzeczywista macierz B rozmiaru n X m mozemy zapisa¢ jako (SVD):
B=UAVT,
gdzie Ue O(?’L),V < O(m), a Aij = )\25”,)\1 > 0.

(1)
B = Z )\ZUZ’U;T
i
Dziatanie dowolnej macierzy B na wektor  mozna opisa¢ nastepujaco:
@ Znajdz sktadowe wektora x w bazie {v;}.
@ Pomnéz uzyskane sktadowe przez liczby A;

@ Przez tak zmodyfikowane sktadowe pomnéz elementy bazy {u;}
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Zbior {v; 1 i < min{n, m} A \; # 0} jest baza ortonormalng przestrzeni wierszowej B,
Zbi6r {u; : it < min{n,m} A \; # 0} jest baza ortonormalna przestrzeni kolumnowej B.

Rzad B jest réwny liczbie niezerowych elementéw w macierzy A (niezerowych \;)

Przypadki szczegdlne, gdy A;; € {0,1}:
@ n = m,rankA = m = obrét
@ n > m,rankA = m = zanurzenie izometryczne

e rankA < m = zanurzenie izometryczne rzutu

Zdefiniujemy pseudoodwrotno$é macierzy B jako:
Bl =vA~UT, (3)

gdzie .~! oznacza odwrotnoé¢ po niezerowych elementach i transpozycje.
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W przypadku macierzy odwracalnych (kwadratowych petnego rzedu) otrzymujemy
macierz odwrotnga, dlatego nie wprowadzamy nowego oznaczenia.

Pseudoodwrotno$¢ macierzy B o kolumnach liniowo niezaleznych mozemy obliczy¢ za
pomoca zwyktej odwrotnoéci jako B(B? B)~!, a dla macierzy B o wierszach liniowo
niezaleznych (BBT)~1B.

Jezeli rzad macierzy nie jest rowny m (pefen rzad kolumnowy) ani n (peten rzad
wierszowy), to méwimy o macierzy pseudoodwrotnej Moora-Penrose’a (polecenie pinv
w Matlabie, scipy.linalg.pinv w Pythonie).

Obliczamy ja wtedy za pomoca SVD (nieefektywne, przyblizone) lub wykorzystujac
rozktad Cholewskiego.



Mamy:
BB =VVT “Z' I = rzut na przestrzeh wierszowa B (4)
BB~ = UUT “Z' i zr = rzut na przestrzei kolumnowa B (5)
Dla macierzy kwadratowych petnego rzedu oba te rzuty to identycznosci.

Oznaczamy: A/B = Allp. Jest to rzut ortogonalny przestrzeni wierszowej A na
przestrzen wierszowa B.

Podobnie, jako A/B+ 2" All% oznaczamy rzut ortogonalny przestrzeni wierszowej A
na dopetnienie ortogonalne przestrzeni wierszowej B.

Zachodzi: A= A/B + A/B*.

o & = = T 9ace



W przypadku macierzy, mamy rozktad:

A= A)pCt+AjcB+A)| €

redukuje sie do rzutu ortogonalnego.

Jg

C

C
Jezeli macierze B i C' maja ortogonalne przestrzenie wierszowe, to rzut ukos$ny

B

Rzut ukosny wektora A na wektor C' wzdtuz wektora B

0

o]

(6)

DA



Wzér:

-1
C C
Mozemy przepisaé jako:

A/BC = (4/BT)(C/B)"'C

(7)

DA
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Poszukujemy minimalnego kata miedzy wektorami z przestrzeni wierszowych macierzy
A'i B, o rozkfadach singularnych A = UsA sV} i B=UgAgV}t.

Dowolny wektor jednostkowy z przestrzeni wierszowej A mozemy zapisa¢ jako
xTUAV;{, dla pewnego = o normie 1. Podobnie jako yTUBVBT sparametryzujemy
wektor jednostkowy z przestrzeni wierszowej B.

Poszukujemy maxg, .. (z(|=||y||=1 2T U, VIVEULy. Jezeli rozktadem singularnym
UaVIVeUL jest Mquivf + ... (w kolejnoéci malejacych )\;), to maksimum tym bedzie
A1 i bedzie ono realizowane dla wektoréw = = uy, y = v;.

Jezeli wytaczymy uy i v1 z przestrzeni do ktérych nalezg, to odpowiedzig o
maksymalny cosinus kata pomiedzy “resztami” jest Ay i jest on realizowany pomiedzy
wektorami ugy i vg.

Pary wektoréw (u;,v;) okreslaja kierunki gtéwne dla pary podprzestrzeni. Wartosci
singularne \; to cosinusy katéw gtéwnych.



(@- @)

N

W przypadku macierzy o jednym wierszu: A = @', B

Kluczowa macierz UAVXVBUg obliczamy nastepujaco:

(AAT) 2 ABT(BBT) 2 = UaA; UG -UsAaVIVARUL - UpA3 UL = UsVIVEU}
gy

@) =

(8)

a-b
a kierunkami gtéwnymi s3 oczywiscie wektory @ i b.

[lal] - [18]]

= cos <1(a, b),

(9)
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Rozwazmy uktad dyskretny przedstawiony w przestrzeni stanéw:
Try1 = AZy + B
e = CZ, + Dy,
o [B—®

Tpt1

—1

(10)
(11)
Ty,

=

o]
1C]

11

)
LA

Ce Rlxn De Rlxm

5]
D]

[m]

Wymiary obiektéw w réwnaniach: x € R, u € R™, y € R!, A € R"" B e R™™™,

=
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Zaktadamy, ze ukfad jest sterowalny i obserwowalny, wprowadZmy macierze
obserwowalnosci I'; i (odwrécong) sterowalnosci A;:
C
r;

(12)

A; = [ A-1B

AB B |, (13)



Majac dany cigg wektoréw @; € R™,i € {0, ..., s} definiujemy macierz Hankela:

Uoj2i—1 =

’J() ﬁl ’lfg Uj_l

@ @ @ i

U1 U Uigl Ujpi—2

U Uit1 Uiy2 Wit
Uit1 Uit Uits Ui
Ui—1 U Uiq1 Ujt2i-2 |
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inny rozktad:

) U1 o - ﬁj—l
1 o 13 Uj
— .—A — — —+
o Ui—1 U; Ui+1 cee Ujai—2 ozn UO|z ozn Up
Uojgi1 = | - 0o o = Uit ~ | U
U; Ui+1  Ui42 cee j+i—1 i+1]2i—1 f
Uip1  Uip2 Uip3z .. Ujpg
| d2i—1 U2 Uit1 .. Ujt2i-2 |

o F = E E DA



Indeks ¢ powinien by¢ “odpowiednio duzy” - co najmniej kwadrat rzedu uktadu. Indeks
j za$ taki, by wykorzystaé wszystkie i;, czyli j = s — 2i + 2.

W podobny sposdb z wektoréw wyjs¢ definiujemy macierz Yy9;_1 i jej bloki:
%,Yf,Y;F,Yf’.

Tworzymy teraz dwie nowe macierze:
U, Ur
szlyﬂ, W;:[Ya] (16)

Jako X; bedziemy oznaczali macierz zbudowang z kolejnych j wektoréw stanu
zaczynajac od wektora i-tego:

Xz':[fi Tig1 ... Tiyj-2 fiﬂﬂ} (17)

o & = = T 9ace



Niech macierz H; oznacza¢ bedzie macierz blokowa tréjkatna dolna Toeplitza:
D 0o ... 0
CB D .o

CA 2B
macierzowe:

-0
CB D
Mozemy przepisa¢ réwnania uktadu (10-11) w kolejnych chwilach czasu jako réwnania

(18)
Y, =1Xo + H;U,
Yf =IX; + HiUf

X, = AiXO + AlUp

(19)
(20)
(21)
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Zaktadamy, ze:

@ Sygnat wejéciowy spetnia warunek trwatego pobudzania rzedu 2i :
rank lim;_, o UO‘QiUg‘;i =2m
(Macierz korelacji wierszy macierzy Uoj2i Jest petnego rzedu).
@ Nie istnieja niezerowe wektory w przekroju podprzestrzeni wierszowych macierzy
Uy (przyszte wejscia) i X (pierwsze j standéw).
o Wybrane przez uzytkownika macierze wag: W, € R¥*1 i W, € RI*J s3 takie, ze
W jest petnego rzedu, a rank(W),) = rank(WW,Ws).
Definiujemy macierz O; jako rzut ukoény: O; = Yf/Upr. Jest ona réwna O =T';X;,
a jej rzad jest réwny rzedowi uktadu.
Uzywajac rozktadu singularnego W10; Wy = U181 V' otrzymamy:

T, = WU, 8T (22)

X; =T;'0;, (23)

gdzie T jest dowolna macierza odwracalna (transformacje podobiefistwa w przestrzeni
stanéw).



Macierze stanu otrzymamy rozwigzujac uktad réwnan:
Xin| | A B
Yiii
gdzie:

e

(24)

—1
Xit1 =110,

Oi-1 = Yf_ /Uf— W;j-

(25)
(26)
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Dowdd:
Z réwnania na Y}, (19) wyznaczamy X i wstawiamy do réwnania na X; (21):

Xy = | A= ATH; | AT [

—%’ 1 = LW,
Nastepnie wstawiamy X; do réwnania na Y (20):

(27)
Yf = FinWp + HiUf
Pomnozmy te réwnanie z prawej strony przez HUfL:

(28)
Yl = Dily Wyl

Yy /Up =T:L,W, /U7,
-1
O =Y;/u, Wy = Ys/UF (Wo/UF) W, = [iL,W, = T;X,

(29)
(30)
(31)
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Dowdd:
Macierz W1 OWa, o rozktadzie singularnym
{Ul Uz“ 0 OHUZT
jest iloczynem macierzy W1I'y i macierzy X;Wo:
stad:

(32)
U151/251/2V1 ,

Wil XiWa =

WiT; = U151/2
X, Wy =

(33)

1/2
Sl
Stad obliczamy I'; = W} 1U1511/ T idalej X; =710

(34)
(35)

DA



Przepisujemy réwnania na Y (19 - 21) dla zmienionych zakreséw chwil czasowych:
Y;r =T X0 + Hi+1U£L
Yf—

=i Xop + Hia Uy
Xip1 =L W,

(36)
(37)
(38)

Postepujac podobnie obliczamy X1 = 1"1‘__11Yf_/U}VVI;L |

W szczegblnosci, wybdr Wi =1, Wy = HU;_ prowadzi do: W1 O;Wy = Yf/Ufl.

DA
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Rozwazmy uktad bez przenoszenia:

Tra1 = Axxy + Brug + wy (39)
Yk = Clap + vk (40)

zmienne losowe wy ~ N (0, Q) i v ~ N (0, Ri) sa w réznych chwilach czasu
niezalezne.
Macierz kowariancji btedu estymacji: P, = E(zp — &) (2 — 25)7 .
Estymata &, wyznaczana ze znajomosci uktadu jest uaktualniana proporcjonalnie
do uchybu estymacji (innowacji):

T = dpp—1 +Ki(yk — Crlppp—1) = (I — KxCr)Tpp—1 + Kxye  (41)

N——
czton predykeyjny czton korekcyjny

Macierz kowariancji uaktualni sie wtedy nastepujaco (zatozenie niezaleznosci szuméw):
Py = (I = KiCr) Py (I = KiCi)" + KRy K (42)

Macierz Kj, chcemy dobra¢ tak, by zminimalizowaé btad sredniokwadratowy, czyli
TrPy.



Rézniczkujac TrPy, po wyrazach macierzy K, (i przyréwnujac do 0) otrzymamy:
—2(CrPyyp—1)" + 2K (CrPyyp—1C{ + Ri) =0
i stad:

Kk = Pyjo1CF (CPrpo—1CF + Ri) ™' = Py CLY 71

(43)

(44)
P, = (I — KxCy) Prji—1

gdzie Y to macierz kowariancji innowacji. Podstawiajac to do wzoru na Py otrzymamy:

(45)

Zj41)x - nieobcigzona estymata a priori wektora xy jest réwna: AgZy + Byug, a stad:
T
Pryip = AxPr A, + Qk

(46)
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Otrzymujemy algorytm rekurencyjny:

Tpp—1 = Ap-12k—1 + Br—1ug—1 (47)
Prje—1 = Ap—1Pec1 Al + Qi1 (48)
Kk = Py—1CF (CiPryjo—1Cf + Rpp) ™ (49)
Ty = (I — KpCh) g1 + Kryr (50)
P, = (I — KxCy)Prjie—1 (51)

Opisany algorytm nazywamy fitrem Kalmdna (Thiele, Swerling, Bucy, Stratonowicz).
taczac réwnania (50) i (47) otrzymamy réwnanie:

Tpprp = Al — KCr)Zgp—1 + Brug + A Kgyr, (52)
ktére wprowadzajac zmienng ey, = yx — CrZyx—1 (innowacja) mozemy zapisac jako:

i'k+1|k = Akiﬁk|k—1 + Brug + A Krex (53)
Yk = CrZpp—1 + €k (54)

=] = = =

it
S
o
i)



Ak‘—17 Qk—l Ck7 Rk
Uaktualnienie m.
Poy—— o Prjp1r —
kowariancji - predykcja

|

Obliczenie
Uaktualnienie

Tpo1 —

wzmocnienia

Ck
stanu - predykcja

L
— K —
T

Uaktualnienie m.

kowariancji - korekcja
Lklk—1 ——

— By
Uaktualnienie

Ap_1,Br—1

stanu - korekcja

I

Yi» C

~

2>
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Asymptotycznie, dla statych w czasie parametréw uktadu i szumu, filtr Kalmana osiaga
swéj punkt stacjonarny:
P =A(I - KC)PAT +Q

K =pPcT(cpPcT + R)7!

(55)
spetnia¢ macierz P (macierz kowariancji btedu estymacji a priori):
- dyskretne réwnanie Riccatiego.

(56)
Wstawiajac drugie réwnanie do pierwszego, otrzymamy réwnanie, ktére powinna
P = A(I - PCT(CPCT + R)'C)PAT +Q

(57)

[m]

=

Macierz wzmocnienia K otrzymamy wstawiajac rozwigzanie réwnania (57) do (56)

DA



W przypadku, gdy szumy sa zalezne: E(wivl) = Sk # 0, modyfikacji ulega czton
predykcyjny filtru (47 - 48):
Erk1 = Ap—18%-1 + Br—1tp—1+Sk—1 R (Yr—1 — Cr—124-1)
+ Qro1—Se1 R S

Pyjp—1 = (Ap_1+Sk_ 1R Cr1) Pt (A1 +Sk 1 R Cr1)
Kk = Pyp—1CF (CrPyyp—1CL + Ryp) ™
& = (I — KCk)Zpp—1 + Kryk

Py = (I = KxCy) Pyj—1

(58)

W przypadku stacjonarnym asymptotycznie K = PCT(CPCT + R)~! dla P
spetniajacego dyskretne réwnanie Riccatiego ze zmodyfikowanymi A i Q:

(62
P =(A-SR*C)I - PCT(CPCT + R)1C)P(A-SR*C)T + Q — SR™'ST (63)
(=] = = =

DA



Réwnania stanu estymaty &, zmodyfikuja sie o sktadnik zalezny od uchybu estymaty
wyjscia w kroku poprzednim:
yk = Cik + e

Tkl = Arfrjp—1 + Bruk + (ApPyp—1CF + Sk)(CkPop—1Cf + Ri) 'ex

okreslong macierz wzmocnienia:

(65)

(64)
Zauwazmy, ze mozemy przepisaé réwnanie Riccatiego (63) tak, by zawierato tak

P = APAT — (APCT + S)(CPCT + R)"HAPCT + 5)T + Q

(66)

DA



Bedziemy rozwaza¢ uktad stochastyczny bez sygnatu wejsciowego:
Try1 = ATy + Wy
Uk = CZ + U,
maja macierz kowariancji:

(67)
(68)
Przypomnijmy, ze przyjmujemy, ze szumy w réznych chwilach czasu s3 niezalezne i
Q S
“H)ZlST R | %
W tej sytuacji, uktad jest stabilny (o(A) w kole jednostkowym) < z;, jest procesem
wzbudza wszystkie mody uktadu).

stacjonarnym. Bedziemy zaktadaé, ze para (A, Ql/z) jest sterowalna (szum wejsciowy

(69)
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Definujemy macierze kowariancji:
Thti T T af | X
E €T e
(IEENEF
Spetniaja one réwnania:

(70)
Yo = AE()AT +Q

Gy =A% CT + S
Ag=C2CT + R

A =CAT G4

—
~
—

A—Z — G’{(Ai—l)TcT

—~
~
N

—~
~
S

— —
~ ~
o1 w
— — — ~— ~—



SRR ST SRS e sl e

Wprowadzamy korelacyjng rozszerzong macierz sterowalnosci:

Af=[ ATIGy | A2Gy || AG | Gy | (76)

Oraz macierze blokowe Toeplitza:

A; N1 0 M Ay A

C = ANiv1 A -/\2 ’ L= Ay
.AZz'—l A2.i—2 Az

oo Moy
A1
S3 one blokami macierzy korelacji wektora danych wyjsciowych:

(77)
. Ao
Ci =B(Y;Y,) == 1y, VT, Li = E(Y;Y]) = E(Y,Y,)) "= 1y;vf = Ly, vl

[m]

=



Zatézmy, ze estymujemy stan uktadu (o znanych A i C') za pomoca niestacjonarnego
filtru Kalmana:

Tppap = Algp—1 + Kiey, (78)
Yp = Clpp_1 + e (79)

Estymata i jej uchyb s3 procesami niezaleznymi: E(Zy,—1(Zxr—1 — 7x)) = 0, stad:

N . R R df =
Yo = E(xlﬂg) = E(ka—lxﬂk_l) + E(($k|k—1 - $k)(5€k|k—1 - CCk)T) 4 Py 1+ Pk|k—1

(80)
Macierz korelacji innowacji jest réwna: Yy, = CPk|k,1CT +R=Ay—CP,_,CT.
Macierze Py i K,{ spetniaja zaleznosci rekurencyjne:
K] = (G1 — AB,_,CT)(Ag — CP_,CT) 7! (81)
P, = AP,_ AT + (G1 — AP,_1CT)(Ag — CP,_,CT) "Gy — AP,_,.CTYT  (82)

] = =



W granicy, rozwigzaniem stacjonarnym jest : Kf = (G — AﬁCT)(Ao - C’ﬁCT)_l,
P = APAT + (G, — APCT)(Ag — CPCT)y"Y(G, — APCT)T
przéd.

Model (78,79) z tak okreslonymi macierzami nazywa¢ bedziemy modelem innowacji w

(83)
Estymate 2 i macierz kowariancji P, mozna wyrazi¢ jako:

Yo
i = ALL

Yk—1

(84)
Py = ARLN(ADT

(85)

DA



Réwnanie estymaty w przéd &, mozemy zapisa¢ za pomoca macierzy
Xi = [Zi, Zit1, . - ., Titj—1] kolejnych j estymat w przdd:

X; = A¢LTY,
Zauwazmy, ze:

(86)

~ cr— _ _ _ d
X = DALY, = GLTY, = Vv (Y)Y, = iy, =v/v, L o)

(87)



Postepujac jak poprzednio (teoria identyfikacji uktadéw deterministycznych), mamy
swobode wyboru macierzy W (petnego rzedu) i Wa (nie zmniejszajaca rzedu
wierszowego Y},) i dalej:
WAOiW, = [ Uy Uy | S I
1Y VV2 1 2 0 0 VQT 1°1Vq
T, = Wy lUy ST
A =T;7'C;
Xi = I‘;l(’)i

(88)

(89)
(90)
(91)

gdzie T to dowolna macierz nieosobliwa (swoboda wyboru bazy przestrzeni stanéw).

DA



Rozwazamy teraz uktad stochastyczny z sygnatem wejsciowym

Tra1 = ATy + By + Wi (92)

e = CZ, + Dy, + Uy (93)
Zaktadamy, ze para [A, B|Q'/?] jest sterowalna (wszystkie mody s3 osiagalne przez
wejscia lub przez szum).

Rozbijamy uktad na cze$¢ deterministyczng i stochastyczna: @ = x,(c
G = ?71(cd) (s

) + 7 a(s)
+y. -

). Obie czesci podlegaja réwnaniom stanu:

:E](gd)1 — A—*(d) —I—B_’d
e :C*(d) + Difl

O procesach {y}, {xk )} {Z ,(:)} {yk} zaktadamy, ze s3 quasi-stacjonarne. .

DA



Dla wyjéc obu czeéci definiujemy oddzielne macierze Hankela Y(|2)Z LY
Podobnie definiujemy oddzielne macierze X(() ), Xi(d), Xés), X(s)
Definiujemy macierze kowariancji:
R*

0j2i—1
i .
—)oo ].
= E(Uopi-1Uti1) *— ~Upj2i—1Ughi 1
—oo 1
S (XOU()zz 1) J(_OO XOUOzz 1
w4 = B(XoXT) "=

(94)
(95)
—oo 1
Uiy —XOXO
O macierzy R"" zaktadamy, ze jest petnego rzedu (warunek trwatego wzbudzenia)
Bedziemy réwniez uzywac macierzy Cj, L; oraz Af

(96)

DA



Réwnania stanu mozemy zapisa¢ w wersji macierzowej:

Y, =TuX§ + HIU, + Yy

Yy =T:X{ + HU; + Y}
d _ pAivyd d
X¢=AX+ AU,

(97)
(98)
(99)

DA



Niech poczatkowa estymata bedzie xg, a jej macierz kowariancji: Py. Réwnania
estymaty mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

T = AZp_1 + Buy + kal(ykfl —CZpq1 — Dkal) (100)
K1 = (G - AP,_1CT)(Ag — CP_,CTY™1  (101)
P, = AP, 1 AT + (G — AP,_1CT)(Ag — CP_1CT)"H(G — AP,_,CT)T
mozemy zapisa¢ je nastepujaco:
gdzie

(102)
T = [A — QTR A — QeHE U [Zoluo - - - we—1]Y0 - - - Yk—1]
P, = A*Py(ATYE + (A — ARPo T (Ly, — TR PTE) 71 (A — AR pyTE)T

(103)

Qp = (Ai — AkP()F{)(Lk — kaorg)_l

(104)

(105)

DA



Mozemy znéw zebra¢ réwnania na estymaty w jedno réwnanie macierzowe:
Xo
0 i d d

Up (106)
Yp
Zauwazmy, ze wzdr zawiera Xoi Py Nadamy im nastepujace wartosci
A U,
— qzy uu\—1 p
]
Mozna je zapisaé jako:

Py = —(Ed - Swy(Ruu)—l(Swy)T)

(107)
(108)
o= xd/| U Py =EXo X!

DA



Zdefiniujmy macierz:
s Wy
amnl l Uy ]
Przy takim wyborze XO i Py zachodzi: Z; = FiXi + szUf

Przez X; oznaczymy tesama macierz dla innego wyboru wielkosci poczatkowych:

(109)
X() = X;,i/UfUp
0
Spetnia ona réwnanie:

P = —(Ed o Swy(Ruu)—l(Swy)T)

(110)
0; Ly )y, W, =T, X;
i f/Uf p_P’LX’L

(111)

(112)

DA
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