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Rozwazmy réwnanie modelu ARX o m wejsciach i n wejsciach:

Az Ny(t) = B(z"Hul(t) + e(t), (1)
gdzie:
o A(Z_l) =I+ Alz_l + -+ Adyz_"

- wielomian macierzowy o wspétczynnikach z Mg(n x n) (macierz o wyrazach
wielomianowych)

° B(z_l) =By+ Blz_l +---+ Bduz_m

- wielomian macierzowy o wspdtczynnikach z Mg(n x m) (macierz o wyrazach
wielomianowych)

Mozemy zapisaé powyzsze réwnanie w postaci:
y(t) =(I — A(z"1))y(t) + B(z"Hu(t) + €(t),
=[-Ai|...|-A44, | Bo|...| By, |

[y =07 |yt —d)T (W) ] .. |uT—d) | +elt) (2)
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yT () =yt -7 |yt —d)T |uT@) | ... |ul(t-d) |
T
[ —Ai || -4y | Bo|...| By | g0 3)
Jezeli ustawimy powyzsze réwnania dla kolejnych chwil czasowych jedno pod drugim,
otrzymamy:
Y(t) =20, (4)
gdzie:

@ kolumnami macierzy Y (t) s przebiegi kolejnych sktadowych wyjscia.

@ wierszami macierzy ®(t) sa przebiegi kolejnych sktadowych wyjscia przesuniete w
czasie o 1...n, nastepnie przebiegi kolejnych sktadowych wejscia, przesuniete w
czasieo 1...m,

@ blokami macierzy 6 s3 transponowane wspotczynniki wielomianéw macierzowych
I-AiB.



Estymator znajdujemy podobnie jak dla przypadku SISO:

6 = (@@T)_l Y
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W ukfadach nieliniowych funkcje liniowa polegajaca na mnozeniu wektora ¢(t)
(macierzy dla uktadéw MIMO) przez wektor (wektor blokowy dla MIMO) zastepujemy
funkcja nieliniowa. Klasa modelu otrzymuje litere N na poczatku.
Model NARX:

Predyktorem optymalnym jest: 4(n) = f(¢(n))

Analogicznie dla pozostatych klas modeli.
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Jezeli w wyrazeniu na wyjscie w modelu NFIR:
g(t) = flu(t),..

Zhl 7,1

(t—n)) +e(n)
rozwiniemy funkcje f w szereg Taylora, otrzymamy model w postaci szeregu Voltery
11=1

u(t —1i1) +Z th i1,02)u

()
i1=171=1

w(t —i)u(t — i) +

+e(t)  (8)
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Model Hammersteina - statyczny element nieliniowy na wejsciu potaczony szeregowo z
liniowym ukfadem dynamicznym:

u(t) ——{ f | T(2) = G — u(®)

Zatézmy, ze funkcja f ma rozwiniecie w szereg:

f(u) = u+ pou? + pud + ... (9)

(zakfadamy brak sktadowej statej, 111 zawsze mozna schowa¢ do B(z71)).
Poniewaz pracujemy w skonczonym zakresie wartosci u, mozemy przy zatozonej
doktadnosci urwac szereg na r-tym wyrazie.

Réwnanie ukfadu przyjmie postaé:

R B(Z_l)uk
y(t) = kz::l:uk A(z 1) (t) (10)



Woprowadzamy oznaczenia: u¥ = uy, ppB = By, i przeksztatcamy uktad w uktad MISO:
u (t) — Bi(z7)
UQ(t) — BQ(Z_l)

Up (t) —>

B,(z71)

Otrzymalismy uktad ARX i stosujemy do niego poznane metody estymacji.
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Model Wienera - model ARX potaczony na wyjsciu z nieliniowym uktadem statycznym:
t
u(t) —— B(z7Y)
Zatozenia:

ALz

y(t)

@ Wielomiany A i B znanych stopni, bez wspdlnych czynnikéw
e Ukfad B/A asymptotycznie stabilny

e Funkcja f odwracalna, f~'aproksymowana wielomianem o znanym stopniu 7:
fH @) =mae+ - 4y

(11)



I W) = Fmayu® + o) (13)
Stad:
o1
)= - <§§2_1§u<t> —Af-1<y<t>>+v(t>>, gizie Af7M(r) = [ w) — iz
(14)

Réwnowaznie:

y(t) = (1-AG)) y(t) + % (BGu(t) — AGTHAF (y(1) +e1) . (15)

o & = = T 9ace



Za predyktor §(t) bierzemy:

y() = (1= AGE) () + % (BGu(t) - AHAF M (y(1) . (16)
Mozemy go zapisa¢ jako:
§(t) = ¢ (1), (17)
gd2|e¢ = [ y t—1) L=yt —n),u(t),...,ult —m),—y*(t),...,
~y (t—n) =Y (@), =y (= n))

o & = = T 9ace
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Nieliniowo$¢ mozemy usunaé poprzez zamiang zmiennych.

Rozwazmy system ogrzewania, w ktérym promieniowanie stoneczne ogrzewa wode w
panelu dachowym, pompa pompuje wode w obiegu przechodzacym przez magazym
ciepta. Drugi obieg odbiera ciepto z kolektora i dostarcza je do domu. Predko$¢ pompy
obiegu pierwotnego jest sygnatem wejsciowym, temperatura magazynu jest sygnatem
wyjsciowym, intensywno$¢ promieniowania i temperatura otoczenia s3 procesami
stochastycznymi.

W naiwnym podejsciu zapiszemy réwnania:

y(t) + a1yt — 1) +agy(t —2) = bu(t — 1) + bou(t —2) + 1 L(t — 1) + c2l(t — 2)
+diTo(t — 1) + doTo(t — 2) (18)

Ten liniowy model nie bedzie dobrym przyblizeniem, bo intensywno$¢ promieniowania i
predko$¢ pompy nie dodaja sie, ale mnoza.
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Bardziej fizyczny model:

@ Wazrost temperatury czynnika w kolektorze jest proporcjonalny do intensywnosci
promieniowania, ale powinien by¢ pomniejszony o straty do otoczenia
(proporcjonalne do réznicy temperatur) i ciepta odebranego z uktadu dzieki pracy

pompy:
Tt +1) = Tut) = kaI(t) — ka(Tu(t) — To(t)) — ka(Tul®) — y(B)u(t)  (19)

@ Wzrost temperatury magazynu bedzie zalezat od réznicy temperatur, predkosci
dziatania pompy:

y(t +1) = y(t) = ka(Tow(t) — y())u(t) — ks(y(t) — To(t)) (20)



Z réwnania (20) wyznaczamy T,(t):

y(t+1) — (1 — ks)y(t) — ksTo(t)
k4u(t)

Tw(t) = + TO(t)a (21)

wstawiamy do réwnania (19) i wyznaczamy y(t + 2):

y(t +2) = kikaI(t)u(t + 1) + kokaTo(t)u(t + 1) + kskau(t)u(t + 1)y(t)
+ (1 — k5)y(t + 1) + ki5T0(t + 1) — k4u(t + 1)T0(t + 1)

u(t +1) u(t+1)
+ (1= k2) all) y(t +1) = (1= k) (1 = k5) all) y(t)
(1 Ry o D) + (1 — ka)eau(t + 1DTo(t) — ksu(t + Dy(t +1)

+ k3(1 — ks)u(t + 1)y(t) + ksksu(t + 1)To(t) — kskau(t)u(t + 1)To(t) (22)

o & = = T 9ace



Mozemy to przepisaé jako:
y(t+2)=6-¢(t), gdzie:
_ Fika }
k3ky
1—ks

(23)
Itut+1) ]
u(t)u(t + 1)y(t)
y(t+1)
To(t+1)

1_% U%Z§Ru+l)
- — ko 2
Sl I e Sl R

—(1 — k2)ks

ky + ksks

—ks

u(? y(t+1)
u,lf(-l,;)l)y(t)
%To(t)

u(t + 1)To(t)
u(t+1)y(t+1)
ka(1 — ks) ua+§ww)
—ksky | u(t)u(t + 1)Ty(t)

(24)
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