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Rozwazmy uktad dyskretny:

b"—mz_("_m)+bn—m+1z_("_m+1)+~--+bnz—"
Jest on dany w dziedzinie czasu réwnaniem:

1+aiz—1++anz—"

— y(t)
Wprowadzajac oznaczenia:

y(t)+ary(t—1)+ - +apy(t—n) = bp—mu(t—n+m)+b,_pmipru(t—n+m—1)+ - -+byu(t—n)

5: [bn—ma bn—m+17
B(t) =

B bn: —aop,
Mozemy zapisaé (1) jako

(1)

_an]T
[u(t—n+m),...,u(t—n),y(t—1),...,y(t—n)]T

(2)
y(t) =6

(3)
"0
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Mozemy zapisa¢ powyzsze réwnania dla N chwil czasowych jedno pod drugim i
otrzymac réwnanie macierzowe:

Vv =040, GeR™ dyeMg(n+m+1,N), YyeRYN (5)

Mozemy spojrze¢ na powyzsze réwnanie jako na rozktad wektora Y na kombinacje
wierszy macierzy @5, o wspdtczynnikach z wektora 6.

Dla duzych N bedzie to uktad nadokreslony i w przypadku generycznym sprzeczny. W
przypadku gdy wektor Yy nie lezy w n + m + 1-wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni
RY (napinanej przez wiersze macierzy ®y), chcemy znaIez’c’ najblizszy mu element w
tej podprzestrzenl Bedzie to rzut ortogonalny wektora Yy na te podprzestrzen, czyli
element Yy podprzestrzeni minimalizujacy ||YN YNH2



%HYN - YNH2 jest to $rednie odchylenie wyjécia mierzonego od wyjscia modelowanego:

N
V=% 200 - 50 = 5 32 (o) - G- )’ (6

t=1
Bedziemy je minimalizowa¢ po sktadowych wektora 6:

V= Z@ ) (s6) — 30" - 6) =0 7

Zapisujemy otrzymane réwnania jako réwnosé dwéch wektoréw kolumnowych:
N N
Yo oyt) =Y 6T = dnVn=DINPRE (8)
t=1 =1

)

(macierz @ ®%; to inny zapis macierzy Z{\Ll o(t)p(t)") i otrzymujemy:

f=(on0%)  @xVy
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Oy = (@Néﬁ)_lqmm

ozn

Otrzymana wielko$¢ nazywamy estymatorem metody najmniejszych kwadratéw. W
odréznieniu od rzeczywistego wektora 6 parametréw modelu, bedziemy go oznaczad
jako Oy

1. -
R(N)‘1N<I>NYN

(10)

Czynnik 1/N zostat wprowadzony ze wzgledu na stabilno$¢ algorytméw numerycznych.
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Jezeli w uktadzie mamy dodatkowo obecny szum e(t) - realizacje pewnego procesu
stochastycznego o $redniej O:
~u(t) bo+biz Tt 4 by
y(t) + ary(t —1) +

to otrzymujemy model ARX

B2

~

On =

1
1+aiz=1+-Fanz
+ apy(t —n) =byu(t — 1)

y(t)
+ bpu(t —m) + e(t)

1 N

N e

estymata jest nieobcigzona

11 al
¥ el
warto$¢ oczekiwana drugiego skfadnika sumy (bfedu estymacji) wynosi 0, zatem

(11)

=1

(12)
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Obliczmy macierz kowariancji dla estymacji:
. N
Cov(dy) =E | R(N)!
t,s=1

> elt)e(s)p(t)p(s)" R(N) ™! /N?
=R(N)! (

t,s=1

N
> E(e(te(s) ¢(t)(s)"

) R(N)™!/N?
Jezeli szum jest szumem biatym o mocy A (E(e(t)e(s)) = Ad(t — s)), to:

Cov(fx) = AR(N)™'/N

(13)

Najczeséciej bierzemy szum biaty o rozkfadzie gaussowskim: e(t) ~ N(0, \)

[m]

=



Bardziej ogdlny szum mozemy zamodelowa¢ jako splot szumu biatego o mocy A z
pewnga transmitancja:
o0
v(t) = Z c(k)e(t — k)
k=0
~u(t)

bo + b1z

c+bpzT™

Q
e

(14)

1
1+aiz=1+-Fanz

Jego Srednie czasowe s3 dalej réwne 0, a jego funkcja autokorelacji
=A Z

(15)
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W szczegblnosci jego moc wynosi:
o0
o (0(t)) = C(0) =

W przypadku takiego szumu, macierz kowariancji dla estymacji wynosi:

(16)

Cov(fy) = R(N)™" (

t,s=1

N
> Ot 5)¢(t)¢(8)T) R(N)™'/N?

Jej elementy diagonalne to wariancje wyznaczanych parametréw. Pozwalajg one na

(17)

zadanym poziomie ufno$ci wyznaczy¢ przedziaty ufnosci parametréw.
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. -1
Z réwnania (5): Yy = (I)?C,H wyliczamy estymate: Oy = (<I>N<I>71:,> O Yy (10).
Zatézmy, ze mamy obliczony On. Zapiszmy réwnanie na éN+1:

. ~1
Ony1 = <‘I)N<I)% + ¢N+1¢1Tv+1> (OPNYN + ONf1YN+1) -
Obliczmy pierwszy czynnik w (18):

(18)

(Bxk +one1oki) = (andk) (

1 _
(I)NCI)%> ON+1ON 1 (‘I)%(I)N)
1+ 0%, (0% 2n) " dni

I

(19)
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gdzie wykorzystali$my nastepujacy
Lemat: L
R~ R~
(R+azzl)y 1 =R - o
Dowdd: Przypadek szczegdlny lematu o odwrotnosci macierzy:

1+ 2TR-1x
(A+ BCD) ' =A"' - A-'B(DA'B+C 1H)"'DA™L.
Przeksztatémy drugi czynnik w (18):

(20)

DNYN + Ont1yn+1 = PNONON + Oni1(ynt1 — ON10N) + dn10N 110N

= ((I)NCI)% + ¢N+1¢%+1)éN + ON+1EN+1, (21)
gdzie eny1 = Yn+1 — ¢:,]\}+10AN jest uchybem estymacji (innowacja), gdy wartos¢
w kroku (N + 1)-szym obliczamy przy pomocy wektora Oy.

DA



Zbierajac powyzsze obserwacje otrzymujemy wzér rekurencyjny:
-1 -1
_ oL ® ONp1ON ., (PR D
R R 1 NN N+1PN41 \¥NFN
Onir=0n+| (OFen) - (¢4 o) (24 o)
Wzér (22) mozemy zapisaé jako:

1+ 0%, (P50N) " dni

Pni1=Pn—

Ontien+1 (22)
Oni1=0n + Pyiioniient
wektor.

PNon+10% 1 PN

14+ ¢h  PNONt1

(23)
(24)

Wartosci poczatkowe: Py - dowolna macierz dodatniookreslona, 6y 1 - dowolny

[m]

=

Algorytm RLS (Recursive Least Squares), znaleziony przez Gaussa (1777 - 1855).
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Wspoétczynnik zapominania

W przypadku identyfikacji uktadéw, ktérych parametry zmieniaja sie wolno w czasie,
modyfikujemy funkcje btedu wprowadzajac wspdfczynnik zapominania:

n

B(0) => X"Fe?(k) (25)

k=1

A jest liczba z przedziatu (0, 1), w praktyce: .95 - .99.

Wzér rekurencyjny w algorytmie RLS zmodyfikuje sie do:

1 < Pyény16% ., Py )
o

P = 26
N+1 2\ A+¢%+1PN¢N+1 ( )
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Rozwazamy uktad o stabilnej transmitancji toru zaktécen H(z) (bieguny w kole
jednostkowym). Jezeli dodatkowo transmitancja ma zera w kole jednostkowym, wtedy
mozemy skonstruowaé stabilny filtr odwrotny o transmitancji H(z)™!.

Zmienna losowa poziomu zaktécenia w chwili ¢ jest réwna:
o
v(t) = h(0)e(t) + > h(k)e(t — k), (27)
k=1

przy czym zawsze mozna przeskalowaé H(z) skalujac wariancje szumu e(t) - mozemy
odtad zatozy¢, ze hy = 1.

Prawdopodobienstwo ze zmienna losowa v(t) € [z, x + Ax) przy zatozeniu jej
wczesniejszych wartosci wynosi:

Pz <wv(t) <z + Azjo'} ( i ) Az (28)



Oé’n
ot — 1)

Nieobcigzonym estymatorem wielkosci v(t) bedzie wielko$¢, ktérej wartosé oczekiwana
wynosi 0. Poniewaz E(e(t)) = 0, bedzie to Y j—; h(k)e(t — k)
jednoczesnie estymator minimalizujacy Sredni btad kwadratowy predykcji.

O(t|t — 1). Jest to

(29)



Sygnat wyjsciowy modelu liniowego dyskretnego jest dany wzorem:

y(t) = G(2)u(t) + v(t) (30)

Zatbézmy, ze chcemy przewidzie¢ warto$¢ y(t) na podstawie danych {u(s),y(s)} w
chwilach poprzednich i wartosdci wejscia w chwili ¢:

§(t) = G(2)u(t) + o(tlt — 1) = G(2)u(t) + (1 - H7(2)) v(t)

= Gu(t) + (1 - H'(2)) (y(t) — G(2)u(t))

= H7'(2)G(2)u(t) + (1 - H(2)) y(t) (31)
Stabilne rozwiazanie istnieje, jezeli H nie ma zer, a G nie ma biegunéw poza kotem
jednostkowym.

Btad predykcji: y(t) — g(t|t — 1) = e(t).
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W przypadku modelu ARX: G = B/A, H = 1/A i otrzymujemy réwnanie (1):
§(t) = Bu(t) + (1 = A)y(),
ktére zapisaliémy jako: §(t) = ¢T - 0 i wyznaczyliémy z regresji liniowej wektor
parametréow 6.

(32)
W przypadku modelu ARMAX: G = B/A, H = C/A otrzymujemy réwnanie:
Cy(t) = Bu(t) + (C — A)y(t)
przepisujemy je jako:

(33)

(34)
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teraz wektor 6 tworzg wspotczynniki wielomianéw B, 1 — A i C' — 1, a wektor ¢ tworza
wektory u(t), y(t) i e(t). Zauwazmy, ze wektor e(t) zalezy réwniez od 6 (regresja
pseudoliniowa):

g(t) = o7 (6) - 6 (35)
Uwaga ta dotyczy réwniez modeli BJ, OE, MA, ARMA.

Zastosowanie metody RLS do modeli z nieliniowa zaleznoécia estymatora wyjscia od
parametréow modelu nazywa sie metoda RELS - Recursive Extended Least Squares
(rekurencyjna metoda regresji pseudoliniowej). Jej zbiezno$¢ w sektorze parametréw c;
jest powolna.

W tych klasach modeli estymatora wektora parametréw uktadu poszukuje sie
efektywnie metoda Gaussa-Newtona.



Zatézmy, ze nie potrafimy wyznaczy¢ miejsca zerowego funkcji pewnej funkgji
f € CY(R,R) i musimy je wyznacza¢ numerycznie.

Startujemy z pewnego punktu xzg, dla ktérego ) 1 /(=)
f(zo) # 0. Rozwijamy funkcje w szereg wokét
punktu zg:

0= f(z) = f(xo) + f'(zo)(x — x0)  (36)
x~ xo — f(20)/f (o) B7) "

Szereg jest uciety, wiec wzor jest przyblizony

Metoda Newtona

u]
L)
l
n
it
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Zatézmy, ze poszukujemy numerycznie minimum pewnej funkcji f € C?(R, R).
Poszukujemy zatem zera pochodnej, wzér rekurencyjny w metodzie Newtona przyjmie
postac:

Tnt+l = Tp — f/(xn)/f”(xn)
W przypadku funkcji f € C?(R",R) wielu zmiennych:

(38)
Tpg1 = Tn — H_l(f)(l'n)ﬁf(wn)T?

gdzie H(f) oznacza macierz drugich pochodnych (Hessian).

(39)
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przyjmie postac:

W metodzie Gaussa-Newtona zaniedbujemy pierwszy czynnik w (42) i wtedy (39)
6—= (JTn"'ure

(43)

(40)
(41)

(42)




Kolejng modyfikacja metody jest zakonczenie jej na jednym kroku:
Oni1 = 0n — (T In) T Ena

W przypadku liniowym mamy Jy1 = —<I>7];,+1 i otrzymamy:

(44)
= (On+102% 1) PN 1Y

Oni1 =08 + (N1 PRy 1) Oyt (Y — PR 0n)
i otrzymujemy estymator metody najmniejszych kwadratéw.

(45)
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Przeksztatcajac réwnanie predykcji w modelu ARMAX (33):
Cy(t) = Bu(t) + (C = A)y(t)
Ce(t) = Bu(t) — Ay(t)
otrzymujemy réwnanie uchybu predykcji.
0 otrzymamy:

(46)
Béiniczkujqc powyzsze réwnanie po sktadowych wektora parametréw uktadu ARMAX
_1,0e(t) . de(t) 1
Clz~H =" = y(t — =
NGl =ut—i) = G
_1,0¢e(t) .
Cz )= =t —
()Gt =t 1) =
t
e(t —i) + O(Z—l)ag—g _

1
obi
=0

ozn

—C(z_l)y(t—i) = —y
de(t)

C Ty u(t — 1)
de(t)

Pt 1)
ozn

_ 1

8Ci -

uf' (t — i)



Macierz J w (44) tworza wartoéci sygnatéw filtrowanych 4,
—yFn-1) ... —yF(n-ny) wf(n-1) ...
J — —yF(n-2) ... —yFn—1-ny) wF(n-2) ...

’U/F, €F:
uwF(n—ny) —ef(n—1)
uwF(n—1-ny) —ef(n-2)

—eF(n—nc)

—eF(n—1-n¢)

(48)

Jezeli ARMAX — ARX, to C(z71') = 1 = sygnaty nie s3 filtrowane i blok mnozacy
uchyb predykcji znika z macierzy J = macierz J staje sie¢ macierza ®, a poprawka w
metodzie jest dokfadnie estymatorem metody najmniejszych kwadratéw.
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Przejécie od metody najmniejszych kwadratéw do jednokrokowej metody G-N
wykonujemy, zamieniajac macierz ® na macierz —J7. Wzér rekurencyjny metody RLS
przejdzie po takiej zmianie na:

Ony1 =0ON + PyiiNiientt,
Pyy1 =Py —

PNYN1¥ 41 P

L4+ ¢k PNYUNgr
gdzie Y1 = 696,}—’\]4_1 = —Voyn+1(0n).

(49)
(50)

Metoda ta nosi nazwe RPEM - Recursive Prediction Error Method.
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Jezeli do modelu o nieliniowej zaleznosci estymaty wyjscia od parametréw modelu
zastosujemy metode RLS, to takie postepowanie nosi nazwe RELS - Recursive

PseudoLinear Regresion - ekstrapolacja metody poza zatozenia, przy ktérych zostata
wyprowadzona.

W przypadku ARMAX, odstepstwo od metody RPEM polega na zaniedbaniu
filtrowania wektora ¢p:

YN = C(z_1)¢N (51)

metoda ta zbiega do poprawnego rezultatu gdy:

1 1
>
Yw ReC(eW) 5 (52)

o & = = T 9ace
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Zatézmy, ze wyjscie uktadu w modelu jest obarczone szumem Vj:

Y/(N) = &7(N)fy + Vo(N) (53)

Estymator metody najmniejszych kwadratéw jest nieobcigzony: E(§N — 50) = 0. Nie
osigga on jednak swojej wartosci oczekiwanej w granicy dla jednej serii pomiaréw:

5 o 1
lim Oy — 0y = lim R(N)™! lim 2T (N)

N—oo N—oo N—oo
1 N
1 yg
= A}lm R(N) A}lm I tEZI (t)vo(t) (54)

Réznica ta bedzie réwna 0, jezeli v jest nieskorelowany z wierszami ®, czyli z
wektorem warto$ci wyjsciowych.

Jezeli vy nie jest szumem biatym, jest na ogdt skorelowany z wyjsciem.



W takiej sytuacji w réwnaniu na estymator metody najlepszych kwadratéw:
1 N - - T:’
LI CORECIDYRT
t=
Zastapimy wektor $(t) pewna jego funkcja 5(t):

1 XL R
¥ 240 (w0 - a0y =0,
t=1
od ktérej bedziemy wymagaé, by byta nieskorelowana z vy:

(55)

—

E ({(t)uo(t) =0

(56)
1 2\ 7T
det 3 S0 £0
variables).

(57)
(58)

[m]

=

Sktadowe wektora ((t) nazywamy zmiennymi instrumentalnymi (IV - instrumental
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—

Macierz, ktérej kolumnami sa ((¢) w kolejnych chwilach czasu, bedzemy oznaczaé jako
Z.

Rozwigzaniem réwnania (55) jest:
o8 = (zo")"'zy (59)

Jezeli Z = @, to otrzymujemy estymator metody najmniejszych kwadratéw.

Zmienne instrumentalne dobieramy tak, by byty niezalezne od szumu, ale mozliwie

—

silnie skorelowane z wektorami ¢(t) (kolumnami macierzy ®(t), regresorami).

Praktyczna metoda doboru jest zastagpienie w Z wyjs¢ z uktadu (skorelowanych z
szumem) przez wejscia filtrowane przez transmitacja ukfadu, otrzymang najpierw za
pomoca metody najmniejszych kwadratow.

Prostsza metoda jest zastgpienie wyjS¢ przez przesuniete w czasie wyjscia.



Powtarzajac kroki w wyprowadzeniu algorytmu RLS, mozemy wyrazi¢ wzér na Oy
przez On_1 oraz (N i ON:
Oy =0On_1+ PnCyen
Py =Pn_1—

Pn_1(N¢ N Pn_1

1+ ¢l Py_1Cn

(61)

Do powyzszych wzoréw mozemy wprowadzi¢ wspdtczynnik zapominania:

On = 0n_1+ PnCyen
1
Py = X (PN—I -

Pn_1{n¢NPn_1

A+ o Py_1Cn )

(60)
Otrzymujemy w ten sposéb rekurencyjny algorytm zmiennych instrumentalnych (RIV).

(62)
(63)
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