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Grupy cykliczne

Definicja:

Jezeli kazdy element grupy G jest postaci a” dla pewnego a € G,
to méwimy, ze grupa G jest grupa cykliczng o generatorze a.
Zapisujemy to jako G = (a)

Fakt: Dla kazdego elementu a € G zbidr jego poteg tworzy
podgrupe cykliczna grupy G

Definicja:

Dla kazdego elementu a € G okreSlamy rzad elementu a jako
rzad podgrupy cyklicznej generowanej przez ten element.
Réwnowaznie: jest to najmniejsza liczba naturalna k dla ktérej

ak:e.
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Grupy cykliczne

Whiosek: (z tw. Lagrange'a) rzad elementu dzieli rzad grupy.

Whiosek: Kazda grupa G o rzedzie pierwszym:
@ jest grupa cykliczna
e ma tylko dwie podgrupy: {e} oraz G

@ kazdy element rézny od e jest jej generatorem

Twierdzenie: (Klasyfikacja grup cyklicznych)
Grupa cykliczna G jest izomorficzna z:

@ Z,, gdzie n= (G : e)

® 7, gdy jej rzad jest nieskonczony
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Mozliwe grupy o rzedzie ztozonym

Rozwazmy grupe o 6 elementach.

Jezeli zawiera element o rzedzie 6, to jest cykliczna i izomorficzna
z Ze. W przeciwnym wypadku elementy moga mie¢ rzedy 2 lub 3.

Twierdzenie: (Sylowa)
Jezeli (G : e) = p" - m, gdzie p jest liczbg pierwsza i
NWD(p, m) =1, to:
e Istnieje w G podgrupa rzedu p”. llos¢ tych podgrup n, jest
réwna 1 (mod p) i np|m.
@ Podgrupy te s3 ze soba sprzezone - jedynym elementem
nalezacym do dwéch z nich jest e.

Whiosek: Jedyna grupa niecykliczng rzedu 6 jest grupa S3

Cwiczenie: Wyznacz wszystkie grupy rzedu 15.
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Tabelka Cayleya

W grupie symetrii tréjkata réwnobocznego mamy dwa obroty
(wzajemnie odwrotne) i trzy odbicia. Tabelky dziatania jest:

e h b B O O
h e Owo Oxuo b 3
b | Ouo e O B h
I | O O e h I
Owo | K h h Oy e
Ooo | b I3 h e O

Cwiczenie: Wypetnij tabelke dziatar dla grupy symetrii kwadratu
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Twierdzenie Cayleya

W tabelce, kazdy wiersz jest permutacja wiersza pierwszego.
Tabelka przypisuje kazdemu elementowi grupy pewna permutacje
ciggu n elementéw.

Twierdzenie: (Cayleya)

Kazda grupa rzedu n jest izomorficzna z podgrupa S, (grupy
permutacji zbioru n-elementowego)

Podgrup rzedu n grupy S, (o n! elementach) nie jest tak duzo jak
by sie mogto wydawa¢d

http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_small_groups


http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_small_groups

Grupy Z7

Przez Z} oznaczamy zbiér elementéw odwracalnych pierscienia Zj,
Zbidr ten jest grupy abelowa ze wzgledu na mnozenie.

Rzad tej grupy okresla funkcja Eulera ¢(n).

Pierwiastkiem pierwotnym z liczby p nazywamy kazdy generator
grupy Z%, czyli element b dla ktérego:
b*(") =1 (mod p)

Vr < ¢(b) b"# 1 (mod p)
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Grupy Z7

Jezeli liczba p jest pierwsza, to istnieje jej pierwiastek pierwotny

W druga strone implikacja nie zachodzi.

Przyktad: Kolejne potegi liczby 5 w Zg wynosza 5,1,5, ..., zatem
rzad elementu wynosi 2, tyle ile ¢(6).

Jezeli w Zj, istnieje element rzedu n — 1, to n jest liczba pierwsza. '

Jezeli G jest grupa abelowa, oraz jej dwa elementy maja rzedy p i
q, to ich iloczyn ma rzad NWW(p, q).
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Logarytm dyskretny

Definicja:
Logarytmem dyskretnym z liczby x przy podstawie b modulo n
nazywamy liczbe y € {0, ¢(n) — 1} taka, ze

b = x

Dziedzing logarytmu s3 elementy Z,.

log), : Z, — {0, ¢(n) — 1}

Uwaga: Zeby logarytm byt dobrze okreslony w Z, za podstawe
mozna bra¢ tylko generator grupy Z;. Logarytm jest okreslony
tylko dla grup cyklicznych.
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Logarytm dyskretny

Przyktad: Tabelka wartosci logarytmu przy podstawie 2 w ciele
Z11. Ciag poteg 2: 1,2,4,8,5,10,9,7,3,6

01 2 3 45 6 7 8 9 10
- 018 2 4 9 7 3 6 5

Przyktad: Tabelka wartosci logarytmu przy podstawie 7 w ciele
Zq11. Ciag poteg 7: 1,7,5,2,3,10,4,6,9,8

01 2 3 45 6 7 8 9 10
- 03 46 27 1 9 8 5

Przyktad: Tabelka wartosci logarytmu przy podstawie 3 w
pierécieniu Zig. Ciag poteg 3: 1,3,9,7

0 1 2 3 45 6 7 89
~ 0 - 1 - - - 3 - 2
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Logarytm dyskretny

Logarytm dyskretny jest funkcja réznowartosciows.

Grupa cykliczna (Z3, ) jest izomorficzna z grupa cykliczna
(Zo(n), +)-

Izomorfizm ten jest zadany przez logarytm dyskretny.

Izomorfizm odwrotny zadany jest przez funkcje wyktadniczg o tej
samej podstawie.

Podobnie, dla liczb rzeczywistych logarytm o dowolnej podstawie
y = log,(x) ustala izomorfizm pomiedzy grupami (R, ) oraz
(R, +). lzomorfizmem odwrotnym jest funkcja x = a*.
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