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Btedy transmisji i kodowanie nadmiarowe

Zaktadamy, ze przy pewnym matym prawdopodobienstwie € przy
transmisji bit zmienia warto$¢. Kanat jest bez pamieci, czyli
zmiany wartosci kolejnych bitéw sa od siebie niezalezne. Podobnie,
przy przechowywaniu informacji na no$niku moze zajs¢ z matym
prawdopodobienstwem zamiana wartosci bitu.

Mozemy dowolnie zmniejszy¢ prawdopodobiefstwo btedu w
przekazie informacji przez kodowanie nadmiarpwe - do
kodowania informacji uzywamy tylko podzbioru mozliwych
sekwencji znakéw z alfabetu (bitéw).

Przyktad: Stowo nadmiarpwe bez problemu odczytujemy jako
nadmiarowe
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Przyktad

Przyktad: Kodujemy 0 jako 000 a 1 jako 111.

Tréjke dekodujemy jako 0 gdy ma wiecej zer i jako 1 gdy ma
wiece] jedynek.

Przeskoczenie jednego bitu wygeneruje sekwencje

001,010, 100,110,101, 011, ktére bez trudu mozemy poprawié.
Btad popetnimy dopiero, gdy przynajmniej dwa bity z trzech
zmienig wartosc.

Prawdopodobiefistwo bfedu zmniejszyto sie z €(3 — 3¢ + €2) ~ 3¢
do €2(3 — 2¢) ~ 3¢2.

Kodowanie przez powtarzanie
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Definicja: (Odlegtos¢ Hamminga)
Odlegtoscia Hamminga dwdch elementéw w Fy nazywamy funkcje:

d(z,y) = #{i : 2 # yi}

Fakt:

Funkcja d : Fy x Fi' — N jest metryka, tzn. spetnia trzy warunki:
o Va,y d(z,y) 2 0A (d(z,y) =0 < z=y)
o Vr,y d(z,y) = d(y,x) - symetryczno$é

e d(z,y)+d(y,z) =d(z,2) - nieréwno$¢ trdjkata

Dowéd: Cwiczenie
Definicja: (Kula domknieta)

Kula domknieta (w metryce Hamminga) o promieniu r i $rodku w
o nazywamy zbior:
B(C,r) = {x: d(x,z0) <7}




kodowych).

Kodem dtugosci n nad [, nazywamy zbiér C' C Fy (zbidr stéw

Dekodowanie stowa s € ' polega na znalezieniu najblizszego
stowa kodowego

minimalna odlegto$¢ kodu to odlegtos¢ pomiedzy najblizszymi
stowami kodowymi:

dmin(C) = min{d(z,y) : x,y € C}
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e Méwimy, ze kod C' C Fy wykrywa ¢ btedéw, jezeli odlegtos¢

Hamminga dowolnych dwéch stow kodowych jest wieksza od t.
e Méwimy, ze kod C' C Fy koryguje r bteddéw, jezeli dla
kazdego stowa y € Fy istnieje co najwyzej jedno stowo kodowe
x € C takie ze d(x,y) <.

Kod o minimalnej dtugosci d wykrywa d — 1 bteddéw i koryguje
|(d—1)/2] btedéw

Dowdd: Cwiczenie

DA




Jak zbudowaé kod o danej mocy #C' i maksymalnej odlegtosci
minimalnej?

Jezeli kod C' C Fy koryguje r btedéw, to

o R ) P

Dowdéd: Wyrazenie w nawiasie to ilos¢ elementéw w kuli o
promieniu r

Dla kodu €' C Fy o min. odlegtosci d zachodzi #C' < gl

Kody dla ktérych zachodzi réwno$¢ nazywamy MDS (Maximum
Distance Separable)

- o = DA
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Definicja: (kod liniowy i wymiar kodu)
o Jezeli C C Fy jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni [y, to
kod C' nazywamy kodem liniowym.

@ Wymiar podprzestrzeni C' nazywamy wymiarem kodu.

Definicja: (macierz kontroli parzystosci)

Macierz H¢o rzedu n — k spetniajaca warunek:
VeeC H-xz=0
nazywamy macierzg kontroli parzystosci kodu C' o wymiarze k.

Definicja: (macierz generujaca)
Macierza generujaca kodu C' o wymiarze k nazywamy dowolna
macierz G rzedu k spetniajaca warunek He - GT =0

Wiersze macierzy GG tworza baze przestrzeni C, a wiersze macierzy
H baze jej dopetnienia ortogonalnego.



Przyktad: Niech G = [I}, A]. Wtedy H = [-AT I,,_]. Kod taki
nazywamy kodem systematycznym.
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Dekodowanie kodu liniowego

w = Hy nazywamy syndromem stowa y.
Inicjalizacja:

© Dla kazdego mozliwego stowa wyznaczamy najblizsze stowo
kodowe - generujemy stownik dekodujacy

@ Rozbijamy stownik na mniejsze stowniki grupujace klucze o
tym samym syndromie - tworzymy stownik przypisujacy
syndromowi jego stownik dekodujacy

Dekodowanie:

Dla przychodzacego stowa znajdujemy syndrom i dekodujemy je
przy pomocy odpowiadajacego mu stownika dekodujacego.



Kod liniowy nazywamy cyklicznym, jezeli dla kazdego stowa

kodowego y = (ag, - .., an_1) stowo 3 = (an—_1,a0,-..,a,_2) jest
réwniez stowem kodowym.

Poprzez odwzorowanie (ag, ..., a,_1) — ag+ a1 X +...ap_ 1 X"
mozna utozsamic przestrzen liniowg Fj z pierscieniem wielomianéw
F[X]/(X™ — 1). Mnozenie w pierscieniu przez X odpowiada
przesunieciu cyklicznemu.

e yX)elC <= X .yX)eC
o y(X)eC — Vr(X) e FIX]/(X™"-1)

r(X)-y(X)eC
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Twierdzenie: (O istnieniu generatora)
Niech C' C F[X]/(X™ — 1) bedzie kodem cyklicznym wymiaru k.
Istnieje doktadnie jeden wielomian g € F[X]/(X™ —1) o
wtasnosciach:

o C={f glf(X) e FIX]/(X" - 1)}

@ degg=n—k
Wielomian g dzieli wielomian X™ — 1. Wielomian ten nazywamy
generatorem kodu C'.

Dowdéd: Bez dowodu.

Whiosek: Tyle jest kodéw cyklicznych nad [, dfugosci n i wymiaru
k ile wielomian X™ — 1 nad ciatem Fy ma dzielnikéw stopnia n — k.
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Przyktad: Sprawdzmy, ze w pierscieniu Zs[X | wielomian z — 1
dzieli wielomian 3 — 1.

Sprawdzmy, co jest wynikiem mnozenia wielomianéw z
Zo|X]/(X3 —1) przez x — 1:

000 — 0 — 0 — 000
001 — 1 —- x+1 — 011
010 — r — x’+2 — 110
011 — r+1 — 2241 — 101
100 — 22 — *+1 — 101
101 — 2?+1 — 224z — 110
110 — 2?4+ — z+1 — 011
111 — z224+z+1 — 0 — 000

Widzimy, ze uzyskany kod jest kodem cyklicznym.

deg(x +1) =n — k = 3 — 2. Wymiarem kodu jest 2. Rzeczywiscie,
22 = 4, tyle ile stéw kodowych.

Cwiczenie: Sprawd? ze w Zo[X] 2% + = + 1 jest dzielnikiem % — 1
i sprawdz jaki kod on generuje.



Niech g(X) = gn—k X" + gnk1 X" F 1+ ... 1 X + g0
bedzie generatorem kodu cyklicznego o wymiarze k.

Zdefiniujmy h(X) = ho + hi X + -+ hp X* = (X" — 1)/g(X).
Wéwczas macierz

ho hy -+ hp 0 - 0
0 ho h1 - hg

o el e, ey 0
0 --- 0 hy hy - hy

jest macierza kontroli parzystosci kodu C

Dowéd: Cwiczenie
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Definicja: (kod RS)

Niech q - potega liczby pierwszej i A - n-elementowy
réznowartosciowy cigg elementéw [F,. Dla k < n kod
{f(A) : degf < k} C Fy nazywamy kodem Reeda-Solomona.

Twierdzenie: (wtasnosci kodu RS)
@ Kod RS jest kodem wymiaru k
@ Kod RS jest kodem MDS

Dowdd: Kazdy wielomian prowadzi do innego stowa kodowego
— #C =q"

Dwa r6zne wielomiany stopnia < k moga mieé co najwyzej k — 1
punktéow wspélnych — dpin 2 n—k+1

Istnieja dwa wielomiany dla ktérych punktéw wspélnych jest
dokfadnie k — 1 = dpin <n—k+1.

Minimalna odlegto$¢ kodu wynosi zatem n — k + 1

gt dmintl = ok = 4O wiec kod jest kodem MDS I

Uwaga: Dla odpowiedniego wyboru ciggu A kod RS jest cykliczny.
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