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Relacja przystawania

Méwimy, ze liczby a,b € Z przystaja modulo m (co oznaczamy
jako a = b (mod m)), jezeli

m|(a — b)

Przystawanie zachowuje dziatania dodawania, odejmowania i
mnozenia. Jezeli a = b (mod m) oraz ¢ = d (mod m), to
@ a+c=0b+d (mod m)

@ a—c=0b—d (mod m)
@ a-c=b-d (modm)
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Zachowywanie dziatan

@ dodawanie:

(a+c)—(b+d)=(k+1)-m

@ mnozenie:

ml|(a—b)Am|lc—d) = a—b=k-mAc—d=1-m

ml|(a—b)Am|lc—d) = a—b=k-mAc—d=1-m

ac — bd = ac — ad + ad — bd = a(c — d) + d(a — b)
=a-l-m+d-k-m=(a-l4+d-k)m

@ odejmowanie - ¢wiczenie
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Dziatania w zbiorze 7Z,,

Wynik dziatania w zbiorze Z,,, okre$lamy jako klase abstrakcji
wyniku dziatania na reprezentantach argumentéw dziatania.

[a] +m [b] = [a + 0]
[a] = [b] = [a — 0]
[a] - [b] = [a - 0]

Definiujemy dziatania na klasach abstrakgji [al, [b] € Z,
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Dziatania w zbiorze Z,,

Zbidr reszt jest zatem wyposazony w dziatania dodawania,
odejmowania oraz mnozenia:

@ dodawanie jest faczne i przemienne

@ element [0] jest elementem neutralnym dodawania oraz dla
kazdego elementu istnieje element przeciwny

@ mnozenie jest faczne i przemienne
@ [1] jest elementem neutralnym mnozenia

@ dodawanie jest rozdzielne wzgledem mnozenia

Definicja:
Zbidr z tak okreslonymi dziataniami jest pierscieniem
(przemiennym z jedynk3).
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Dzielenie w Z,,

Element [a] € Z,, nazywamy odwracalnym, jezeli istnieje element
[b] € Zy, do niego odwrotny, tj. taki, ze a - b (mod m) = 1.
Fakt: Element [a] jest odwracalny <= NWD(a,m) = 1.
Dowéd: Jezeli NW D(a,m) =1, to za + ym = 1, zatem
rza—1=y-m

Z drugiej strony, jezeli [a] - [b)] =1, toab—1=k-m =

ab+ (—k) -m =1, zatem 1 jest wielokrotnoécia NW D(a,m),
wiec NWD(a,m) = 1.

Whiosek: Elementu odwrotnego mozna szukac rozszerzonym
algorytmem Euklidesa za +bm =1 = [a]~! = [2]

Whiosek: W zbiorze Z,, okreslone jest dzielenie <= wszystkie
jego niezerowe elementy sg odwracalne <= m jest liczba
pierwsza.

Pierscien z dzieleniem nazywamy ciatem.
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llos¢ elementéw odwracalnych

Fakt:

Funkcja Eulera ¢(m) przypisuje liczbie m ilos¢ elementéw
odwracalnych w Z,,.

Przypomnienie:

_ o1

@ Jezeli p jest liczba pierwsza, to ¢(p®) =p* ' (p—1). W
szczegblnosci ¢(p) = p — 1 (wszystkie niezerowe elementy
ciata Z, sa odwracalne).

e Jezeli n,m s3 wzglednie pierwsze, to ¢(n - m) = ¢(n) - p(m).

Cwiczenie: Wyznaczy¢ iloé¢ elementéw odwracalnych w
pierécieniach Z4, Zgg, Zgo, Z36



Zbiér Zon, Pierscienie i ciata Pierscienie wielomianéw Ciata Galois Kongruencje
oo 00000e0 00000000 oo 000000000

Mate twierdzenie Fermata

Twierdzenie Fermata:

Jezeli p jest liczba pierwsza, i ~ pla, to:

a?~! =1 (mod p)

Uogdlnienie na liczby naturalne:

Twierdzenie Eulera

NWD(n,a) =1 = a*™ =1 (mod n)

Dowéd: Niech {r1,...,7¢(n} - liczby z przedziatu [1,n) wzglednie
pierwsze z n. Liczby a - r;(mod n) sa dalej wzglednie pierwsze z n,
poniewaz s3 to liczby parami rézne, s3 to te same liczby z
doktadnoscia do permutacji:

To(n) =T1 """ T¢(n)( Mmod 1)
a®™ = 1(mod n)O



Pozwala to znajdowa¢ odwrotno$¢ dowolnego elementu
odwracalnego a € Z,:

o' =a®™~1 (mod n)

Twierdzenie to bedzie w dalszej czesci wyktadu podstawa funkg;ji
szyfrujacej w szyfrowaniu RSA.
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Pierscien wielomiandéw

Definicja:
Niech A bedzie pewnym pierécieniem.

@ Wielomianem nad A nazywamy wyrazenie formalne
f=>paz", gdzie a; € A, ap, # 0. a,, nazywamy
najwyzszym wspoétczynnikiem

@ Liczbe n nazywamy stopniem wielomianu f i oznaczamy

jako deg(f).
@ Zbiér wielomianéw nad A oznaczamy jako A[X].

Fakt:
@ A[X] ma dzielniki zera, wtw gdy A ma dzielniki zera.
© deg(f +g) < max(degf, degg),

© deg(fg) < degf + degg, réwnos¢ wtw, gdy nie ma dzielnikéw
zeraw A.
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Rozktadalnosé wielomianow

Od tej chwili ograniczamy sie do pierécieni wielomianéw nad
pewnym ciatem K.

Definicja:

@ Moéwimy, ze wielomian g dzieli wielomian f, jezeli f = gh dla
pewnego wielomianu h.

@ Wielomian f jest nierozktadalny, jezeli nie istnieje zaden
rozktad f = gh, gdzie degh > 0 (element pierwszy pierscienia
K[X]).

@ Wielomiany f i g s3 stowarzyszone, jezeli r6znia sie o skalar.

@ Wielomian nazywamy unormowanym, jezeli najwyzszy
wspdtczynnik jest réwny 1.
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Rozktadalnosé wielomianow

Fakt:
@ Kazdy wielomian mozna przedstawi¢ jako iloczyn wielomianéw
nierozkfadalnych. Rozkfad jest jednoznaczny z doktadnoscia
do kolejnosci czynnikéw i stowarzyszenia.

@ Kazdy wielomian unormowany mozna przedstawi¢ jako iloczyn
unormowanych wielomianéw nierozktadalnych. Rozktad jest
jednoznaczny z dokfadnoscia do kolejnosci czynnikéw.

Twierdzenie (Dzielenie wielomianéw z reszta):

Niech f,g € K[X], g # 0. Istnieja wéwczas jednoznacznie
wyznaczone wielomiany g, r takie ze f = qg + r i degr < degg.
Wielomian r nazywamy reszta z dzielenia f przez g i oznaczamy
jako f mod g.
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Najwiekszy wspdlny dzielnik

Definicja:
Wielomian najwyzszego stopnia sposréd wielomianéw
unormowanych dzielgcych jednoczesnie wielomiany f i g nazywamy

ich najwiekszym wspoélnym dzielnikiem i oznaczamy jako
NWD(f,g).

Definicja:
Wielomiany f, g nazywamy wzglednie pierwszymi, jezeli
NWD(f,g) = 1.

Najwiekszy wspdlny dzielnik wielomianéw f i g wyznaczamy za
pomoca algorytmu Euklidesa.
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Relacja przystawania

Definicja:
Méwimy, ze dwa elementy a,b € K[X] przystaja do siebie modulo

f, jezeli f|(a —0).

Fakt:

Relacja przystawania jest relacja réwnowaznos$ci, zachowujaca
dziatania dodawania, mnozenia, odejmowania.

Dowdd: Analogiczny jak dla relacji przystawania liczb modulo n.

Definicja:
Zbiér klas abstrakcji powyzszej relacji oznaczamy jako K[X]/f i
nazywamy pier§cieniem reszt modulo f.
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Pierscienie reszt

Twierdzenie:
K[X]/f={g € K[X]: degg < degf}

Dowéd: Cwiczenie
O elementach pierécienia decyduje tylko stopien wielomianu f,
natomiast jego posta¢ decyduje o tabelce dziatan.

Twierdzenie:

Pierscien K[X]|/f jest ciatem wtw gdy f jest wielomianem
nierozktadalnym w K[X].

Dowdd: Nierozktadalnos¢ zapewnia brak dzielnikéw zera, a
rozszerzony algorytm Euklidesa istnienie elementu odwrotnego.

Przyktad: Pierécien R[X]/(X? + 1) jest ciatem.
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Przyktad pierscienia reszt

Wielomian X2 + 1 € R[X] jest nierozktadalny, zatem pierscieA
R[X]/(X2% + 1) jest ciatem. Jego elementami s3 wielomiany
stopnia < 1 nad R.

Pomnézmy przez siebie dwa takie wielomiany a1x + b1 i asx + bo.
Otrzymamy wielomian:

ajasx® + (a1be + agby)x + bibo
= ajas(z? + 1) 4 (arbs + agby)x + (biby — ajas)
~ (arba + agb1)z + (b1ba — ajas)

Co to za ciato?

Przyporzadkowanie ax + b = ai + b ustala izomorfizm miedzy
R[X]/(X?% + 1) a C (taka sama definicja mnozenia).



Izomorfizm pierScieni

Izomorfizmem pierscieni A i B nazywamy bijekcje ¢ : A — B
(odwzorowanie 1-1), ktéra zachowuje strukture pierscienia:
@ O(a—0) =

= ®(a) — 2(b)
(= 2(04) =05, @(-A4)=-2(4))
e ®(a-b Y =®(a) - ®(b)"L (= D(14) = 1p,
®(A~1) = ®(A)~! dla elementu odwracalnego)

Cwiczenie: Pokaza¢, ze ® : R[X]/(X? +1) — C jest
izomorfizmem pierscieni.
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Definicja:

Niech 1 - element neutralny mnozenia w pierscieniu R.
Najmniejsza liczbe elementéw sumy: 1+ --- 4+ 1 = 0 nazywamy
charakterystyka pierscienia R i oznaczamy jako char(R).
Jezeli nie istnieje tak suma, to przyjmujemy char(R) = 0.

Przykfady:
e char(C) = char(R) = e char(Z,)=n
char(Q) = char(Z) =0 e char(R[X]) = char(R)

Twierdzenie:

@ Jezeli F jest ciatem skoficzonym to char(F)=p € P i
#I' = p" dla pewnegon € N. Dlan =1 F = Z,,.

@ Odwrotnie, Vp € P,n € N istnieje wielomian nierozkfadalny
stopnia n w Z, = istnieje ciafo o liczbie elementéw p".
Jest ono jedyne z doktadnoscia do izomorfizmu, oznaczamy je
jako [Fpn. W szczegélnosci F), = Z,,.
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Przyktad: Wszystkie wielomiany stopnia 2 nad Zo:
22, 2% + 1,22 + x, 2% + x + 1. Tylko ostatni jest nierozktadalny.

Mnozenie dwdch wielomiandéw aqx + by,asx + by modulo
22 +r+1:

ayasx® + (arby 4 ashy)x + biby
= ajaz(z + 1) + (a1by + agbi)x + biby
= (a1b2 + agb1 + ajaz)x + (b1be + a1az)

Tabelki dziatan w ciele Fy :
4+ 100 01 10 11 x |00 01 10 11
00|00 01 10 11{|/ 00|00 00 00 00
01|01 00 11 1014|0100 O1 10 11
1010 11 00 O1|f10|00 10 11 01
11|11 10 01 00|11 |00 11 01 10

Kongruencje
000000000
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Kongruencje liniowe jednej zmienne;j
Twierdzenie: Kongruencja liniowa ax + b =0 (mod n) ma
rozwigzanie wtw, gdy NW D(a,n)|b.
Dowdd: Szukamy rozwigzania w liczbach catkowitych réwnania:
—ar+ny==>o

Wiemy, ze réwnanie takie ma rozwiazanie wtw, gdy NW D(a,n)|b
O

Twierdzenie: Jezeli NW D(a,n)|b oraz d = NWD(a,n) > 1, to
réwnania: ax = b (mod n) oraz §x = g (mod %) maja ten sam

zbiér rozwigzan w Z.

Twierdzenie: Jezeli NW D(a,n) = d i d|b to réwnanie
ar = b (mod n) ma doktadnie d rozwiazah w Z,.
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Chinskie twierdzenie o resztach

Twierdzenie:

Jezeli liczby n1,...,n, sa wzglednie pierwsze, to dla dowolnych
liczb catkowitych b1, ..., b, uktad kongruencji liniowych:
x="0b; (modmn;), i=1,...,r

posiada rozwigzanie. Jezeli 1 i £ s3 rozwigzaniami tego uktadu,
to 1 =9 (mod ng - -+ - ny,).

Dowdd: Indukcja wzgledem 7
(P) Przypadek r = 1 jest oczywisty, zajmijmy sie przypadkiem
r =2

x =b; (mod nq) x = by (mod ngy)

Rozwigzaniem pierwszego réownania jest x = yny + b1,y € Z.
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Chinskie twierdzenie o resztach

Wstawiamy je do drugiego réwnania:
yn1 + by — by = 0 ( mod ny)

Kongruencja ta ma rozwigzania, poniewaz z zatozenia
NW D(ny,ng2) = 1. Jej rozwigzania wstawiamy do rozwigzania na
T.

Dla dwéch rozwigzan uktadu mamy nq|zq — zo oraz ng|x; — 9,
zatem poniewaz NW D(nj,n2) =1, to ning|x; — x2

(1) Zatézmy, ze teza jest stuszna dla uktadu k kongruencji. Oznacza
to, ze uktad ten mozna zapisaé przy pomocy jednej kongruencji:

Rozwigzujemy zatem uktad dwéch kongruencji - powyzszej i dla
k + 1. Ukfad ten posiada rozwigzania na mocy rozwazan z punktu

(P). Podobnie, dostaniemy ze z1 = x5 (mod (ng----- ng) - nks1) O



Chinskie twierdzenie o resztach

Przyktad:Jaka jest reszta z dzielenia liczby M =1 997 199 919
przez 15

Odpowiedz: M =4 (mod 5) oraz M =1 (mod 3), zatem M =4 (
mod 15).
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Kongruencje wielomianowe jednej zmiennej

Definicja:
Element a nazywamy pierwiastkiem wielomianu f
— (X —a)lf

Twierdzenie: (Lagrange'a)

Jezeli p jest liczba pierwsza, to wielomian a,x™ + -- - 4 ag (gdzie
an, # 0 (mod p)) ma najwyzej n pierwiastkéw w Z,,.

(jezeli przynajmniej jeden ze wspdtczynnikéw wielomianu nie jest
podzielny przez p)

Dowdd: Wynika z braku dzielnikéw zera w Z,,.

Uwaga: Jezeli wszystkie wspdtczynniki wielomianu sg podzielne
przez p, to rozwigzaniem kongruencji jest dowolna liczba catkowita.
Dowdd - proste ¢éwiczenie.
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Kongruencje wielomianowe jednej zmiennej

Twierdzenie (o podnoszeniu):

Niech p jest liczba pierwsza. Niech zy bedzie rozwigzaniem
kongruencji F'(x) = 0 (mod p*). Definiujemy zbiér T

T = {t}, F'(z0)t = —"5*)(mod p) gdy pfF"(wo)

T=0 gdy p|F'(zo) A p"THfF(z0)
T=A{0,...,p—1} gdy p|F'(z0) A p"|F(z0)

Rozwiazaniami kongruencji F'(z) = O(mod p**!)

do zp (z = o mod p*) sa zg + pFt, dlat € T.

redukujacymi sie

Kongruencje
[ele]elele] lofole]

Whiosek: Jezeli kongruencje F'(z) = 0 (mod p) oraz F'(z) =0 (

mod p) nie maja wspdlnych rozwigzan, to liczba rozwigzan
kongruencji pierwszej z nich jest réwna liczbie rozwigzan
kongruencji F'(x) = 0 (mod p¥) dla dowolnego k.
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Kongruencje wielomianowe jednej zmiennej

Whiosek: Jezeli p jest liczbg pierwsza nie dzielaca an, to dla
kazdego naturalnego k kongruencje:

2" =a (mod p) i 2" = a (mod pF)
maja tyle samo rozwiazan.

Fakt: Jezeli m ma rozktad m = m{" ---- - m&", to pierwiastki
wielomianu F' modulo m znajdujemy znajdujac najpierw
pierwiastki modulo potegi czynnikéw pierwszych, a nastepnie

stosujac chinskie twierdzenie o resztach.
Przykfad: Rozwigzmy kongruencje 2% — 3z +2 = 0 (mod 6).
6/(zx—1(z—-2) = 2zx—1)(xz—2) A 3|(xz—1)(xz—2)

Pierwsze réwnanie daje =0 V z =1 (mod 2). Drugie daje
x=1V =2 (mod 3). Rozwigzaniami w Zg s3: 1,2,4,5
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Kongruencje wielomianowe jednej zmiennej

Cwiczenie: lle najwiecej rozwigzan moze mie¢ wielomian
2t =323+ 422+ 20 —3=0w Z357

Odpowiedz: W Z5 i w Z7 s3 maksymalnie 4 rozwigzania, zatem w
Zss bedzie ich maksymalnie 16.

Cwiczenie: lle najwiecej rozwigzan moze mie¢ wielomian
224 2x — 3w Zig?

Odpowiedz: W Zj3 pierwiastkami wielomianu s3 0,1, a
pierwiastkiem pochodnej jest 2. Zatem w Zg wielomian bedzie
miat réwniez dwa rozwigzania. W Zy wielomian moze miec
najwyzej dwa rozwigzania, zatem w Zjg bedzie ich najwyzej 4.
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