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Definicja:
Funkcje f : N — Z nazywamy:
o multiplikatywng, jezeli
Vn,m NWD(n,m)=1 = f(nm)= f(n)f(m)
e catkowicie multiplikatywng, jezeli

Vn,m f(nm) = f(n)f(m)

Cwiczenie: Dla funkgji multiplikatywnej f(1) = 1.

Wtasnosci funkcji multiplikatywnych:
© /- multiplikatywna i n = Hle p;* - rozktad na czynniki
pierwsze, to f(n) = f(pi).
@ f - multiplikatywna, to g(n) = > dln f(d) - multiplikatywna

© f,g - multiplikatywne, to F'(n) = >y, f(d)g(7) -
multiplikatywna




Dowéd (1): Dla & = 1 mamy réwno$¢. Zatézmy, ze twierdzenie
zachodzi dla wszystkich liczb majacych r réznych czynnikéw
pierwszych i wezmy liczbe n majaca r + 1 réznych czynnikéw
pierwszych. n = [[;_; pf‘q’ - Pyt Obie liczby w iloczynie s3
wzglednie pierwsze, stad wtasno$é zachodzi dla liczby n OJ

Jezeli NWD(m,n) =1to dmn <= d=dida Adi|m A da|n.
Wtedy NWD(dl,dQ) =1i NWD(m/dl,n/dg) = 1.

Dowéd (2): Niech m, n-wzgl. pierwsze. g(mn) = > g,,,, f(d) =
D difm 2adaln [(drd2) = g m [(d1) X gy f(d2) = g(m)g(n) O

Dowéd (3):
F(mn) = Zd\mn f( ) (%) Zd1|m Zd2|n f(dldQ) (dldz) =
Dyl 2daln S (d1) f(d2)g (31 )9(35) = F(n)F(m) O




Przyktady funkcji multiplikatywnych

Q 7(n) =>4, - ilos¢ dzielnikéw liczby n
@ o(n) =>4, d - suma dzielnikéw liczby n

Fakt: 7(n) =[], (ax + 1), gdzie oy - krotnosci dzielnikéw
pierwszych.

Twierdzenie: [, d = nT(n)/2

Dowd6d: n = dd’. Mamy 7(n) takich rozktadéw. Mnozac je
stronami, dostaniemy:

W =T[d]]d,

din d'|n

Poniewaz oba czynniki s3 réwne, dostajemy teze []



Funkcja Eulera

Funkcja Eulera nazywamy funkcje: ¢(n) = > e n), Nw D (kn)=1 1
(ilos¢ liczb mniejszych od n i wzglednie pierwszych z n).

@ ¢ jest funkcja multiplikatywna
@ ¢(p*) =p* —p*t=p(1-1), dlapeP

P
Q ¢(n) = N pinpep (1 — %)
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Funkcja Eulera
Dowéd (1): Niech ng = #{k € [1,n] : NWD(k,n) = d}.
n=% ndZanZZQs(Z) —Y ¢ O
dell,n] dn dln dln

Dowdd (3): - policzy¢ ile jest liczb podzielnych przez p w
przedziale 1, p®.
Dowdd (4): - z punktu (3) i z multiplikatywnosci

Dowéd (2): - utdézmy liczby [0, ..., mn — 1] w macierz:
S 0
n+1 1
m—1
m
i n—1 i




Funkcja Eulera

Pozycja liczby N w tablicy to [N mod m, N mod n|. Zauwazmy,
ze jezeli NWD(n,m) =1 to n|N Am|N = mn|N.

Przy wypetnianiu tabliczy wrécimy do 0 dopiero dla wielokrotnosci
nm = cata tablica bedzie wypetniona.

NWD(d,mn) =1 < NWD(d,n) = NWD(d,m) =1,
chcemy wiedzied, ile liczb w macierzy jest wzglednie pierwszych
jednoczednie z n i z m.

Poniewaz NW D(km + r,m) = NW D(r,m), cate kolumny s3
wzglednie pierwsze z m albo nie. Podobnie, cate wierszami s3
wzglednie pierwsze z n albo nie.

lloé¢ liczb wzglednie pierwszych z nm jest réwna iloczynowi iloSci
liczb wzglednie pierwszych z n i z m [J



Funkcja Mobiusa
Funkcje Mobiusa p definujemy nastepujaco:
1 gdyn =1
p(n)

(—1)¥ gdy n jest iloczynem k réznych liczb pierwszych
(liczba bezkwadratowa)
0

w przeciwym wypadku

© . jest multiplikatywna
2] l/(n) = Zd|n :u‘(n) = 01n
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Funkcja Mobiusa

Dowdd (1): Jezeli jedna z liczb jest podzielna przez kwadrat liczby
pierwszej, to 0 =0

Jezeli obie s3 bezkwadratowe, wzgl. pierwsze, i maja odpowiednio
k il czynnikéw pierwszych, to ich iloczyn ma k + [ czynnikéw
pierwszych i (—1)F(=1)! = (1) O

Dowéd (2): Dla potegi liczby pierwszej: v(p®) = 30 (d) =
p)+pp)+-+up*)=1+(-1)4+0+---+0=0. Dla
pozostatych liczb z mutliplikatywnosci [



Twierdzenie Mobiusa o odwracaniu

9(n) = Xap f(d) <= f(n) = g1 (7) 9(d)

Dowdd: zabzn ,u(a)g(b) = Zabzn M(a) ch—b f( ) =
Zacd ,u(a)f(c) = Ecb:n f(C) Zad:b lu( ) cb n ( )615 = ( )

Dowdd (3): Stosujemy twierdzenie do funkgji

g(n) =n=3a, ¢(d) O
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