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Dzielenie catkowitoliczbowe

Gestosé liczb pierwszych
00000

Twierdzenie:

Dla kazdej pary liczb catkowitych (a, b) istnieje doktadnie jedna
para liczb catkowitych (g, r) spetniajaca réwnanie

a=qgb+r
przy warunku r € {0,...b — 1}. Liczby te oznaczamy nastepujaco:

@ g=adivbluba-+b iloraz catkowitoliczbowy liczb a i b

@ a modb reszta z dzielenia a przez b




Relacja podzielnosci

Mamy dane dwie liczby a,b € Z. Jezeli:

dkeZb=a-k

to méwimy ze liczba a dzieli liczbe b i ozaczamy ten fakt jako a|b

Relacja podzielnoéci | C (Z)? jest relacja czeéciowego porzadku
(zwrotna, stabo antysymetryczna, przechodnia).

Witasnosci relacji podzielnosci:

° alb = VceZ al(ch)
e albNalc = a|(b+¢), al(b—c)
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Najwiekszy wspdlny dzielnik

Definicja:

Najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b to najwieksza liczba
catkowita, ktéra dzieli obie liczby. Oznaczamy go jako NW D(a,b).
Lemat:

Jezeli 0 < a < b, to NWD(a,b) = NWD(b mod a,a)

Dowdd: Oznaczmy d = NW D(a,b).
b moda=b—(b+a)-a

d dzieli oba sktadniki po prawej stronie réwnosci, zatem dzieli lewa
strone (d|b,a = d|a,b mod a). W druga strong:
b=b moda+ (b+a)-a

d dzieli oba skfadniki po prawej stronie réwnosci, zatem dzieli lewa
strong (d|a,b mod a = d|b,a). Pary (b,a) i (a,b mod a) maja
te same wspdlne dzielniki, wiec réwniez NWD L[]
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Algorytm Euklidesa

(STAR-O alb Dowéd poprawnoéci algorytmu:

N dstawie lematu, NW D
(a,b)=(max{a,b},min{a,b}) ¢ 'a podstawie 'emattl, -
jest niezmiennikiem petli.

i o W kazdym przebiegu petli

T F liczby a i b sie zmniejszaja i nie
mozna dostaé liczby mniejszej
od 0, zatem petla skonczy
swoje dziatanie.

o Gdy petla skonczy dziatanie,
NW D bedzie réwny
NWD(a,0) = a.




/tozonos¢ czasowa

Twierdzenie: Algorytm konczy sie w mniej niz 2logy(a + b)
krokach.

Dowdéd: Dla dowolnych dwéch liczb a, b:

b+a modb<2b<2b(a+b) /+2(a modb)+ 2b
3(b+a modd) <2(a+b)

b+a modb< 2(a+b)

W kazdym przebiegu petli, suma liczb a, b zmniejsza sie
przynajmniej o %

1 <wynik+0 < (—) (a+b)

k< logs(a+1b) = %%b) < 2logy(a+b) O
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Rozszerzony algorytm Euklidesa

Twierdzenie (Tozsamos$¢ Bézout):
Niech a,b e Nid= NWD(a,b):
Q Istnieja x,y € Z takie, ze xa + yb = d.
@ Dla kazdych z,y € Z wyrazenie za + yb jest wielokrotnoscia d.

Dowdd (1): Udowodnimy indukcyjnie, ze w kazdym przebiegu

petli algorytmu Eulidesa liczby a,, i b, mozna przedstawié jako

kombinacje catkowitoliczbowsa liczb wejSciowych ag, by.

(P) Liczby ag i by sa swoimi kombinacjami w oczywisty sposéb

(I) Niech a,, = zqa0 + yabo oraz b, = xpap + ypbo. Wtedy
an+1 = Tpao + Ypbo, natomiast b1 = an, — (an + by)by, =
(a — b+ (an +bn))ao + (Yo — Y - (an =+ by))bo, zatem ap4q i
bn+1 zndw s3 kombinacjami catkowitoliczbowymi liczb ag i bp.

Zachodzi to réwniez dla ostatniego przebiegu petli, zatem wtasnosé
te posiada réwniez NW D(ag, by) O



Rozszerzony algorytm Euklidesa
(START)

a,b

|
(a,b)=(max{a,b},min{a,b})

|Xa=1; ya=0; xb=0; yb=1|

a=amodb (a,b) = (b,a)
(sTOP) xa -= xb * (a div b) (—| (xa,xb) = (xb,xa)
ya -= yb * (a div b) (ya,yb) = (yb,ya)
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Liczby pierwsze i wzglednie pierwsze

Definicja:
@ Liczbe naturalng p > 2 nazywamy pierwsza, jezeli jej jedynymi
dzielnikami naturalnymi sg 1 i samo p.
@ Zbiér liczb pierwszych bedziemy oznaczaé jako P

Liczby pierwsze mniejsze od 50:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, 37,41, 43, 47

Definicja:
Liczby naturalne a i b nazywamy wzglednie pierwszymi, jezeli
NW D(a,b) = 1.

Przyktad: Liczby 9 i 16 sa wzglednie pierwsze



Rozktad na czynniki pierwsze

Liczbe naturalng, ktéra nie jest liczba pierwsza, nazywamy liczba
ztozonag

Kazda liczbe ztozong da sie przedstawié jako iloczyn liczb
pierwszych.

Dowdd: Indukcyjny: Kazda liczba mniejsza niz n ma te wtasnos¢
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Jednoznacznosé rozktadu

Lemat (L1)
Niech a, b wzglednie pierwsze. Wtedy Ve a|lbc = alc ’

Dowdd: Jx,y xza 4+ yb = 1. Zatem xca + ycb = ¢. Poniewaz a
dzieli obie liczby po lewej stronie, dzieli tez prawa strone. [J

Lemat L2
Dla I. pierwszych p,q1,...,q, mamy plg; - - - - - g, = Jip=gq \

Dowdd: (indukcyjny) Dla n = 1: p|q1 (oczywiste)

CM:plar ey =
® Plgn+1 = P = qn+1 - OK
e NWD(p,qn+1) =1 i jednoczesnie plgy - - - - - gn+1. Stad (L1):

and. .
plgr - gn =5 Ji <nplg. O
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Jednoznacznosé rozktadu

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki:

Kazda liczbe naturalng mozna w sposéb jednoznaczny przedstawic
w postaci iloczynu:

_ o (e%
n_pl .....pr”“’

dla I. pierwszych p; < --- < p, oraz naturalnych wyktadnikéw «;.

Dowdd: Niech n bedzie najmniejsza liczba, dla ktérej istniejg dwa
rézne rozktady:

n:p?l ..... pg’:qlﬁquéj
Zaden czynnik z lewej strony, powiedzmy p1, nie moze wystepowad
po prawej stronie (bo wtedy liczba p% bytaby mniejsza liczba o
niejednoznacznym rozktadzie). Z drugiej strony, liczba p dzieli
prawa strone, zatem na mocy (L2) wystepuje w tym iloczynie. O
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Lemat Euklidesa

Lemat: (Euklidesa)

Dla dowolnego zbioru liczb pierwszych {a1,...,a,} liczba
ai ... ap+ 1 nie jest podzielna przez zadna z liczb z tego zbioru.

Whiosek: Poniewaz liczba aq - - - - an + 1 jest podzielna przez
pewnga liczbe pierwsza, zatem istnieje liczba pierwsza spoza tego
zbioru = Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Postulat Bertranda
Vn>23dpePpen,2n)

Udowodniony przez Czebyszewa.

Fakt:
Istnieje dowolnej dtugosci ciag kolejnych liczb ztozonych ’

Dowdd: Rozwaz cigg n!+2,...,nl+n



Wartoscia funkgji m : N — N jest ilos¢ liczb naturalnych mniejszych
badZ réwnych od jej argumentu.
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Twierdzenie o liczbach pierwszych

Twierdzenie (o liczbach pierwszych)

Stosunek funkcji m(z) i funkcji - zmierza do 1 dla x — oo.

Twierdzenie to zapostulowat Gauss w 1792 roku. Zostato
udowodnione przez Poussina i Hadamarda w 1896 roku we
wzmocnionej wersji:

|m(x) —li(z)] < clxe_‘:?‘/m li(z) ﬁ/o ltht o lnzcx)

W roku 1949 roku P.Erdés i A. Seberg podali dowdd nie uzywajacy
teorii funkcji zmiennej zespolone;j.



Sito Eratostenesa

Wygeneruj tablice liczb od 2 do N
i:=1

while i < sqrt(N):
i:=i+1

pierwszymi

jezeli i nie jest wykresSlone, usui z tablicy
jego wielokrotnosci
Liczby ktoére zostang w tablicy sg liczbami
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n-ta liczba pierwsza

Oznaczmy przez p,, n-tg liczbe pierwsza.

Nie istnieje praktyczny wzér pozwalajacy wyznaczy¢ py,

Istnieje wzor przyblizony:

pn~nlnn  (p, >nlnn)
Pn

—1
nlnn
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