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Kombinatoryka zajmuje sie okre$laniem mocy zbioréw

skonczonych, w szczegdblnosci mocy zbioréw odwzorowan jednego
zbioru w drugi spetniajacych okreslone warunki.
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Zbiory skonczone A i B maja tyle samo elementéw <= istnieje
pomiedzy nimi bijekcja.

Moc iloczynu kartezjanskiego jest réwna iloczynowi
sktadnikéw:

mocy jego

#(A1 x - x Ay) = (#41)
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Prawa przeliczania Schematy kombinatoryczne
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Zasada wtaczania i wyfaczania

Moc sumy zbioréw wynosi: #(AU B) = #A+ #B — #(AN B)
Mozna te obserwacje uogdlni¢ na wieksza liczbe zbioréw:

Wzér Sylvester'a

#(A1 U UA,) =D (-1)F > # [ Ai

i=k XC{l,.nh#X=k i€X

Np. Dlan =14

#(A1 U AU A3 U Ay) = # A1 + # A0 + # A3 + #A4—
#(Al N Ag) — #(AQ N Ag) — #(Ag N A4)

—#(A1 N As) — #(A1 N Ay) — #(A2 N As)

+#(AaNAs N Ag) + #(A1N A3 N Ag) + #(A1 N AN Ay)
+#(A1N AN Az) — #(A1 N AN Az N Ay)
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Zasada wtaczania i wyfaczania

Przyktad: lle jest liczb naturalnych mniejszych niz 1000
podzielnych przez 2, 3 lub 57

1000/2 = 500 = 499 liczb podzielnych przez 2

1000/3 = 333.(3) = 333 liczby podzielne przez 3

1000/5 = 200 = 199 liczb podzielnych przez 5

1000/6 = 166.(6) = 166 liczb podzielnych przez 6
1000/10 = 100 = 99 liczb podzielnych przez 10

1000/15 = 66.(6) = 66 liczb podzielnych przez 15
1000/30 = 33.(3) == 33 liczb podzielnych przez 30

#H(A2 U A3 U As) = #Ag + #As + #A5 — #(A2 N Az) — #(As N
As) — #(As N Ay) + #(A2 N AN As) =

499 + 333 4+ 199 — 166 — 99 — 66 4 33 = 733



Schematy kombinatoryczne

Prawa przeliczania
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Zasada wtaczania i wyfaczania

Zasade wtaczania i wytaczania stosuje sie dla dowolnej miary
okreslonej na podzbiorach jakiej$ przestrzeni (liczba elementéw
podzbioréw skoiczonych jest szczegblnym przypadkiem). Wzér ten
wykorzystuje sie rowniez w teorii miary i prawdopodobienstwa.
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Zasada szufladkowa Dirichleta

Fakt:

Jezeli rozmieScimy n przedmiotéw w m szufladkach, gdzie

n > k- m, wtedy przynajmniej w jednej szufladce bedzie wiecej niz
k przedmiotéw.

Przyktad: Cztowiek ma nie wiecej niz 400 000 wtoséw. W miescie
liczacym 1 min mieszkancéw przynajmniej 3 osoby maja tyle samo
wtoséw.

Przyktad: W turnieju pitkarskim kazda druzyna gra z kazda. W
kazdym momencie istnieja dwie druzyny, ktére zagraty tyle samo
meczdw.



Prawa przeliczania Schematy kombinatoryczne
00000 ®0000000000000000000

Wariacje z powtdérzeniami

Definicja:
Wariacjg z powtérzeniami dtugosci k ze zbioru n-elementowego
nazywamy cigg dtugosci k o wyrazach w tym zbiorze.

(Wariacja z powtérzeniami to dowolna funkcja z {1,...,k) o
wartosciach w danym zbiorze)

Fakt:
llos¢ wszystkich wariacji dtugosci k z powtérzeniami ze zbioru
n-elementowego wynosi n*.

Dowdd: (Z prawa mnozenia lub indukcyjnie)

Kazdemu miejscu ciggu mozna przypisaé jeden z n elementéw
zbioru A. Zbiér wszystkich ciagéw jest rowny A x --- x A
(k-krotny iloczyn kartezjanski) i jako taki ma moc (#A4)F =nF. O
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Permutacje

Definicja:
Permutacja nazywamy dowolna réznowartosciowa funkcje
odwzorowujaca zbiér n-elementowy w siebie.

Przyktad: Wszystkie permutacje zbioru {s, #, &} to:

e, 0, %), {0, & Kk}, {& Kk B} {K & b} {& K &} {® &%}

Fakt:
Permutacje tworza grupe przeksztatcen zbioru n-elementowego:

@ Zfozenie permutacji jest permutacja, sktadanie jest taczne (ale
nie przemienne!)

@ Istnieje permutacja identycznoSciowa

o Kazda permutacja posiada permutacje odwrotna
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Permutacje

Fakt:

llo$¢ wszystkich permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Dowdd: (Przez indukcje)

(P) Zbiér 1-elementowy ma doktadnie 1 permutacje.

(I) Zatézmy ze wszystkich permutacji zbioru {ai,...,a,} jest n!.
Do kazdego ciagu reprezentujacego wynik dziatania
permutacji mozna wstawi¢ element a,41 na n + 1 sposobdw,

zatem mozna uzyskaé n!- (n + 1) permutacji zbioru
{a1,...,an41}. O
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Wariacje bez powtérzen

Definicja:

Wariacja bez powtérzen zbioru n-elementowego dtugosci k
Nazywamy dowolny ciag dtugosci k o elementach ze zbioru, w
ktérym kazdy element nie wystepuje wiecej niz raz.

(Wariacja bez powtérzen to dowolna funkcja réznowartosciowa z
{1,...,k} o warto$ciach w danym zbiorze)

Fakt:

llo$¢ k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru
i nl

n-elementowego wynosi =R

Dowdd: Pierwszy element wariacji mozemy wybraé na n
sposobéw, drugi na n — 1 sposobdw, k-ty na n — k + 1 sposobow.
llos¢ wszystkich mozliwych wariacji wynosi zatem

|
n-n=1)---(n—k+1) = (nﬁ.k)!
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Kombinacje

Definicja:
k-elementowa kombinacjg ze zbioru n-elementowego nazywamy
dowolny podzbiér mocy k tego zbioru.

Fakt:
llo$¢ k-elementowych kombinacji ze zbioru n-elementowego wynosi

n\ df n!
k _(n—k)!k!

Dowdd: Permutujac wyrazy w kombinacji mozna otrzymac k!
wariacji bez powtérzen z wyjsciowego zbioru, zatem liczba
kombinacji jest to liczba wariacji bez powtérzen podzielona przez
k'O




Wzér dwumianowy:

TréJ th Pascala:

(O S <=

«E>»
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Kombinacje

Przyktad: Na ile sposobéw mozna wybra¢ 13 kart z 52 (kolejnosé
na rece nie jest istotna)? Odpowiedz (J3)

Przykfad: Na ile sposobéw mozna wybraé 13 kart z 52, by dostaé
tylko czarne karty (kolejno$¢ na rece nie jest istotna)? Odpowiedz

(v3)

Przykfad: lle jest prostokatéw na kracie {1,...,n} x{1,...,m} o
bokach lezacych na liniach kraty?

Potozenie dwéch poziomych bokéw mozna wybrac na (3)
sposobéw, a pionowych na (). Zatem liczba wszystkich takich
prostokatéw wynosi (5) ().
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Kombinacje

Przyktad: Na ile sposobéw mozna wtozy¢ k nierozréznialnych
kulek do n komoérek tak, by w kazdej komoérce byta co najwyzej
jedna kulka?

Kazde takie wtozenie zadane jest jednoznacznie przez podzbidr
zajetych komérek, zatem jest ich tyle ile k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego, czyli (})).

Na tyle sposobéw & fermionéw moze obsadzi¢ pasmo energetyczne
ztozone z n standw.



Prawa przeliczania Schematy kombinatoryczne
00000 00000000 ®00000000000

Kombinacje z powtérzeniami

Definicja:

Kombinacja k-elementowa z powtdrzeniami ze zbioru
n-elementowego, to wariacja z powtdrzeniami, w ktérej nie jest
istotna kolejnos¢.

Przyktad: Kombinacje trzyelementowe ze zbioru {1, 2} to:
{1,1,1}, {1,1,2}, {1,2,2}, {2,2,2}

Kazda taka kombinacja jest réwnowazna ciggowi typu e||ee e |e ||,
gdzie scianek miedzy kolejnymi wartosciami jest n — 1, a wyrazéw
kombinacji k. Taki ciag jest jednoznacznie wyznaczony przez
podzbiér miejsc w ktérych stoi e. Liczba takich ciggdw jest réwna

)
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Kombinacje z powtérzeniami

Przyktad: Na ile sposobdéw k bozonéw moze obsadzi¢ pasmo
ztozone z n standéw energetycznych?

Na (k+Z_1) sposobéw - kazdemu bozonowi przypisujemy stan
energetyczny, przy czym kilku bozonom mozna przypisaé ten sam
stan. Poniewaz bozony s3 nierozréznialne, kolejnos¢ w otrzymanym
ciggu nie gra roli. Kazde przypisanie jest zatem k-elementowa

kombinacjg z powtérzeniami ze zbioru n-elementowego

Zadanie: lle jest obsadzen, dla ktérych kazdy stan jest obsadzony?
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Permutacje z powtdérzeniami

Problem: Mamy zbiér n elementéw, ktére sg podzielone na k klas
po ny elementdw. lle rozréznialnych ciggdw mozna uzyskaé
permutujac te elementy? Elementy z tej samej klasy traktujemy
jako nierozréznialne.

n! ozn ( n

Odpowiedz: —%— "= N yeenT

IS Lk) rozréznialnych ciagdw.

Uogdlnienie wzoru dwumianowego:

(@144 zp)" = 3 " 2 2
0 ny,...,Ng

Nlyen. N 2
ng+--+ng=n



Przestawienia

Przestawieniem nazywamy permutacje bez punktéw statych |

llo$¢ przestawien zbioru n-elementowego wynosi:

Dowdd: (Zasada wiaczania i wytaczania)
Niech A;, . i, oznacza zbiér permutacji zbioru {1,...n} o

punktach statych iy, ... 4. llos¢ permutacji posiadajacych punkty
stafe jest réwna:

DA
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Przestawienia

#(AU---UA,) =
Z HA — Y H#HA i+ D> H Ay — (1) "H#AL

11,82 11,2,3

Zasade wtaczen /wytaczen stosujemy, poniewaz zbiory A; i A; nie
sq rozfaczne (ich cze$¢ wspdlna to A;;) i podobnie dla wigkszej
liczby indekséw.

Zbidr A, 4, ma (n —k)! elementéw (bo permutujemy tylko
pozostate elementy). Liczba takich zbioréw wynosi (Z) bo na tyle
sposobéw mozna wybraé elementy i1, ..., ze zbioru {1,...n}.
Wstawmy te liczby do wzoru (1):



Przestawienia

Natomiast permutacji bez punktéw statych bedzie n! minus ta
liczba, czyli

! 4+ Z (~1)° %+ 3 (1) ”" —3(-1) !
Ut e

DA
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Liczba surjekcji

Twierdzenie:
Liczba surjekcji ze zbioru n-elementowego na m-elementowy jest

Z(—l)i(k)<m—k>”

Dowdéd: Szukamy liczbe funkcji ze zbioru {1,...n} w zbiér
{1,...m}, ktére nie sa surjekcjami. Oznaczmy przez A;, _;, zbior
funkgji nie przyjmujacych wartosci i1, ..., ix € {1,...m}. Moc
zbioru A;, . s, jest réwna (m — k)", natomiast dla ustalonego k
zbioréw tych jest (). llos¢ funkcji nie bedacych surjekcjami
obliczamy z zasady wtaczen /wytaczen:
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Liczba surjekgji

#(AU---UA,) =
Do#AL =D HAiiy t D HAiias

11,12

L - (_1)R#A1,...,n
m—1

-3 _(_1)k<7z> (m — k)"
k=1

Zeby dostac liczbe surjekgji, od liczby wszystkich funkcji m™ trzeba
odjaé powyzszy wynik. Liczba surjekcji jest réwna:

m—1 m
> (-1 (7:) (m—k)" = (-1 (m) (m—ky" O
k=0

k=0 k
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Rozbicia na podzbiory

Definicja:
Liczbe rozbié zbioru n-elementowego na sume k roztacznych
niepustych podzbioréw oznaczamy symbolem:

L

Problem: Na ile sposobéw mozna rozbié¢ zbiér n-elementowy na
sume k roztgcznych niepustych podzbioréw?

TN, . ., n—1
Jezeli zbiér n — 1 elementowy mozna rozbi¢ na { I }

. .y -2
niepustych podzbioréw, a n — 2 elementowy na { " 1 } to
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Rozbicia na podzbiory

Uef =+ it

(Jezeli w n — 1 pierwszych elementéw byto podzielonych na k — 1
podzbioréw, to z n-tego elementu robimy brakujacy podzbidr.
Natomiast jezeli juz n — 1 pierwszych elementéw byto podzielonych
na k podzbioréw, to doktadamy nastepny element do jednego z k&
podzbioréw)

Liczby zdefiniowane taka zaleznoscia rekurencyjna nazywaja sie
liczbami Stirlinga Il rodzaju. Tworza one trdjkat podobny do
tréjkata Pascala.



Rozbicia na podzbiory

n\k[1 2 3 4 5 6

1 [1 0...

2 |1 1 0.

3 /1 3 1 o0..

4 11 7 6 1 0

5 |1 15 25 10 1 0

6 |1 31 9 65 15 1 0

Suma liczb w wierszu odpowiada liczbie wszystkich rozbi¢ na
niepuste podzbiory zbioru n-elementowego. Liczba ta nazywa sie

n-ta liczba Bella:
i n
Bn=)Y_ { L
k=1

u}
8]
1
n
it

DA



Liczby Bella spetniaja zalezno$¢ rekurencyjna:
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