Gniewomir Sarbicki

«Or «Fr o«

DA




Literatura

e R.J. Wilson Wprowadzenie do teorii graféw

DA



Pojecia wstepne Sciezki Drzewa Grafy eulerowskie i hamiltonowskie
©000 oo 000 000000

Definicja:
Grafem (skonczonym, nieskierowanym) G nazywamy pare zbioréw
(V(G), E(G)), gdzie

e V(G) (zbidr wierzchotkéw grafu) - skonczony, niepusty

@ E(G) (zbidr krawedzi grafu) - skonczona rodzina (niekoniecznie
réznych) nieuporzadkowanych par elementéw z G

Przyktad:
G=({#0,0,%}{(40),(4,0),(#,0),(0,0)})

Definicja: Graf, w ktérym dwa wierzchotki taczy co naj-
wyzej jedna krawedZ i nie ma petli, nazywamy grafem
prostym.

<3
g0

Definicja: Rozwazamy réwniez grafy, w ktérych elemen-
ty E(G) sa parami uporzadkowanymi, nazywamy je gra-
fami skierowanymi (digrafami).
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Definicja: Graf G; U Gy & (V(G1) U V(G2), E(G1) U E(G2)) nazywamy
sumg grafow Gi i G;.

Definicja: Graf, ktérego nie mozna przedstawi¢ jako sumy dwéch niepustych
graféw nazywamy grafem spéjnym. Kazdy graf mozna roztozy¢ na sume
graféw spdjnych nazywang sktadowymi grafu.

Definicja: Minimalna liczbe krawedzi ktére nalezy usungé, by graf G przestat
by¢ spéjny nazywamy spdjnoscia krawedziowa grafu G. Oznaczamy j3 jako
A(G).

Definicja: W grafie o A(G) = 1 krawedz ktérej usuniecie niszczy spdjnosé
grafu, nazywamy mostem.

Definicja Jezeli graf G; powstaje z Gy przez usuniecie pewnej liczby
wierzchotkéw i krawedzi, to méwimy ze G jest podgrafem G;.
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Definicja llos¢ krawedzi potaczonych z wierzchotkiem nazywamy stopniem
tego wierzchotka: deg(v) = #{e € E(G) : v € e}. Wierzchotek stopnia 0
nazywamy izolowanym, a wierzchotek stopnia 1 nazywamy koncowym.

Definicja: Funkcja ¢ : V(G1) — V/(Gy) jest izomorfizmem graféw prostych
Gy i Gy, jezeli zachowuje liczbe krawedzi taczacych dowolne dwa wierzchotki.

Definicja: Funkcja ¢ : V(G) — V(G) jest automorfizmem grafu prostego,
jezeli zachowuje liczbe krawedzi taczacych dowolne dwa wierzchotki. Grupe
automorfizméw grafu G oznaczamy jako '(G).

Sprawdzanie, czy dwa grafy sg izomorficzne jest problemem NP.

Sprawdzanie, czy graf ma nietrywialy automorfizm jest problemem NP.



Przyktfad: Wyznacz grupe automorfi-

/ zméw grafu

Przyktfad: Wyznacz grupe automorfi-
zméw grafu
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Definicja: Wierzchotki nazywamy sasiednimi, jezeli istnieje krawedz je
faczaca.

Krawedzie nazywamy sgsiednimi, jezeli maja doktadnie jeden wspdlny
wierzchotek.

Definicja: Macierzg sasiedztwa grafu G nazywamy macierz w ktérej wyraz
ij-ty jest rowny ilosci krawedzi taczacych wierzchotki i oraz j. Jest to macierz
symetryczna.

Definicja: Macierzg incydencji grafu jest macierz, ktére ij-ty wyraz jest
réwny 1 wtw gdy i-ty wierzchotek jest koncem j-tej krawedzi.

3

incydencji grafu.

k o Cwiczenie: Wyznacz macierz sasiedztwa i
%
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Definicja: Sciezka nazywamy skoriczony, réznowartoéciowy ciag krawedzi
taki, ze kolejne krawedzie s3 sasiednie.

Definicja: Cyklem nazywamy niepustg $ciezke zamknieta

Definicja: Droga nazywamy Sciezke nie zawierajaca dwéch tych samych
wierzchotkéw.

Definicja: Dtugoscia (drogi, Sciezki, cyklu) nazywamy liczbe krawedzi
sktadowych.

O—2<
U

Cwiczenie: Wyznacz ciezke i droge maksy-
malnej dtugosci. Wyznacz wszystkie cykle.
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Definicja: Graf spdjny, ktéry nie zawiera cykli nazywamy drzewem

Twierdzenie (wtasnosci drzew)
Dla grafu spéjnego G o n wierzchotkach NWSR:
@ G jest drzewem ( <= nie zawiera cykli)
@ #E(G)=n-1
© kazda krawedz jest mostem
@ kazde dwa wierzchotki potaczone s3 doktadnie jedna droga
© po dodaniu do grafu jednej krawedzi uzyskamy doktadnie jeden cykl

Dowéd: (3) <= (4) < (5) = (1) ¢wiczenie

(1) = (4) majac dane dwie rézne drogi taczace wierzchotki, jesteSmy w
stanie skonstruowaé cykle usuwajac z sumy drég ich wspdlne krawedzie.

(3) = (2) indukcyjnie

(2) = (3) wystarczy udowodni¢, ze dla grafu spdjnego G: #E(G) > n—1
(indukcyjnie).
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Whiosek: Z kazdego cyklu w grafie mozemy usuna¢ krawedz nie niszczac
spéjnosci grafu. Postepujac w ten sposéb tak dtugo, az nie zostanie zaden
cykl uzyskujemy drzewo rozpinajace graf.

O liczbie mozliwych drzew o n-wierzchotkach méwi:

Twierdzenie (Cayleya o drzewach)

n—2

Istnieje n réznych drzew o n wierzchotkach.

Cwiczenie: Narysuj wszystkie drzewa dla n = 3. Podziel je na klasy drzew ze
sobg izomorficznych.

Cwiczenie: Narysuj wszystkie drzewa dla n = 4. Podziel je na klasy drzew ze
soba izomorficznych.

Cwiczenie: Narysuj wszystkie drzewa dla n = 5. Podziel je na klasy drzew ze
sobg izomorficznych.
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Jezeli w drzewie wyréznimy jeden z wierzchotkéw (nazywaé go bedziemy
korzeniem), otrzymamy drzewo ukorzenione.

@ W drzewie ukorzenionym rodzicem wierzchotka A jest pierwszy
wierzchotek na drodze taczacej go z korzeniem. Tylko korzen nie ma
rodzica.

@ Zbiér wierzchotkéw, ktérych rodzicem jest wierzchotek A, nazywamy
dzie¢mi wierzchotka A.

e Wierzchotki nie posiadajace dzieci (stopnia 1) nazywamy wierzchotkami
koricowymi (lisémi). Pozostate wierzchotki nazywamy posrednimi.

o Dtugos¢ drogi taczacej wierzchotek z korzeniem nazywamy rzedem
wierzchotka.
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W 1736 roku Euler rozwigzat problem siedmiu mostéw krélewieckich - czy
mozna tak zalanowad spacer w centrum Krélewca, by powrécié do tego
samego punktu przechodzac kazdy z mostéw na Pregole (Préigara) doktadnie
jeden raz?
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Definicja
Graf spdjny G nazywamy grafem eulerowskim, jezeli istnieje cykl
zawierajacy kazda krawedz G. Cykl ten nazywamy cyklem Eulera.

Twierdzenie (Eulera o grafach)

Graf spéjny jest Eulerowski wtedy i tylko wtedy gdy Vv € V(G) 2| deg v.

Dowéd: = Jezeli cykl raz przechodzi przez wierzchotek, to dwie sposrdd
krawedzi wychodzacych z wierzchotka staja sie elementami cyklu, przy
kazdym kolejnym przejsciu dochodza kolejne dwie (dlaczego?). Jezeli kazda
krawedz wychodzaca z wierzchotka jest elementem cyklu (dlaczego?), to ich
liczba musi by¢ parzysta.
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< Dla grafu o n = 2 i parzystych indeksach wierzchotkéw twierdzenie jest
prawdziwe.

Zatézmy, ze dla dowolnego grafu o liczbie wierzchotkéw < n twierdzenie jest
prawdziwe. Rozwazamy graf G o n wierzchotkach i parzystym stopniu
kazdego wierzchotka.

éw!

Poniewaz graf jest spdjny = Vw € V(G)deg(w) > 2 = istnieje cykl
C C E(G). Usuhmy z grafu G krawedzie tworzace C.

Otrzymamy w wyniku graf G, by¢ moze niespdjny, ale o parzystym stopniu
kazdego wierzchotka (¢wiczenie!). i-ta sktadowa spéjnosci G ma na mocy
zatozenia indukcyjnego cykl Eulera C; i punkt wspdlny z cyklem C (dlaczego
- ¢wiczeniel).

W grafie G konstruujemy cykl Eulera idac wzdtuz C, gdy natrafimy na
wierzchotek w ktérym mozemy skrecié, skrecamy i obchodzimy cykl C;,
nastepnie kontynuujemy wedréwke wzdtuz G. (éwiczenie - zilustruj
zrozumienie konstrukcji rysunkiem!) OJ
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Dowdéd indukeyjny twierdzenia Eulera jest niekonstruktywny - pojawia sie
pytanie, jak konstruowaé dla danego grafu cykl Eulera.

Twierdzenie (Fleury'ego)

Nastepujacy ciag krokéw prowadzi do cyklu w grafie Eulerowskim:
Zacznij z dowolnego wierzchotka i przechodz krawedzie w dowolnej
kolejnosci, przestrzegajac warunkow:

@ usuwaj z grafu przebyte krawedzie i wierzchotki izolowane powstate w
tym procesie

@ przekraczaj most tylko gdy nie masz innej mozliwosci ruchu

Bez dowodu
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Definicja
Graf prosty G nazywamy grafem Hamiltonowskim, jezeli istnieje cykl
przechodzacy przez kazdy wierzchotek dokfadnie raz.

Przykfad: Cykl Hamiltona w grafie dwuna-
stoscianu - problem istnienia cyklu Hamilto-
na pojawit sie przy badaniu tego problemu.

Problem znalezienia cyklu Hamiltona nalezy
do klasy probleméw NP-zupetnych.

Oczywiscie, graf petny jest Hamiltonowski, wiecej:

Twierdzenie (Ore)

Jezeli dla grafu prostego G o n wierzchotkach (n > 3) dla kazdej pary
niesasiednich wierzchotkéw deg(v) + deg(w) > n, to G jest grafem
Hamiltona.
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Dowdd: Zatézmy ze G spetnia warunek, ale nie jest Hamiltonowski.
Uzupetnijmy go do grafu G dodajac tyle krawedzi, by dodanie dowolne;j
prowadzito juz do grafu Hamiltonowskiego. G dalej spetnia warunek.

W takiej sytuacji, dla dowolnych niesasiadujacych vy i v, mozemy

skonstruowa¢ droge dtugosci n: vi — - - - — v, ale nie mozemy jej zamkna¢ do
cyklu.

Dla kazdego i € {2,..., n} rozwazamy mozliwe potaczenia: vi — v; i

Vi_1 — Vp.

Tylko jedno z nich moze wystapi¢, w przeciwnym wypadku $ciezka
Vi — s — Vi_1— Vp— -+ — V; — vy bytaby cyklem hamiltonowskim.

Oznacza to, ze deg v1 + deg v, wynosi najwyzej n — 1, co daje sprzeczo$¢ z
zatozeniem [J
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