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Rozwazac bedziemy przestrzen K"

Definicja: x ~ y <= 3\ € K x = \y. Relacje ~ nazywamy réznieniem sie
o skalar

Przyktad: [4,10,6,14] ~ [6,15,9,21], ale [1,2,3,4] £ [2, 4,6, 1].
Cwiczenie: Relacja ~ jest relacja réwnowaznosci w K"\ {0"}.

Pozwala to na rozwazanie zbioru klas abstrakgcji - prostych przechodzacych
przez 0 w K”:

K"\ {07}/ ~ = (K"\ {0"})/(K\ {0}) % &P

Zbidr ten nazywamy n — 1 wymiarowa przestrzenig rzutowa nad K.

Klase abstrakcji elementu [x1, x2, . .., xs] (prosta przechodzaca przez 0" i ten
element) zapisujemy jako [x1 : xp @ <+ - @ Xp].



Przykfad: RP! - proste w R? przechodzace przez 0. RP? = S /7, = St

Przyktad: RP? - proste w R3 przechodzace przez 0.

Sklejamy antypodyczne punkty na brzegu - przyktad dwuwymiarowe;
rozmaitoéci, ktérej nie mozna zanurzyé w R3!
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Fakt: Kazda przestrzen rzutowa mozemy (wyrdzniajac jedna ze
wspétrzednych) roztozyé jako KP" = K" + KP" 1,

Dowdd: Rozwazmy element przestrzeni rzutowej [xq @ - - - : xp41]. S3 mozliwe
dwa przypadki:
@ xpt1 # 0. Definiujemy ®(x) = [x1/Xn+1, - - - » Xn/Xn+1, 1].

Odwzorowanie @ jest réznowartosciowe i na (¢wiczenie).
Ustala to ciagta bijekcje pomiedzy zbiorem takich x a zbiorem K.

@ x, = 0. Zbiér takich x jest réwny (K" \ {0"})/(K\ {0}) = KP".
Moglismy podzieli¢ KP" ze wzgledu na te wtasnos¢, poniewaz nie zalezy ona
od wyboru reprezentanta klasy abstrakcji (jest zatem wtasnoscia catych klas
abstrakcji, czyli elementéw KP™) O

Whiosek: n-wymiarowa przestrzen rzutowa to n-wymiarowa przestrzen
liniowa z dodanymi punktami w nieskorniczonosci, ktérych zbiér ma strukture
przestrzeni rzutowej mniejszego wymiaru i odpowiada kierunkom w KP".
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Dla funkcji wielomianowej f : K” — K stopnia d mozemy rozwazaé funkcje
wielomianowa f : K" — K zdefiniowana jako:

F(Xl, ey Xnt1) = ,‘,’Jrl . F(Xl/Xn+1, ee oy Xn/Xn41)

Jest to funkcja jednorodna, zatem warunek f(%) = 0 wycina pewien podzbiér
KP" (f(X) =0 = VA e K f(Ax) =0)

Dla punktéw % € K1 dla ktérych x,,1 # 0,
f(X) =0 < f(x1/Xnt1y--+sXn/Xn+1) =0

Rozszerzenie f — f uzupetnia zbiér {x € K" : f(x) = 0} o punkty w
nieskoriczonoéci (nalezace do KP"~1), robiac z niego pewien podzbiér K”.

Przyktad: Niech f : R? — R, f(x,y) = y — x°. Funkcja ta wycina parabole
na ptaszczyznie. iF(x,y7 z) = yz — x? wycina stozek w R3, w ktérej
ptaszczyzna jest zanurzona warunkiem z = 1. Oprécz promieni
przechodzacych przez parabole, f zeruje sie tez dla [0:1:0] (punkt w
nieskoficzonosci odpowiadajacy kierunkowi pionowemu)



Niech K - ciato o charakterystyce réznej od 2, 3.

Rozwazmy zbiér punktéw w K? spetniajacych réwnanie y? = x3 4+ ax + b
(a, b s3 ustalonymi elementami K).

Krzywe nad R:

& e
el e

a=3, b=1 a=3, b=2 a=3, b=3

&
q
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Kiedy taka krzywa ma samoprzeciecie?
0

V(3 +ax+ b —y?) =

0 A W(x*+ax+b—y?)=0
y=0 A 3x2+a=0
L 2
=x"+ax+ b= =x(3x —|—a+2a)+b:§ax+b=0
3b
= Xx=———
27 b?

2a
T2

0 = 27b* +42*=0
Od tej pory bedziemy rozwazali krzywe bez samoprzeciecia: 27b% + 4a% # 0
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Rozszerzamy nasza krzywa do krzywej w przestrzeni KP?:
yzz = x3 4 axz® + bz8

Dochodzi punkt w nieskonczonosci [0 : 1 : 0] - tam spotyka sie dolna gataz z
gbérna. Punkt ten lezy na kazdej prostej pionowe;j.

Definicja
Niech K - ciato o charakterystyce réznej od 2,3 i niech a, b € K.
Zbiér punktéw spetniajagcych réwnanie

v =x3+ax+b

wraz z punktem w nieskonczonosci nazywamy krzywa eliptyczna.
Bedziemy ja oznacza¢ jako E, p(K).
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p+1—-2/p<#E p(Zp)<p+1+2\/p

co wiecej, dla kazdej liczby z tego zakresu znajdziemy krzywa eliptyczna nad

Zp, o takiej liczbie elementéw.




Na krzywej eliptycznej mozemy okresli¢ dodawanie punktéw:

@ Przez punkty P i Q na krzywej prowadzimy prosta i otrzymujemy trzeci
punkt przeciecia R. Suma P + Q@ jest odbicie tego punktu wzgl osi OX.

@ elementem przeciwnym jest punkt odbity wzgl osi OX
@ elementem neutralnym jest punkt oo

o ad)
SN N SN SN

P+Q+R=0 P+Q+0Q=0 P+Q+0=0 P+P+0=0

Dodawanie jest przemienne i faczne (udowodnienie tacznosci jest trudniejsze).

[m] = = =
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Prowadzimy prostg przez punkty (x1,y1), (x2,¥2):

y—)/2:}/2—}/1:>y:ax+ﬁ’ az)/z—h’ 8=y — axo
X — X1 Xo — X1 X2 — X1

W przypadku, gdy (x1,y1) = (x2, y2), wspdtczynnik kierunkowy jest réwny
pochodnej w (x1, y1):
3x2 + a
o =
2y1

Znajdujemy punkty na prostej (x1, 1), (x2, ¥2), (x3, ¥3), ktére leza na krzywej
eliptycznej:

(ax+ B2 =x*+ax+b = x> —a’x%+ (a—2af)x+(b— ) =0
Suma pierwiastkéw wielomianu: x; + xo + x3 = a. Stad mamy:

2
x3=a°—x1—Xx2 y3=-—ax3—f3
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Zastepujemy w klasycznym systemie El-Gamal grupe Zj, pewna podgrupa
cykliczng krzywej eliptycznej.

Ustalamy krzywa eliptyczng E; ,(Zp) i pewien punkt B na niej o
odpowiednio duzym rzedzie wynoszacym n (generator podgrupy).
Uzytkownik jako swéj klucz klucz prywatny wybiera liczbe naturalna
m € {1,n — 1}. Kluczem publicznym jest [p, a, b, B, C = mB].

Nadawca koduje swdj blok wiadomosci jako punkt P na krzywej eliptycznej.
Nastepnie losuje liczbe naturalng r i wysyta do nadawcy pare punktéw:

(rB,P + r(mB))

Nadawca odkodowuje szyfrogram (X1, X2) wzorem: P = Xp — mXj.

Ztamanie szyfru <= wyznaczenie mz mB i B <= rozwiazanie
zagadnienia logarytmu dyskretnego w podgrupie krzywej eliptyczne;j.

Jest to trudniejsze niz w przypadku logarytmu dyskretnego dla grupy Zj i
pozwala osiggna¢ ten sam poziom bezpieczenstwa przy mniejszych p.
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Jak, poprzednio, kluczem prywatnym jest m, a publicznym
[p,a, b, B,n, C = mB] (dodatkowo podajemy rzad podgrupy).

Podpisem bloku P jest para liczb (u, v). Wyznaczamy ja w nastepujacy
sposob:

@ Losujemy liczbe 0 < r < n i wyznaczamy punkt rB. u = [rB]x.
@ Jezeli u =0, wracamy do punktu 1.
© Liczbe v obliczamy jako v = (P — mu)/r mod n.

Q Jezeli v =0, wracamy do punktu 1.
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Weryfikacja podpisu:
@ Obliczamy (s1,5) = (Pv™1, uv=1)( mod n)
@ Obliczamy H =B — s, C.

@ Jezeli H = oo, odrzucamy podpis, w przeciwnym wypadku akceptujemy
podpis, gdy u = H,.

Dowdéd: (s1,s) = (r + 24, 4)

v v

H:(r—&—M)B—%mB:rB

v

Hy = [rBlx = u O

Jest to po prostu system podpisu elektronicznego El-Gamal, gdzie grupa Zj,
zostata zastapiona krzywa eliptyczna.

Z przyczyn praktycznych, nie poréwnujemy punktéw na krzywej eliptycznej,
tylko ich pierwsze wspétrzedne modulo n.
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