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Niech f(n) bedzie funkcja logiczna. Jezeli spetnione s3 dwa
warunki:

(P) f(1) jest prawda,
(1) fn) = f(n+1),
to Vn f(n) jest prawda.
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Staba zasada indukgji

Przyktfad: Pokazaé, ze Vn liczba L, = w jest podzielna

przez 3.
(P) n=0: Ly = 0 jest podzielne przez 3.

(I) Trzeba pokazaé, ze 3|L,, = 3|Ly+1. Rozwazmy liczbe
Loy = OED@ADH5) _ (n41)((RP42046) _ n®+3n2+8n+6 _
n+l = 2 = 2 =

2
3 2
n —55n + 3n ;—3n +3.

Pierwszy sktadnik jest wielokrotnoscig 3 na podstawie zatozenia
indukcyjnego (3|Ly,), a drugi poniewaz n? +mn = n(n + 1) jest
zawsze liczbg parzysta, zatem liczba L, 41 jest podzielna przez 3,
czego nalezato dowie$¢ w kroku indukcyjnym.
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Silna zasada indukgji

Twierdzenie:
Niech f(n) bedzie funkcja logiczna. Jezeli spetnione s dwa
warunki:
(P) f(1) jest prawda,
() (Vk<n f(k)) = f(n+1),
to Vn f(n) jest prawda.

Przyktad: Kazda liczbe n > 2 mozna przedstawié jako iloczyn
liczb pierwszych.

(P) Dwdjka jest liczba pierwsza

(I) Jezeli liczba n + 1 jest liczba pierwsza, to teza jest prawdziwa.
Jezeli jest liczba ztozong, to jest iloczynem dwéch mniejszych
liczb, ale na mocy zatozenia indukcyjnego wszystkie mniejsze liczby
s iloczynami liczb pierwszych. [
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Zaleznosci rekurencyjne

Definicja:
Ciag (an)y2, jest okreslony rekurencyjnie, jezeli wyraz a,, jest
pewna funkcja wyrazéw poprzednich (i w ogdélnosci réwniez
indeksu n):

an = f(n,an—1,...,a0)

Przykfad 1: Cigg Fibbonaciego: a,, = an—1 + an—2, gdzie
apg=a; = 1.

Przykfad 2: a,, = 3725 ax
Przyktad 3: Silnia: n! =n - (n —1)!

Przykfad 4: Potega naturalna: a” = a - a" !
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Liniowe jednorodne zaleznosci rekurencyjne

Definicja:
Ciag jest okreslony poprzez liniowa, jednorodna zalezno$é
rekurencyjna, jezeli:

Ap = C1Gp—1 + -+ + CrQp—r

liczba r nazywana jest gfebokoscia rekurencji.

Zeby jednoznacznie okresli¢ ciag potrzeba znaé wartosci dla r
wyrazéw poczatkowych.
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Analogia do teorii liniowych r.rézniczkowych o statych wsp.

@ Zaleznos$¢ rekurencyjna @ Roéwnanie rézniczkowe
(ZR) (RR)

@ liniowa/jednorodna ZR @ liniowe/jednorodne RR

@ przesuniecie w indeksie o 1 @ pochodna

o gtebokos¢ rekurencji @ stopien réwnania

@ rozwigzanie przy pomocy @ rozwigzanie przy pomocy

transformaty Z transformaty Laplace'a
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Wyznaczanie rozwigzan bazowych

Zauwazmy, ze jezeli ciagi x,, i y, spetniaja liniowa zaleznos¢
rekurencyjng, to petnia jg réwniez dowolna ich kombinacja liniowa.
Kazde rozwigzanie bedzie kombinacja liniowa pewnej liczby
rozwigzan bazowych.

Rozwiazanie bazowe jest postaci a, = x™. Szukamy tych rozwigzan
wstawiajac je do zaleznosci rekurencyjnej:

=" ezt 4o

T jest pierwiastkiem powyzszego wielomianu, zwanego
wielomianem charakterystycznym.

Rozwigzanie zaleznosci jest kombinacja liniowa rozwigzan
bazowych: ayxt + - - - + a,z)'. Wyznaczamy je z warunkéw
poczatkowych.
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Liniowe jednorodne zaleznosci rekurencyjne

Przyktad: Na ile réznych sposobéw mozna wejs¢ na schody
zbudowane z n stopni, jezeli w kazdym kroku mozna pokonac 1 lub
2 stopnie?

Po dotozeniu do schodéw n-tego stopnia, liczba drég jest réwna
sumie a,_1 (ostatni krok krétki) i a,,—o (ostatni krok dtugi):
p = Gp—1 + Ap—2.

1+5
2

P=r+1 — T12 =

Rozwigzanie ogdlne dane jest wzorem a,, = a2} + aaz?h.
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Liniowe jednorodne zaleznosci rekurencyjne

Wspotczynniki kombinacji wyznaczamy z warunkéw poczatkowych.
Schody dtugosci 1 mozna pokona¢ tylko w jeden sposéb (a3 = 1) ,
schody dtugosci 2 na dwa sposoby (jednym dtugim lub dwoma
krétkimi krokami ag = 2):

1 al = alm{ + 0421'%
2=a9 = alfc% + agx%

_34VB _ 1 (145
L= 508 _\/5( 2 )2

_ 36 _ 1 (1=V5
V2= T TV ( 2 )
Ostatecznie schody dtugosci n 4+ 1 mozna pokonac na :

ay, = % (1+2\/5)n+1 — % (1_2\/5)n+1 sposobéw.

Otrzymany ciag jest ciagiem Fibbonaciego
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Wielokrotne pierwiastki

Fakt:
Jezeli w rozwigzaniu wystepuja pierwiastki wielokrotne, wtedy
rozwiazanie ogdblne zapisuje sie w ogdlniejszej postaci:

an = Wi(n)z} + Wa(n)xy + -+ - + Wy (n)x), r <,

gdzie 1’ oznacza liczbe réznych pierwiastkéw, a stopien wielomianu
jest o 1 mniejszy od krotnosci pierwiastka.

Przyktad: Znajdz ogdlny wyraz ciggu, w ktérym wyraz
apn = 40,1 — 4a,—9. Warunki poczatkowe: ag = 1,a; = 4.
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Wstawiamy do zalezno$ci rekurencyjnej rozwigzanie prébne

a, = =" i rozwigzujemy réwnanie charakterystyczne 2% = 4z — 4.
Otrzymujemy jeden pierwiastek z¢o = 2. Rozwigzaniem ogdlnym
réwnania jest (a + bn) - 2"

Liczby a i b wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:
ap=1=a . a=1

Rozwiazaniem zaleznosci rekurencyjnej jest ciag a, = (1 +n) - 2"
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Pierwiastki zespolone

Przyktad: Znajdz ogdlny wyraz ciggu, w ktérym wyraz a,, jest
rowny réznicy dwdch wyrazéw poprzednich. Warunki poczatkowe:
apg = \/g, ay = 0.

Réwnanie charakterystyczne ma postaé: 22 = x — 1. Jego
pierwiastkami sa z1 2 = (1 £ v/3)/2 = exp(Lin/3).

Rozwigzaniem ogdlnym jest: a,, = zexp(inn/3) 4+ z* exp(—inm/3)
(wspdtczynniki przy obu rozwigzaniach bazowych musza by¢
wzajemnie sprzezone, by ciag przyjmowat wartosci rzeczywiste.)

Liczbe z zapiszemy dla wygody w postaci wykfadniczej:
z = rexp(ia)). Wzdr na n-ty wyraz ciggu przyjmie teraz postaé:
an = 2r cos(a + ng)
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Pierwiastki zespolone

Z warunkéw poczatkowych mamy uktad réwnan:

2r cosa = /3
2r cos(a+m/3) =0

Z drugiego réwnania mamy a = —5/67 lub oo = 7/6. Po
wstawieniu do pierwszego réwnania widzimy, ze tylko drugie z
rozwiazan jest poprawne i otrzymujemy 7 = 1.

Rozwigzaniem réwnania jest ciag v/3,0, —v/3, —v/3,0,v/3,.... Dla
najogdlniejszych warunkéw poczatkowych bedzie to szes¢
zmieniajacych sie cyklicznie wartosci.
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Niejednorodne liniowe zaleznosci rekurencyjne

Definicja:
Liniowa zalezno$¢ rekurencyjna jest niejednorodna, jezeli suma
zaleznosci rekurencyjnej i pewnej funkeji f(n):

ap = C1Gp—1 + -+ + CrQp_y + f(n),

fn nazywa sie wyrazem wolnym.

Twierdzenie:

Ogodlne rozwiazanie niejednorodne;j liniowej zalezo$ci rekurencyjnej
jest suma ogdlnego rozwigzania zaleznosci jednorodnej i pewnego
szczegblnego rozwigzania zaleznosci niejednorodne;j.

Dowdd: Réznica dowolnych dwéch rozwigzan jest rozwigzaniem
zaleznos$ci jednorodne;.
Nie ma ogdlnego sposobu znajdowania rozwigzania szczegéblnego.
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Niejednorodne liniowe zaleznosci rekurencyjne

© Jezeli rozwiagzanie czesci jednorodnej nie jest wielomianem, a
funkcja f(n) jest wielomianem stopnia d, to istnieje
rozwigzanie szczegd6lne bedace wielomianem stopnia d.

@ Jezeli rozwigzanie czedci jednorodnej jest wielomianem stopnia
k, a funkcja f(n) jest wielomianem stopnia d, to istnieje
rozwigzanie szczegélne postaci: as, = n**1(cqn? + - + cp).

© Jezeli f(n) jest funkcja wyktadnicza 5", gdzie 3 nie jest
pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, to istnieje
rozwigzanie szczegdlne postaci ag, = AB"

© Jezeli f(n) jest funkcja wyktadnicza (5", gdzie 3 jest
pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego o krotnosci k,
to istnieje rozwigzanie szczegdlne postaci a,, = An*g"

© Jezeli wyraz wolny jest suma pewnej ilosci funkgcji, to
rozwigzanie szczegdlne jest suma rozwigzan szczegdlnych
odpowiadajacych tym funkcjom.
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Niejednorodne liniowe zaleznosci rekurencyjne

Przyktad: Rozwigzac zaleznos$¢ rekurencyjna
ap = Tay,_1 — 10a,_2 + 3".

Rozwigzujemy cze$¢ jednorodna. Réwnaniem charakterystycznym
jest 22 — Tz 4 10 = 0. Jego pierwiastkami sa liczby 2 i 5, wiec
rozwigzaniem ogdlnym zaleznosci jednorodnej jest:

an = 12" + c9b"

Szukamy szczegdlnego rozwigzania zaleznosci niejednorodne;.
Poniewaz f(n) = 3", a 3 nie jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego, wiec postulowanym rozwigzaniem bedzie
asp = A -3". Po wstawienia tego rozwiagzania do niejdnorodnej
zaleznosci rekurencyjnej, otrzymujemy A = —9/2.

Ostatecznie: a,, = 12" + 5™ —9/2 - 3"
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Nie o statych wspétczynnikach oraz nieliniowe zaleznosci
rekurencyjne

Liniowe zaleznosci rekurencyjne nie o statych wspéfczynnikach
rozwiazuje sie za pomoca funkcji tworzacych

Przyktad: llo$¢ permutacji bez punktéw statych zbioru
n-elementowego: D,, = nD,_1 + (—1)"

W ogdlnosci nie ma metody rozwigzywania nieliniowych zaleznosci
rekurencyjnych nieliniowych. Mozna to zrobi¢ w szczegblnych
przypadkach.

Przyktad: Niech ciag bedzie dany zaleznoscia rekurencyjna:
a? = 2a,_1./a, 3. Logarytmujac obie strony otrzymamy:
2loga, =log2 +loga,—1 + %log Ap—2.
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