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Definicja grupy

Definicja:
Grupa nazywamy zbiér G w ktérym okreslone jest dziatanie
dwuargumentowe * : G X G — G o wiasnosciach:

@ dziatanie jest faczne: a x (bxc) = (axb) * ¢

@ dziafanie posiada element neutralny
dJeeGVgeGexg=gxe=g

@ kazdy element posiada element odwrotny:
VgeGIgleGgrgl=glxg=e

Zwykle opuszcza sie symbol dziatania: g x h =" gh. Poniewaz
dziatanie jest taczne, nie trzeba uzywad nawiaséw.

Grupy, w ktérych dziatanie grupowe jest dodatkowo przemienne
nazywamy grupami abelowymi.
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Przyktady grup

Przyktad: Liczby catkowite z dziataniem dodawania tworza grupe
(abelowa)

Przyktad: Permutacje zbioru n elementowego tworza grupe
(nieabelowa, skonczong) oznaczang jako S,

Przykfad: Obroty w R? wzgledem ustalonego punktu tworza grupe
(ciagta, nieabelowa)

Przykfad: Przeksztatcenia symetrii wielokgtéw foremnych na
ptaszczyzZnie tworza grupe.
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Podgrupy

Definicja:
Podgrupa nazywamy dowolny podzbiér H grupy G, ktéry sam jest
grupa z dziataniem z grupy G, tzn:
° Vgi,92 € H gig;" € H.
W szczegélnosci e € H oraz Vg€ H g~ € H.

Przyktad: Obroty na ptaszczyznie o wielokrotno$¢ kata 7/6 tworza
skonczong podgrupe grupy obrotdéw na ptaszczyznie.

Przyktad: Liczby catkowite parzyste tworza nieskonczona
podgrupe grupy liczb catkowitych z dziataniem dodawania.



Pojecia wstepne Dziatania i orbity Warstwy i grupy ilorazowe Twierdzenie Lagrange'a
000®000 00000000 00000 oo

Homomorfizmy grup

Definicja:
Homomorfizmem grup ® : G — H nazywamy odwzorowanie
pomiedzy grupami, ktére zachowuje strukture grupy, tzn:
o ®(gh) = @(g)®(h)
w szczegélnoéci ®(eq) = ey oraz ®(g 1) = ®(g) L.

Fakt:

Jadro {g € G: ®(G) = ey}

oraz obraz {h € H : 3g € G ®(g9) = h}
homomorfizmu ® s3 podgrupami odpowiednio G i H.
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Homomorfizmy grup

Definicja:
Homomorfizm grup, ktéry jest injekcja (odwzorowanie
réznowartosciowe) nazywamy monomorfizmem.

Definicja:
Homomorfizm grup, ktéry jest surjekcja (odwzorowanie "na”)
nazywamy epimorfizmem.

Definicja:
Homomorfizm grup, ktéry jest bijekcja (odwzorowanie wzajemnie
jednoznaczne) nazywamy izomorfizmem grup.
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Przyktady homomorfizméw

Przykfad: Istnieje homomorfizm pomiedzy grupa przeksztatcen
symetrii n-kata foremnego a grupa permutacji jego wierzchotkéw.
Kazdemu przeksztatceniu symetrii mozna przypisa¢ permutacje
wierzchotkéw, ktdéra ono powoduje. Przypisanie to jest
monomorfizmem grup.

W przypadku tréjkata rownobocznego jest to jednoczesnie
epimorfizm, zatem grupa jego symetrii jest izomorficzna z Ss.

W przypadku wielokatéw o wiekszej liczbie wierzchotkdéw nie jest
to juz epimorfizm i grupa symetrii takiego n-kata foremnego jest
wtasciwg podgrupa grupy Sp,.
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Przyktady homomorfizméw

Niech G bedzie grupa obrotéw o wielokrotnos¢ kata 7 /6.

Przykfad: Homomorfizm grup ® : (Z,+) — G, dany wzorem
n— eien jest epimorfizmem. Jego jadrem jest zbidr liczb
catkowitych podzielnych przez 6. Zbiér ten jest podgrupa Z.

Przyktad: Odwzorowanie ® : Zg — G dane wzorem [n] — g

jest izomorfizmem grup.
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Dziatanie grupy na zbiorze

Definicja:
Dziataniem grupy G na zbiorze €2 nazywamy dowolne
odwzorowanie I : G x 2 — € o wtasnosciach:
eVreOl.x==x
e Vg,he GVxeQ I,(Inx) = Igpx

Przyktad: Dziatanie grupy obrotéw na wektory stojace
(kontrawariantne) w R? (mnozenie lewostronne):

' | | cosa —sina z
y | | siha  cosa Y
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Dziatanie grupy na zbiorze

Przyktad: Dziatanie grupy obrotéw na wektory lezace
(kowariantne, np. wektor sity) w R? (mnozenie prawostronne):

ERARIERA e

Przyktad: Dziatanie grupy obrotéw na macierze odwzorowan
liniowych z R? do R? odpowiadajace obrotom ukfadu
wspotrzednych (dziatanie poprzez sprzezenie):

A =0(a)A0 Y (a)
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Dziatanie grupy na zbiorze

Przyktad: Grupa symetrii tréjkata réwnobocznego odwzorowuje
tréjkat réwnoboczny w siebie.




Orbity
Orbitg punktu = w zbiorze ) pod dziataniem I grupy G
nazywamy podzbiér:

Io(z) =Gz ={yeQ: g€ G I(z) =y}

Pod dziataniem I grupy G zbiér ) rozpada sie na sume
roztacznych orbit.

Kazdy zbiér niezmienniczy na dziatanie grupy jest suma orbit.
Orbita jest najmniejszym (w sensie inkluzji) takim zbiorem.

[m]

=
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Przyktady orbit

Przyktad: Rozwazmy dziatanie grupy syme-
trii trojkata rownobocznego na jego punkty.
Otrzymamy trzy rodzaje orbit - jedno-, trzy-
i szeSciopunktowe.

Przyktad: Rozwazmy dziatanie grupy obrotéw na wektory
ptaszczyzny poprzez mnozenie lewostronne przez macierz obrotu.
Orbita dziatania punktu odlegtego o 7 od poczatku uktadu
wspotrzednych jest okrag o promieniu 7.

Przyktad: Rozwazmy dziatanie na globus grupy obrotéw wokét
jego osi. Orbitg punktu na globusie pod takim dziataniem grupy
obrotéw jest potudnik przechodzacy przez ten punkt.
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Przyktady orbit

Przyktad: Rozwazmy dziatanie grupy syme-
trii trojkata rownobocznego na jego punkty.
Otrzymamy trzy rodzaje orbit - jedno-, trzy-
i szeSciopunktowe.

Przyktad: Rozwazmy dziatanie grupy obrotéw na wektory
ptaszczyzny poprzez mnozenie lewostronne przez macierz obrotu.
Orbita dziatania punktu odlegtego o 7 od poczatku uktadu
wspotrzednych jest okrag o promieniu 7.

Przyktad: Rozwazmy dziatanie na globus grupy obrotéw wokét
jego osi. Orbitg punktu na globusie pod takim dziataniem grupy
obrotéw jest potudnik przechodzacy przez ten punkt.
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Przyktady orbit

Definicja: Dziatanie takie, ze Vx1,20 € Q dg € G x5 = g1
nazywamy przechodnim. Caty zbiér € jest orbitg wzgledem
takiego dziafania.

Przyktad: Rozwazmy dziatanie grupy linowej na R? \ {0} poprzez
mnozenie lewostronne.

Pomiedzy kazdymi dwoma wektorami mozna przej$¢ za pomoca
pewnej operacji liniowej (nawet wiecej niz jednej), zatem dziatanie
to jest przechodnie.
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Stabilizator orbity

Definicja:
Stabilizatorem punktu zy € ) wzgledem dziatania I grupy G na
zbiorze €} nazywamy nastepujaca podgrupe grupy G:

St(xo) — {g eqG: Ig(xo) = CC()}

Fakt: Stabilizatory punktéw z tej samej orbity s3 ze sobg
izomorficzne

Dowdéd: Rozwazmy dwa punkty tej samej orbity x1, oraz

x9 = gxr1. Kazdemu elementowi h stabilizatora elementu x4
mozemy przypisa element stabilizatora elementu x; wzorem

h — g~ 'hg. Odwzorowanie to jest réznowartoéciowe i jest
homomorfizmem grup. Co wiecej konstrukcje mozemy powtdrzy¢é w
przeciwnym kierunku, jest ono zatem odwracalne [J



Stabilizator orbity

Przyktad: Dla dziatania grupy obrotéw G wokét osi na globus,

stablilizatorem bieguna jest cata grupa GG, natomiast stabilizator
pozostatych punktéw jest trywialny ({e}).

DA
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Warstwy
Dla podgrupy H grupy GG rozwazmy jej dziatanie na grupie G
poprzez mnozenie lewostronne:
I:HxG—G In(g) = hg

orbite elementu g przy takim dziataniu nazywamy warstwa
lewostronng elementu g wzgledem podgrupy H. Oznaczmy j3
jako Hg

Analogicznie mozna zdefiniowaé warstwe prawostronng elementu
g wzgledem podgrupy H jako orbite dziatania:

I:HxG—G In(g) = gh

Oznaczamy j3 jako gH
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Warstwy

Twierdzenie:

Warstwy wzgledem tej samej podgrupy sa réwnoliczne i
réwnoliczne z t3 podgrupa.

Dowdd: Rozwazmy odwzorowanie f(z) = gggl_la: dziatajace z
warstwy g1 H do warstwy go H. odwzorowanie to jest:

e réznowartosciowe: f(gihi) = f(g1he) = g2h1 = g2ho

— h=hy = gih1 = giha

® na: goh = f(g1h)
zatem dwie warstwy prawostronne s3 ze sobg réwnoliczne.
Analogicznie udowadniamy dla warstw lewostronnych
Poniewaz podgrupa H jest warstwa elementu e wzgledem

podgrupy H, to kazda warstwa wzgledem podgrupy elementéw jest
réwnoliczna z t3 podgrupa [
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Dzielnik normalny

Definicja:
Podgrupe H grupy G dla ktérej zachodzi warunek:

Vhe HVge G ghg e H

nazywamy dzielnikiem normalnym grupy G. Oznaczamy to jako
H«G

Fakt: Jadro homomorfizmu jest dzielnikiem normalnym.

Dowéd: Vh € ker f f(ghg™t) = f(g9)f(h)f(g)~"
= f(9)ef(9) ' =f(9)f(9) ' =e = ghg ' €kerf.

Fakt: Dowolna podgrupa grupy abelowej jest jej dzielnikiem
normalnym.
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Grupa ilorazowa

Fakt: Warstwa prawostronna i lewostrona elementu g € G
wzgledem dzielnika normalnego H s3 sobie réwne.

Dzieki temu mozna zdefiniowa¢ dziatanie na warstwach wzgledem
dzielnika normalnego:

aH -bH = a(Hb)H = a(bH)H = abH? = abH

Zbiér warstw z tak okreSlonym dziataniem ma strukture grupy.
Grupe ta oznaczamy jako G/H i nazywamy grupg ilorazowa.
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Przyktady

Przyktad: Wezmy grupe (R, +) i jej podgrupe (Z,+). Poniewaz
sg to grupy abelowe, Z < R.

Do tej samej orbity naleza liczby rzeczywiste rbézniace sie o liczbe
catkowita. Zbidr orbit jest grupa izomorficzng z grupa obrotéw na
ptaszczyznie.

Przyktad: Wezmy grupe (Z,+) i jej podgrupe (3Z,+) (liczby
podzielne przez trzy). Poniewaz s3 to grupy abelowe, 3Z < Z.

Orbite tworza liczby catkowite réznigce sie o wielokrotnos¢ tréjki.
Grupa ilorazowa jest zbidr orbit czyli Zs.
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Rzad grupy i indeks podgrupy

Definicja:
lloé¢ warstw podgrupy H w grupie G nazywamy indeksem
podgrupy H w G i oznaczamy jako (G : H)

Definicja:
llos¢ elementéw grupy G nazywamy rzedem grupy G i oznaczamy
jako (G : e)

(oznaczenie bierze sie z obserwacji, ze kazdy element jest warstwa
wzgledem podgrupy {e})
Uwaga: Jezeli H < G, to indeks H w G jest réwny rzedowi grupy

ilorazowej:
(G/H :e)=(G: H)
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Twierdzenie Lagrange'a

Twierdzenie (Lagrange'a):

(G:e)=(G:H)-(H:e)

Whiosek: Rzad grupy skonczonej jest podzielny przez rzad kazde;j
jej podgrupy

Fakt: llos¢ elementéw w orbicie elementu x pod dziataniem grupy
G jest rowna liczbie warstw dziatajacej grupy G wzgledem
stabilizatora elementu orbity (podgrupy G)

Z twierdzenia Lagrange'a mamy zatem:

#G(0) = (G - St(xp)) = <s§<G0>)>
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