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Funkcja tworzaca

Definicja

Funkcja tworzaca ciagu a,, nazywamy wyrazenie:

A:C—CN Az) = Z anz”.
n=0

Zmienna x € C nazywamy zmienna formalna.

Przyktad: Wyrazenie > 02, nlz"™ jest funkcja tworzaca, ale dla
zadnego x # 0 suma ta nie jest zbiezna.

Przyktad: Wyrazenie > 72, 2"2" jest funkcja tworzacg, ale suma
ta jest zbiezna tylko dla |z| < 1/2.

Przyktad: A(%) jest transformata Z ciagu.



Dziatania na funkcjach tworzacych
@ Suma i rdznica:

o0 o0 o0
Z apx”™ £ Z bpa™ = Z(an + by,)z"
n=0 n=0

n=0

o lloczyn:

(S ) (50)

o0 n (o]
A
n=0 \k=0

(splot obu ciagdw)

n=0
@ Mnozenie przez stata:

o0 o0
c E apT" = g canx”
n=0 n=0

[m]

=
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Dziatania na funkcjach tworzacych

@ Pochodna:

00 / 00
(Z anx”> =Y (n+ Dagsra”
n=0

n=0

o Catka:

DA



Dziatania na funkcjach tworzacych
@ Przesunigcie w prawo:

o0
" Az) =Y apzttr
k=0
@ Przesuniecie w lewo:

mn

A(z) — (ap + a1z + -+ + ap_12™1)

:an+an+1x1+...
o Ciag sum czesciowych ciagu a,:
Alz)

-z (a0,

o Ciag rozrzedzony:

ag + a1, ao-+ap+ag, )

f(z") ~ (ap,0,...,0,a1,0,...,0,as9,

n—1

)
n—1

[m]

=
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Funkcje tworzace dla wybranych ciggéw

@ Funkcja tworzaca dla ciagu statego c:

00
= Z CIEk =
k=0

o Funkcja tworzaca dla ciagu n* (iloé¢ k-elementowych wariacji
z powtérzeniami ze zbioru n-elementowego):

Zn 1—f—mc

@ Funkcja tworzaca dla ciggu a, = (}) (ilosci kombinagiji
k-elementowych ze zbioru n-elementowego):

Aw) =3 (Z)’“ (4o



Funkcje tworzace dla wybranych ciagéw

Uogdlniony wspdtczynnik Newtona:

—n\ df n+k—1
(7))

e Funkcja tworzaca dla ciagu (—1)%(7") (ilo$¢ k-elementowych
kombinacji z powtérzeniami ze zbioru n-elementowego):

Az) = i <—kn> (—1)Fo* 1
k=0

(1 —a)
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Zastosowanie do zagadnien kombinatorycznych

Fakt:

Zatézmy ze ciag a,, opisuje wartosci mozliwych wartosci n dla
pierwszego zbioru, natomiast ciag b, dla drugiego. Wtedy ilos¢
mozliwych sum jest réwna (a * b),,

Przyktad: Dwadzescia komputeréw ma by¢é rozmieszczonych w 5
salach tak, by w kazdej sali byty przynajmniej dwa. lle jest
mozliwych rozmieszczen?

Rozwigzanie: W jednym pokoju s3 przynajmniej dwa komputery.
Liczby rozmieszczeh n komputeréw w pokoju tworzg ciag
(0,0,1,1,...), ktérego funkcja tworzaca jest 22 + 23 + .... lloé¢
rozmieszczeh n komputerédw w 5 pokojach jest dana przez splot
tych ciagdw, zatem funkqa tworzqca jest iloczynem funkgji
tworzacych: (22 + 23 +...)% = (1 7
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Zastosowanie do zagadnien kombinatorycznych

Interesuje nas ilo$¢ rozmieszczen 20 komputerdw, zatem
wspbtczynnik przy 220 w rozwinieciu tej funkgji, ktéry jest réwny
wspétczynnikowi przy !0 funkcji (1 — 2)7°, ktéry jest réwny

(10) = (1107 = () = 1001.

Cwiczenie: Dojé¢ do wyniku technika rozmieszczania przedmiotéw
w przegrédkach (nalezy rozwazaé kombinacje obiektéw o i e o |)
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Zastosowanie do zagadnien kombinatorycznych

Przyktad: Teraz w powyzszym przyktadzie dotézmy ograniczenie,
ze komputeréw w sali nie moze by¢ wiecej niz 7. W takim wypadku
funkcja tworzaca jest

5
1— 6
($2+~-+x7)5:x10( x) = z10.

O (] e O ()]

Znajdzmy wspdtczynnik stojacy przy z'° w dolnej linijce. Potege te
mozna uzyska¢ jako 1-z'% lub 26 - 2%, zatem iloé¢ mozliwych

ustawien jest réwna:
14 5 8
_ . =651
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Zastosowanie do zagadnien kombinatorycznych

Przyktad: llos¢ rozktaddw liczby catkowitej dodatniej na sume
réznych liczb catkowitych dodatnich ma funkcje tworzaca:

ﬁ1+ _1-2® 1-2t 1 1
P v l—z 1-—2? 12 1—a3

Przyktad: Dziatajac operatorem x% na funkcje tworzaca ciagu a,

dostajemy ciag na,. Podziatajmy dwukrotnie tym operatorem na
funkcje ciagu (1,1,...):

d d 1
{ = L +7) =120+ 2%202+ 3223 + 4% + . ..

T x(l—x)_l} = 0=
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Zastosowanie do zagadnien kombinatorycznych

Podzielenie funkgji tworzacej ciagu przez (1 — x) daje funkcje
x(1+x)

tworzaca ciggu sum czesciowych:

4 5\ o
— 1 .
(1= (1) (o)

=120+ (12 4+ 2927 + (12 + 22 + 3% + ...

= (z +x2)(1 — CL‘)_4 = (z +x2)

Wspotczynnik rozwiniecia tej funkcji przy n-tej potedze daje wzér
na n-ta sume czeéciowa ciagu n?. Jest on réwny

2+n I+n 1
2 | 92 | 92 2 _ _
1" +2°43"+...n —(n_1>+<n_2>—Gn(n+1)(2n—i—1)

Cwiczenie: Znalez¢ wzér na n-ta sume czesciowa ciggu n?



Rozwigzywanie réwnan rekurencyjnych - Wieze z Hanoi

Mamy do dyspozycji n krazkdw o malejacych $érednicach i trzy
paliki. Trzeba przenie$¢ wieze na inny palik

@ przektadajac po jednym krazku
@ nie ktadac nigdy wiekszego krazka na mniejszym

Jaka najmniejszg iloscig ruchéw mozna wykona¢ to zadanie?

Rysunki z zasobéw Wikimedia Commons
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Wieze z Hanoi

Przektadajac n krazkéw z palika pierwszego na trzeci, najpierw

musimy odkopaé najwiekszy krazek i mie¢ zwolniony trzeci palik,

zatem musimy przenie$¢ n — 1 krazkdéw na drugi palik. Nastepnie

po przetozeniu najwigkszego krazka musimy przenies¢ wieze n — 1

krazkéw na trzeci palik. lloé¢ przeniesien dla n krazkéw jest réwna:
ap = 20,1+ 1

Z oczywistym warunkiem poczatkowym a; = 1.

o0 (0] o0
Z anx" =2 Z an—12" + Z z"
n=2 n=2 n=2

1
-9 —
(o) = 20f(2) +



Wieze z Hanoi

Rozwiazujac to réwnanie dostajemy funkcje:

fz) =

2z _
1-2)(1-27) 1-22 1-x

=S (20) - 4

n=1

o0

=) (2" —1)2"
n=1

Stad dostajemy ze a, = 2" — 1

Cwiczenie: Rozwigzaé problem szukajac pierwiastkéw wielomianu
charakterystycznego
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Wyktadnicze funkcje tworzace

Definicja
Wyktadnicza funkcja tworzaca ciagu a, nazywamy wyrazenie:

[e.e]

. N _ On n
A:C—-C A(:L’)—nzzomx.

Wzory na funkcje tworzaca sumy ciggdw i ciagu pomnozonego
przez skalar pozostaja w mocy. Funkcja tworzaca iloczynu ciagdw
an i by jest funkcja tworzaca ciagu ¢n, = Y7—g (}) akbn—k.

Taka operacja na ciggach nazywa sie splotem dwumianowym.
Jezeli za a, i b, wziaé ciagi kolejnych pochodnych funkgji
odpowiednio f i g, to splot dwumianowy tych ciagdéw daje formute
Leibnitza na n-t3 pochodng iloczynu.



WHtasnosci wyktadniczej funkcji tworzacej

@ Pochodna funkcji tworzacej <= przesuniecie ciagu w lewo

d
%A(:c) ~ (a1, a9,

)

o Catka funkcji tworzacej <= przesuniecie ciggu w prawo

/ dz Az

(0, ap, a1, as,

)

)
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Wykfadnicze funkcje tworzace wybranych ciggéw

Wyktadnicza funkcja tworzaca odpowiada ciagom rozmieszczen z
istotng kolejnoscia.

e Wyktadnicza funkcja tworzaca ciagu a, = (n%'k), (ilos¢

wariacji bez powtérzen ze zbioru n-elementowego):

k

n!l n
A(z) :gmﬁ =(1+2)

e Wyktadnicza funkcja tworzaca ciggu aj = k! (ilo$¢ permutacji

zbioru k-elementowego):

1
1—=x

00 xk
Alw) = Y Koy =
k=0
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Wykfadnicze funkcje tworzace wybranych ciggéw

e Wyktadnicza funkcja tworzaca ciagu (1,1,...):

© .k

A(w)zz%:e”

k=0
e Wyktadnicza funkcja tworzaca ciagu (1,—1,1,—1,...):

00 2k
A(z) = Z(fl)kﬁ =e "
k=0 ’

e Wyktadnicza funkcja tworzaca ciagu (1,0, 1,0,...):
00 k
A(z) = Z -7 = cha

keparz,k=0 "

e Wyktadnicza funkcja tworzaca ciagu (0,1,0,1,...):

o k

A@)= > % = shz

kenparz,k=0 "
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Zastosowanie wyktadniczej funkcji tworzacej - jawna
postac liczb Bella

Przypomnienie: Liczba Bella B,, to liczba rozbi¢ zbioru
n-elementowego na niepuste podzbiory.

@ W rozbiciu zbioru n-elementowego n-ty nalezy do pewnego
k-elementowego podzioru.

o Podzbiér ten mozna wybra¢ na (}_}) sposobéw.

@ Dla kazdego wyboru podzbioru, jego dopetnienie mozna rozbié
na B,,_j sposobdw, zatem
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Zastosowanie wyktadniczej funkcji tworzacej - jawna
postac liczb Bella

Rozpatrzmy wyktadnicza funkcje tworzaca dla liczb Bella:

Br)= Y Dryn

|
n—0 n:

jej pochodna bedzie réwna:
oo
Z -1
= (n— 1
Wstawmy do prawej strony wyrazenie rekurencyjne na By,:

S EERES RS ()

n—l
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Zastosowanie wyktadniczej funkcji tworzacej - jawna
postac liczb Bella

Zmienmy kolejno$¢ sumowania:

n=0 i=0 n=0 =0 L
CSINeS) 2 (n [eS) Bz &S "
SEn()a-S AT
=0 n=1 1=0 n=t

Zamienmy w drugiej sumie zmienng n na k=n —1¢

n—l—i 0 Bz )
Z ;) o= Z(:) Fx’ex = B(x)e”

Rozwigzujemy powyzsze réwnanie rézniczkowe:

InB(z)] =e” = InB(z) =e"+C = Bla) =" ¢
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Zastosowanie wyktadniczej funkcji tworzacej - jawna
postac liczb Bella

Rozwinmy funkcje tworzaca w szereg:

ZZ*

k;l

kn

Wspétczynnikiem rozwiniecia B,, jest e© > R=0 T

Poniewaz B; = 1 (zbiér jednoelementowy ma Jedno rozbicie na
niepuste podzbiory):

Bi=1=¢% 2 =eC =cle = C=-1
2= LG

Ostatecznie: B, = 2 327, &= (B,, jest liczba naturalna!)
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