Podzielnosé liczb catkowitych

. Zdefiniuj relacje podzielnosci w liczbach catkowitych. Jakie wlasnosci ma ta relacja?
. Zdefiniuj NW D(a, b)
. Udowodnij, ze jezeli 0 < a < b, to NWD(a,b) = NWD(b mod a,a)
. Omoéw dziatanie algorytmu Euklidesa i udowodnij jego poprawnosc¢.
. Udowodnij, ze algorytm Euklidesa koniczy sie¢ w mniej niz 2log,(a + b) krokach.
. Udowodnij, ze istnieja x,y € Z speliajace réwnosé Bezout: ax + by = NW D(a, b).
. Oméw dziatanie rozszerzonego algorytmu Euklidesa.
. Udowodnij, ze kazda liczbe ztozona da sie przedstawi¢ jako iloczyn liczb pierwszych.
. Udowodnij, ze jezeli a,b - wzglednie pierwsze, to Ve albe = alc.
10. Udowodnij, ze dla liczb pierwszych p, g1, . .., ¢, zachodzi plq; - - - - - gn = i p = q; (wykorzystaj fakt,
ze jezeli a, b - wzglednie pierwsze, to Ve albc = alc).
11. Sformutuj i udowodnij zasadnicze twierdzenie arytmetyki (w dowodzie wykorzystaj fakt, ze dla liczb
pierwszych p, qi, ..., q, zachodzi plg; - - - - G = Jip=q).
12. Co méwi postulat Bertranda?
13. Pokaz, ze istnieje dowolnej dtugosci ciag liczb ztozonych.
14. Jak definiujemy funkcje © w teorii liczb? Jaka funkcja analityczna ja przybliza?
15. Jak dziata algorytm Sito Eratostenesa?
16. Jaki jest przyblizony wzor na n-ta liczbe pierwszg?
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Przystawanie i kongruencje

. Zdefiniuj relacje przystawania modulo m i udowodnij, ze jest to relacja réwnowaznosci.
. Udowodnij, ze relacja przystawania modulo m zachowuje dodawanie
. Udowodnij, ze relacja przystawania modulo m zachowuje odejmowanie
. Udowodnij, ze relacja przystawania modulo m zachowuje mnozenie
. Napisz tabelki dodawania i mnozenia w pierscieniu Z,
. Podaj definicje pierscienia i ciata
. Udowodnij, ze element a € Z,, jest odwracalny wtedy i tylko wtedy gdy NW D(a,m) =1
. Wyznacz liczbe elementéw odwracalnych w pierscieniu Zsg
. Sformutuj i udowodnij twierdzenie Eulera i jego szczegdlny przypadek, twierdzenie Fermata.
10. W jaki sposob znajdujemy element odwrotny w pierécieniu Z, wykorzystujac twierdzenie Eulera?
11. Kiedy kongruencja liniowa az + b = 0( mod n) ma rozwiazanie?
12. Sformutuj i udowodnij chinskie twierdzenie o resztach
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Pierscienie wielomianow

1. Wyjasnij, co znacza pojecia: wielomian g dzieli wielomian f, wielomian f jest nierozkladalny, wielomiany
f 1 g sa stowarzyszone, wielomian f jest unormowany.

2. Jak definiujemy najwiekszy wspolny dzielnik wielomianéw f i g ?

3. Co to znaczy, ze dwa wielomiany przystaja do siebie modulo wielomian f? Udowodnij, ze jest to relacja
rownowaznosci

4. Kiedy pierécien reszt: K[X]/f jest cialem? Uzasadnij odpowiedz.

5. Uzasadnij, ze pierscien reszt R[X]/(X? + 1) jest ciatem. Co jest elementami tego ciala? Jak wyglada
wzOr na iloczyn dwoch elementow?



6. Co to jest izomorfizm pierscieni?

7. Co to jest podpierscien i podciato?

8. Co to jest charakterystyka pierscienia?

9. Jakie sg mozliwe liczby elementéw dla ciat skonczonych?

10. Skonstruuj ciato Fy jako cialo reszt wielomiandéw. Przedstaw tabelke mnozenia dla tego ciala.

Kody korygujace bledy

1. Co to jest odlegtos¢ Hamminga, udowodnij, ze jest to metryka.

2. Jak definiujemy kod dtugosci n nad F,;? Co oznacza dekodowanie stowa s € ;7 Co to jest minimalna
odlegtosé¢ kodu?

3. Co to znaczy, ze kod wykrywa t btedéw? Co to znaczy, ze kod koryguje r btedow?

4. Ile bltedéow wykrywa, a ile koryguje kod o minimalnej odlegtosci d?

5. Sformutuj ograniczenie Hamminga na moc kodu wykrywajacego r btedow

6. Sformutuj ograniczenie Singletona. Co to sg kody MDS?

7. Podaj definicje kodu liniowego, wymiaru kodu liniowego, macierzy kontroli parzystosci i macierzy ge-
nerujacej kodu.

8. Podaj definicje kodu cyklicznego i generatora kodu cyklicznego.

9. Jaki kod cykliczny jest generowany przez wielomian X — 1 € Zy[X]/(X3 —1)?

10. Jaki kod cykliczny jest generowany przez wielomian X2 + X + 1 € Zo[X]/(X? —1)?

11. Podaj definicje kodu Reeda-Solomona i udowodnij, ze jest to kod MDS wymiaru k.

Grupy 1

. Podaj definicje grupy i grupy abelowej

. Podaj definicje podgrupy

. Podaj definicje homomorfizmu grupy

. Podaj definicje jadra homomorfizmu. Udowodnij, ze jest ono podgrupa
. Podaj definicje obrazu homomorfizmu. Udowodnij, ze jest on podgrupa
. Jak definiujemy dziatanie grupy G na zbiorze €2 7

. Jak definiujemy orbite punktu pod dziataniem grupy ?

. Narysuj orbite podanego punktu dla grupy symetrii kwadratu
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. Co to jest stabilizator punktu? Udowodnij, ze punkty z tej samej orbity maja izomorficzne stabilizatory

Grupy 2

1. Jak definiujemy warstwe lewostronng/prawostronna elementu g € G wzgledem podgrupy H C G?

2. Udowodnij, ze dwie warstwy wzgledem tej samej podgrupy sa ze sobg rownoliczne i rownoliczne z pod-
grupa.

3. Co to jest dzielnik normalny? Udowodnij, ze jadro homomorfizmu grup jest dzielnikiem normalnym.
4. Co to jest rzad grupy G i indeks podgrupy H w grupie GG? Sformutuj twierdzenie Lagrange’a.

5. Podaj definicje grupy cyklicznej i rzedu elementu w grupie.

6. Jakie sa mozliwe rzedy elementéw grupy o rzedzie n? Odpowiedz uzasadnij.



7. Sformutuj twierdzenie Sylowa

8. Co to jest tabelka Cayleya dla grupy skonczonej? Sformutuj i uzasadnij twierdzenie Cayleya.

9. Co to jest pierwiastek pierwotny z liczby p ?

10. Jak definiujemy logarytm dyskretny z liczby x przy podstawie b modulo n ? Jakie liczby moga by¢
podstawami (uzasadnij)?

Algorytmy i kryptosystemy

1. Omoéw przebieg algorytmu Fermata

2. Oméw algorytm szybkiego potegowania

3. Omoéw dziatanie algorytmu Shora. Ktora czesé algorytmu jest obliczana efektywnie przez komputer
kwantowy?

4. Oméw test Leibnitza. Co to jest liczba pseudopierwsza wzgl. podstawy b?

5. Omoéw test Millera-Rabina. Co to jest liczba silnie pseudopierwsza wzgl. podstawy b7

6. Sformutuj twierdzenie Rabina

7. Omoéw test Lucasa

8. Omoéw metode Schanksa znajdowania logarytmu dyskretnego

9. Omoéw kryptosystem El-Gamal: co jest kluczem publicznym a co prywatnym, jak przebiega szyfrowanie
bloku wiadomosci, jak przebiega deszyfrowanie. Dowiedz poprawnos$é¢ deszyfrowania

10. W kryptosystemie El-Gamal posiadacz klucz prywatnego (p, B,m) i publicznego (p, B, C') podpisuje
blok P za pomoca dwéch liczb u = B" mod piv = (P —mu)/r mod p— 1, dla losowego r wzgl. pierwszego
z p — 1. Weryfikacja podpisu polega na sprawdzeniu zachodzenia réwnosci: C*u” = BY mod p. Udowodnij
poprawno$¢ procedury weryfikacji podpisu.

11. Omoéw kryptosystem RSA: co jest kluczem publicznym a co prywatnym, jak przebiega szyfrowanie
bloku wiadomosci, jak przebiega deszyfrowanie. DowiedZ poprawno$¢ deszyfrowania

12. Jak przebiega procedura podpisu elektronicznego w kryptosystemie RSA? Dowiedz poprawnosé pro-
cedury.

Krzywe eliptyczne

1. Dla jakich a, b krzywa y? = 2% + ax + b ma samoprzeciecie? (dla cial o charakaterystyce réznej od 2,3)
2. Jak definiujemy krzywa eliptyczna E,;(K) ?

3. Narysuj krzywa eliptyczna Fs 3(Zs)

4. Sformutuj twierdzenie Hassego

5. Dodaj graficznie punkty A i B na podanej krzywej eliptycznej nad R. Af
o 7 4
4 . .
6. Dodaj punkty A i B na podanej krzywej eliptycznej nad Zs : : :

7. Wyprowadz wzoér na wspoétrzedne sumy dwoch punktéw na krzywej eliptycznej (rozwaz réwniez przy-
padek gdy oba dodawane punkty sa réwne)
8. Omoéw system El-Gamal na krzywej eliptycznej



