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Przypominamy sobie, ze:

1 0 —sing o W
W= |0 —cosy —siniycosd o | ZC| o (1)
0 —sinvy costcosd b b
By przej$¢ do uktadu bryty musimy przemnozyé & przez R
1@ cospcosf —sing 0 1/1
FP=RTC| 6 | =| —singcosf —cos¢ 0 0 (2)
) —sin 6 0 1 b

Mozemy zatem zapisa¢ energie kinetyczng jako forme kwadratowa predkosci
uogdlnionych:

L Ly 0 0 ¥ Y
E°’”"=§[zp i ¢]CTR 0 I, 0 |RTC| é =[¢ f ¢]T f
0 0 L. é ¢

—~~
o
N



gdzie T'(0, ¢) = %

({yy — Iq) sin ¢ cos ¢ cos

0

(I cos? ¢ + Iy, sin? ¢) cos? 0 + I, sin? @ (I, — L) singcosgcosd —1I,,sind
Iy sin® ¢ + I, cos? ¢
—1I,,sinf

0
I,

(4)



Réwnania Lagrange’a Il rodzaju Przyktad

00®@00000 000000

Whktad od k-tej czastki do j-tej sktadowej katowej sity uogdlnionej wynosi:

Q) = SIS < RO - F O = oy RORY ) FO

i g,
= (05, R) R(YT# - F® = (9, RR()T) i) - F® = (9;,5) x i) . F®
= (9,@) -7 x F®) = (9,5) - 810 = ¢ - 51, -

gdzie C; oznacza j-t3 kolumne macierzy C. Wysumowujac po k otrzymamy:

Q;=Cj- M, zatem skfadowe katowe sity uogdlnionej to pewne sktadowe zwigzanego
z nig momentu wzgledem Srodka ciezkosci:

Qy ~ M,
Qo | =CTM = — M, costp — M, sine) (6)
Qs —M, sinf — cos (M, sinyp — M, cos))

Dla sit potencjalnych: Q; = — 37, 0y, Ep(w1 ... 2,)02i/0q; = —0g; Ep(qr; - - -, Q)



n [10] ‘ce = simplify(R.T * €)
o

0ut[101: [ cos(h(n)cos (1)  —sin(p(n) 0
—sin (@) cos @0)  —cos(p@) 0
— sin (6(1)) 0 1
In [11]: I XX, ! [ yy, 1.2z = symbols( Ixx, Iyy, I zz')
9(1 xx,1_yy,I z:
sulnl)fy(c'l*R' T+ RT'C)
OUETLLEE 7 cos? (1) cos? (0U0) + Iy sin? (D) cos® (0X0) + L sin? (O(p)) o) o CHO-O S CHION ;1
(o )incgo- oy cgrson Lo sin? (0 — 1y i () + o
1. sin(00) 0 L
In (121: n X0 My, W2 = symbols (0 1y, 1.2')
c * Matrix([M x, My, M z])
out[12]: M,
—M, cos (y(1)) — M. sin (y(1))
sin (6X0) = M, i .
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Poniewaz mamy juz energie kinetyczng i potencjalng bryty oraz sity uogdlnione
wyrazone przez zmienne uogblnione i ich pochodne po czasie mozemy zapisaé 6 réwnan
Lagrange'a drugiego rodzaju dla bryty. Wspdtrzednymi uogdlnionymi s3 np. trzy
wspotrzedne kartezjanskie Srodka ciezkosci i trzy katy Eulera. Lagrangian jest postaci

1 1 . . sz 0 0 1/)
L= M(&#+i+28)+5 (¢ 6 d]c"| 0 L, 0 |C|F
0 0 I, é

_Ep(x07y072071/}707¢) (7)

Daje on réwnania Lagrange'a:
) grang

d oL OL

E% — aiq = QQ7 dla q S {$07y07207¢797¢} (8)



Dla katéw Eulera:
0 cosa sinasinf }
Jd=|0 sina —cosasinf
1 0

& &
Bl|=Ce|p (9)
cos (3 o A
By przejé¢ do uktadu bryty musimy przemnozyé & przez RZL:
1/} sin 3 sin ~y
F=REC| 6 | =
¢

sin (3 cos

cosy 0 1/1
—siny 0 0 (10)
cos 3 0 1 q&



RSSO
1 I, 0 O 1
Tp = §C}§RE 0 I, 0 |RLCp= 5
0 0 I,
(Iyz sin? 7y + Iy, cos? y) sin? B+ I, cos® B (Ipy —
(Izz — Iyy) sin Bsiny cosy
1., cosf3

Iyy)sin Bsinycosy 1., cosf
Iy cos? 7y + Iy, sin® 0
0
Qa 0
Qs | = cos &
@y

IZZ
(11)
0 1
sin « 0 M
sinasinf@ —sinfFcosa cos(
M,
M, cos o + My sin «

(M sinow — My cos a) sin 3 + M cos 3

=

(12)

DA



In (13]: CE® = simplify(RE.T * CE)
print(CE6)

Matrix([[si 1) *si ), 1), o], [si ) 1), -si 1)), e], [cos(beta(t)), 0, 11])

In (14]: Ixx, Iyy, I 2z = symbols('I xx, Iyy, I zz')
T = diag(I X, I yy,I 22)
i

= simplify(CE.T * RE * I * RE.T * CE)
TE
OURTITE [ i ) sin (0) + 1, sin® (B0 cos? (1) + 1 cos? () (r..-:n.)tmwm—zrm—n GO o )
w L sin? (/0) + I + 1,y sin? (/1) 0
L cos (B 0 L

In [15]: CE.T * Matrix([M x, My, M_z])
out[15]:

M.
M, cos (a(r) + M, sin (a(1))
M, sin (a(0) sin (B(1)) — M, sin (B(0)) cos (a(1)) + M. cos (B(1))
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Bak Lagrange'a

Zatézmy teraz, ze bryta ma symetrie obrotowa wokét osi z (I, = Iyy) i jest podparta
w dolnym punkcie osi - ma ona zatem tylko trzy stopnie swobody. Niech $rodek
ciezkosci bedzie w odlegtosci i od punktu podparcia. W chwili ¢ znajduje sie on w
punkcie [z, 5o, 20]7 = R(t)hé, = h[sin a:sin 3, — cos asin 3, cos F]7.

Obliczamy, ze @3 + 92 + 25 = h%(sin? Ba? + (?)

In [16]: M,g,h = symbols('M,g,h')
re = RE * Matrix([0,0,1])

116 sin (a(0) sin (A1)
—sin (A1) cos (a(1))

B(D)

In [17]: ve = ro.diff(t)
simplify(ve.T * vo

O o (La)” + (£p0)° |
Obliczamy energie kinetyczng ruchu obrotowego:

Ipasin?+1,,cos23 0 I, cosf3 &
(6 6 4] 0 L. 0 3 (13)
I,,cosf3 0 I, A

B¢ =

DO =



In [18]: T = simplify(CE.T * RE * diag(I xx,I xx,I zz) * RE.T * CE)
T

0ut181: [ 1y sin® (B0) = Lsin* BO) + 1. 0 I cos(B(r)
0 I 0
1. cos () 0 I

Catkowita energia kinetyczna jest réwna:

1 . (Iyw + MR?)sin? B+ I, cos® 3 0 I..cospf a
Ex=3[a 8 7] 0 Lo+ MR2 0 3
1,,cosf3 0 I,. A
_ 1[ .. } (I + MR?)sin? B+ 1., cos’ 3 1., cosf3 &
517 I..cosf3 I, v

1 .
2\ 52
+ 5 (Lex + ME7)
2
In [19]: TE1 = T + diag(M*h*+2*(sin(beta))**2, M*h**2, 0)
TEL

T+ MR? 0
I.cos (B0) 0 1.

out[19]: [rn sin? (A1) = I, sin® (B(1)) + I, + MA? sin® (B(1)) 0 1. cos (B(1) ]
0

Energia potencjalna zalezy tylko od sktadowej z Srodka ciezkosci: E, = M ghcos 3.

] = =
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Bak Lagrange'a

Lagrangian jest zatem réwny:

1. . Iow + Mh?)sin? 8+ I, cos2 3 1., cos &
L=1la 4] ( )sin” 3 p Bl
2 1., cosf I, v
1 )
+ 5 (Laa + Mh?)3* — Mghcos 3 (14)
Otrzymujemy réwnania Lagrange'a:
d
T (((Im + Mhz) sin’ 8 + I, cos® [3) &+ 1,,cos3 "y) =0
d ) .
e (IzcosfB &+ 1,,4) =0

(15)
(16)

DA



In [20]:

out[20]:

In [21]):
out[21]:

In [22]):
out[22]:

In [23]:
out[23]:

In [24):

out[24]

= Matrix([alpha, bet;

1).diff(t)

K

mmms

(1) (90)° | (1

Lefr®) 700 (e cos GO0 + (1 sin® (0

ktor
K = Rational(1,2) * (wektor_pochodnych.T * TE1 * wektor_pochodnych)
K=E_ 0]

in’ (B(0) + L. + MF sin® () £a(0)) £alr)

2

Ly + MR 3—| & %

cos (D) a0 +
2

d d
L. (cos W’”E"") + E'('))

simplify(E_K.diff (alpha.diff(t)))

simplify(E_K.diff(gamma.diff (t)))

2

2 d
cos. (ﬂ(l))%y(l) + (L sin® (B(0) = I sin® (B(0) + I, + MI* sin® (5(1))) E"“’

o8 B(Ipy — L. + Mh?) —1I..
1
~lr. 0

— Mghsin3 =0

2 4
(Lo + MB?) F,9(:)

sinplify(TE1.diff (beta))

[ (1 = L. + MB2) sin ()
0

L. sin (5(1))

0
0
0

simplify(E_K.diff (beta.diff(t)).diff(t))

L. sin ()
0
0

<>

(17)

DA
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Dwa pierwsze mozna od razu scatkowaé i przepisa¢ jako:

(Iyw + MR?)sin? B+ 1,,cos?3 1., cosp & A
1., cosf I, ol B

- pozwalaja one wyrazi¢ czesto$¢ obrotu witasnego i czestos¢ precesji przez kat 3. Po

wstawieniu do ostatniego réwnania otrzymamy nieliniowe réwnanie drugiego rzedu na

0:

cos B(A%? + B%) — (1 + cos? B)AB  Mghsin 3
(Ipe + Mh2)2sin® 3 I, + Mh?

3— =0 (18)

In [25]: A,B = symbols('A,B')
wektor_stalych = Matrix([A,B])
TE1 ag = Matrix([[TE1[0,6], TE1[0 z]] [TE1[2,6],TE1(2,2]1])
TEl ag_inv = smpufywa ag. i
simplify(wektor stalych.T * e zg inv * TE1 ag.diff(beta) * TE1 ag inv * wektor stalych / 2

Réwnanie to nie zawiera 3, wiec redukujemy je do pierwszego rzedu za pomoca catki
energii i rozwigzujemy przez rozdzielenie zmiennych.



cos 3 =

L.&% — Mgh
(Ixx

W szczegdlnym przypadku, gdy 3 =const, mamy & =const i ¥ =const. Wstawiajac je
do ostatniego réwnania otrzymujemy

L. + Mh?)a?

(19)

DA
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