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Liczba stopni swobody

|7 — 7] = i

Najwazniejszym przyktadem uktadu punktéw materialnych zwigzanych wiezami jest
bryta sztywna
Bryta sztywna nazywamy uktad punktéw materialnych w ktérym odlegtosci miedzy
dowolnymi dwoma punktami s3 state.
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Potozenie bryty sztywnej okresla potozenie jednego jej punktu i trzech katéw obrotu
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Moment pedu bryty sztywnej Moment bezwtadnosci Réwnania Eulera Przyktady
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Potozenie 7; punktu bryty sztywnej jest okreslone przez potozenie 7y jednego
wyréznionego jej punktu i wektora 7 potozenia w ukfadzie zwigzanym z bryta.

Ukfad zwigzany z bryta jest zaczepiony w punkcie 7 i obraca sie z predkoscia katowa
&. Stad &7 = ¥y + & x 7

Obliczmy moment pedu bryty sztywne;:

Zrlxml T = ZT‘ZXmZ To+ @ x 7)) <Zmiﬁ)xffo (1)
i

+F0x<ﬁx<2miﬂ>>+2mﬂx (@ x 77) (2)
i i

R x My + Miy x (& x &) + Zmﬂ“ x (@ x ), (3)

gdzie M = o, my, R = (X, mify) /M, R = (S, mir}) /M = R — .



Ostatni sktadnik przepiszemy wykorzystujac tozsamos$é d x (5 X @) = I;(&’~ é) —da 5)
OZ’I"L
Zmi ( T T < z|) 7:'0(")
Tensor I nazywamy tensorem momentu bezwtadnosci
Ostatecznie mamy:
Jezeli R =

(4)

L= R x Ma+ Mry x (wxé')ﬂfo

@
7o (uktad wspdtrzednych bryty zaczepiony w jej srodku masy), t
I_; = é X M’UO Y (]

(5)
- ozn 7

Ltr + Eobr
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Obliczmy energie kinetyczng bryty sztywnej:
Lord_ N2 |
(Gx ) - (Fx7h) =

x )
—Mvo—i—Mvo (@ x 7))+ = Zmz

(& x
Ostatni sktadnik mozemy przeksztatci¢ korzystajac z cyklicznosci iloczynu mieszanego
(7 x (@ x 7)) - & = (7]
1
E, =

)2
TG — 7 (7 &) d=d-(
= —Muv§ + Mty (wxﬂ)%—?ﬁ Zml(/?
:%MUO+MUO (@ x 7)) +
Jezeli R = 70

N | =

) (Fil) &

NG

i

&1

(uktad wspotrzednych bryty zaczepiony w jej Srodku masy), t
1

Ep = ing +

- - ozn
- I&

](ctr) + E](:br)
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Kierunek wektora & okreéla kierunek chwilowej osi orbrotu. Zapiszmy go jako & = éw
przy pomocy wektora jednostkowego € o kierunku i zwrocie wektora J. Wtedy Ej
bedzie réwna:
Ly 2
B = 5w > om (Ti — (€]
i

punktéw bryty od osi obrotu.

2 § : 12
w my; ('I"Z- — rl”
A

1
) = sz Zmirﬁ (8)
i
Oznacza to, ze tensor momentu bezwtadno$ci przypisuje wektorowi predkosci katowe;j
iloczyn kwadratu jego dtugosci i wazong masami punktéw sume kwadratéw odlegtosci
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Macierz momentu bezwtadnosci w kartezjanskim uktadzie wspdtrzednych ma postaé:
T
=]
i

x
[1'7, Yi zz] Yi - Yi [1'7, Yi Zz]
Z; Z
[ W2+ —wy -z
:Zmi I e A Ve
i | iz —ay 4y
doim; (y7,2 + Zz2)
= - E’i miYixs;

— > MY — 2 i MiZiT
Simi(z 423 = maiz
— 2 i MiTiz; —Simiziyi > ym (2 +y7)

(9)
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W granicy ciagtego rozktadu masy:

R fV p(aj,y,z) (y7,2 +Z7,2) dv _pr(:Evya Z):L‘lyzdv _fv p(xayaz)zi$idv
_ij(mayaZ)IiZidV _.[V p(‘r’yv Z)Zlyldv f\/p(xayaz) (xzz +y12) dv
(10)

Diagonalne elementy tensora bezwtadnosci to momenty bezwtadnosci wgledem osi
uktadu wspétrzednych. Elementy pozadiagonalne nazywane sa momentami dewiacji.
Tensor jest symetryczny, zatem istnieje baza ortonormalna, w ktérej przyjmie on postac
diagonalnga. Osie nowego ukfadu nazywamy osiami gtéwnymi bryty, a odpowiadajace
im wartosci witasne tensora bezwtadnosci jego momentami gfownymi.



Tensor bezwtadnosci jest liniowa funkcja rozktadu masy. Obliczajac moment
bezwtadnosci wiekszej bryty mozemy policzy¢ tensory bezwtadnosci jej czesci,
wzgledem wspdlnego Srodka masy. Z pomoca przychodzi nam wtedy tw. Steinera:

= Iy + M (R* ~ |R)(R|)

i nowa osia réwnolegta do niej.

W przypadku momentu bezwtadnosci wzgl. ustalonego kierunku osi otrzymamy:

I' = I,, + MR?, gdzie R jest odlegtoécia miedzy osia przechodzacy przez $rodek masy
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Punkty bryty sztywnej spetniaja uktad réwnan Newtona:

mit; = Fy +R +ZR1|J

Bedziemy wykorzystywa¢ wzory na pochodne wektora r;:
=70+ & x 7, Fi =T+ & X7 +w
Wysumowujac rownania (11) otrzymamy

(11)

—&(@ - 7)
M7y = F; + R

- $rodek ciezkosci bryty sztywnej porusza sie jak punkt materialny pod dziataniem sit
zewnetrznych

(12)
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Pomnézmy wektorowo kazde z réwnan przez 7;. Otrzymamy:
37 % (mF) = Miy x ip + I + & x (ID)
i
—ix Y F+ Y A x Frix Y BRD+3 A xRP (13)

Prawa strona to moment sit zewnetrznych i reakcji zewnetrznych dziatajacych na bryte.
Reakcje wewnetrzne nie wnosza nic do catkowitego momentu, bo s3 centralne
(idealnos$¢ wiezdw).

. . d — 5 i 5 — 5
Zauwazmy, ze ! Zi:ri X (mlrl> = Xl:mzrl X 1+ zi:rl- X (mm)
zatem lewa strona réwnania to pochodna po czasie momentu pedu. Pierwszy sktadnik

(zeruje sie gdy 75 = 0) to pochodna czesci translacyjnej momentu pedu. Pozostate
sktadniki (zeruja sie gdy & = 0) to cze$¢ obrotowa momentu pedu.

Na mocy (12), podkres$lone wyrazenia sie skracaja.
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L) = 15 + & x (I&) = M + M¥2) (14)
Otrzymaliémy w ten sposéb réwnania Eulera dla ruchu obrotowego.

Uwaga: Moment bezwtadnosci jest wyrazony w uktadzie zwigzanym z bryta, a wektor
predkosci katowej w uktadzie nieruchomym.

Niech d/dt / d’/dt beda operatorami pochodnej wektora w uktadzie nieruchomym /
uktadzie bryty:

!/

.d . )

Q:&@:&&’:ﬁ'—&—cﬁ’xﬁ’:@' (15)
Czyli w obu uktadach pochodna po czasie wektora predko$ci katowej to wektor
pochodnych czastkowych po czasie, a lewa strona réwnania Eulera wyglada tak samo
gdy wektor w jest (tak jak tensor bezwtadnosci) w uktadzie bryty.



Ramiona sit wyrazone s3 w uktadzie bryty. Sity moga by¢ zadane w jednym lub w
uktadu bryty.

drugim uktadzie, sity zadane w uktadzie nieruchomym trzeba przetransformowac do

Przyktad: W przypadku czterowirnikowca: sita grawitacji jest stata w uktadzie
nieruchomym, sity ciggu maja staty kierunek w uktadzie bryty.

Zalezno$¢ miedzy oboma uktadami wyrazaja katy Eulera / Cardana
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Potozenie uktadu bryty (osie X, Y, Z) wzgledem uktadu nieruchomego (osie z,y, 2)
mozemy okresli¢ za pomoca trzech katdéw Eulera «, G, «. Startujac z uktadoéw
pokrywajacych sie, wykonujemy trzy obroty:

@ obrét o kat v wokét osi z.

@ obrét o kat 3 wokét osi .

@ obrét o kat a wokét osi z.
Wspotrzedne wektora w uktadzie nieruchomym ze wspétrzednymi wektora w uktadzie
ruchomym wiaze macierz obrotu Z(a) X (8)Z(7):

z cosae —sina 0 1 0 0 cosy —siny 0 117 x

y | = sinaa cosa 0 |-| 0 cosf —sinf |-| siny cosy O Y

z 0 0 1 0 sinf cospf 0 0 1 Z
cosacosy —cossinasiny —cosasiny —sinacosfFcosy sinasinf 17 x

= | sinacosy + cosfBcosasiny —sinasiny 4+ cosacosFcosy —cosasinf Y

sin [ sin vy sin 3 cos 7y cos 3 Z




Moment pedu bryty sztywnej
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Roll Axis
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cos ¢ cos 0
—sin ¢ cos 0
—sin6

Moment bezwtadnosci
0000

Réwnania Eulera

Przyktady
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W awionice stosujemy katy Cardana (Tait-Bryan)
(norma DIN 9300). Osie X, Y, Z nazywaja sie
roll, pitch, yaw. Potozenie ukfadu wspdtrzednych
XY Z zwiazanych z bryta wzgledem nieruchomego
uktadu wspétrzednych okreslaja trzy katy obrotu
QL/ wzgledem kolejno —zx, y, —z o katy v, 0, ¢:

Yaw Axis

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

cos¢p sing 0 cosf O 1 0 0

sin 6

x
—sing cos¢ 0 0 1 0 0 cosy siny Y
0 0 1 —sinf 0 cosf 0 —siny cosy | | z |
—cospsinfsiny +singcosyy  cos@sinfcosy +singsiny | [ x|
sin ¢ sin @ cos Y + cospcosyp  —sin¢psin b cosyy + cos psiny Y
—cos@siny cos 6 cos | |

~— W



Moment pedu bryty sztywnej Moment bezwtadnosci Réwnania Eulera Przyktady
000 0000 000000e0000 oo

Jezeli patrzymy z wewnatrz, te same operacje musimy wykonaé w odwrotnej kolejnosci:

Gimbal lock Rozmaito$¢ mozliwych potfozen bryty jest rozmaitosciag SO(3) wszystkich
macierzy tréjwymiarowych obrotéw. Rozmaitoscia ta jest tréjwymiarowa przestrzen
rzutowa RP3 # S1 x S x S1. Nie istnieje zatem globalne jednoznaczne przypisanie
pofozeniu bryty katéw Eulera/Cartana. Wyobrazmy sobie samolot lecacy pionowo w
gbre - w takim przypadku zmiane kata 1) kompensuje zmiana kata ¢.
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Zwigzek w z pochodnymi katéw Cardana

Potozenie punktu bryty jest state w uktadzie bryty, jego zmienno$¢ wynika ze zmianami
katéow Cardana (/Eulera) w macierzy obrotu R(1, 6, ¢):

7 =Rf = f=Rip=RR % =RRH=0x7 (18)

Poniewaz RRT = I, wiec po zrézniczkowaniu: RRT = —RRT = —(RRT)T, zatem
macierz RRT jest antysymetryczna. Z drugiej strony:
x WyZ — WY 0 —w, Wy T
OX |y | =] wer —wzz | = W, 0 —wy Yy (19)
z Wal — WyT —Wwy Wy 0 z

W ten sposéb odzyskamy sktadowe wektora & z macierzy RR” wyrazonej przez
funkcje trygonometryczne katéw 2, 0, 1 i ich pochodne czasowe.



Dla katéw Cardana:
—sin(0)+¢ 10
W= | —sinycosfp—cosypf | = | 0
— sinf + cos 1 cos H¢
Dla katéw Eulera:

— cos
0

—sinf 1/1
—sin cos 9 (20)
—sinty  cos cosf b
sin o sin 37 + cos aB
&= | sinaf — sin B cos o
cos By + &

0 cosa

sin o sin 3
0 sina —cosasinf Ié; (21)

1 0 cos 3 A
Tak otrzymujemy 3 réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu, ktére wraz z réwnaniami
Eulera tworza ukfad 6 réwnan pierwszego rzedu dla wspétrzednych katowych.
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Obliczenia symboliczne w jupyther notebook korzystajace z sympy

n [1:

In [2]:

out[2]:

In [3]:

out[3]:

In [4]:

out[4]:

In [5]:

out[s]:

from synpy import *

from IPython.display import display, HTML
display(HTML('<style>.container {width:95% !important; }</style>'))
init_printing()

t = symbols('t')
psi = Function('psi’)(t)
theta = Function("theta’) (t)
phi = Function('phi‘)(t)
Psi = Matrix([[1,0,0],
[8 cos(sz) sin(psi)]
in(psi), cos(psi)i])
Theta = Hatrix([[eos (theta) 0, an(theta)],

1,01,
(theta) 0, cos(theta)]])
Phi = Matrix([[cos(phi), sin(phi) 6
SSin(phi) rcos(phi), nl,
0,0,111)
R = Phi*Theta*Psi
simplify (R
R = R.T # transformacja z [X,,2] do [x,y,2]
R

cos ((1)) cos (0(1) = sin (¢(1)) cos (1)
P . . .

—sin (0(1)

—sin

—sin

Omega = simplify(R.diff(t)*R.T)
a

0(0) (1) = cos (D)0
Ly()

Omeg:
0 in ) 2000 - 4
— sin (D) £00) + cos (y(0) cos () £(1) 0 sin (00) £(0) —
sin (1)) cos (6(0))4 (1) + cos (y(1) £6(r) —sin (00) £ (1) + Sy 0

omega = Matrix([Omega[2,1], Omega[®,2], Omega[1,0]])
onega

—sin () £4(0) + Ly(o)
= sin (1) cos (1) £ (1) = cos (p(0) £6()
= sin (D) £6(0) + cos (1)) cos (1) (1)

€ = Matrix([[i.diff(j) for j in [psi.diff(t),theta.diff(t),phi.diff(t)]] for i in omega])

c
1 0 —sin (6(0)
0 —cos(y(n) —sin(y(n)cos(B(n)
0 —sin(p(n)  cos (y(n)cos (@)




Obliczenia symboliczne w jupyther notebook korzystajace z sympy

In [6]:

In [7]:

out[7]

In [8]:

out[8]:

In [9]:

out[9]:

alpha = Function(*alpha’) (t)
beta = Function('beta’) (t)
gamma = Function("gamma’) (t)
Alpha = Matrix([[cos(alpha),-sin(alpha) 0],
[sin(alpha),cos(alpha), 6],
[e,e,111)
Beta = Matrix([[1,0,0],
[e,cos(be(a),-sin(be(a)].
©,sin(beta), cos(beta)]])
Ganma = Ka(rix([[ccs(gulnma),-sin(gumma) o1,
[sin(gamma) , cos (ganma) , 6],
[e,0,111)
RE = Alpha*Beta*Gamna

Omegak = simplify(RE.diff(t)*RE.T)

OmegaE
0 = cos (BO) 570 ~ fat) sin (@) £ = sin (40) cos (a@) (1)
cos (B0 + fral) 0 = sin (@) sin (BO)=7(0) = cos (@) LA
= sin (@(n) £ A1) + si 4D sin i Ly L 0

omegaE = Matrix([OmegaE[2,1], OmegaE[0,2], OmegaE[1,0]1)
omegak

sin (a(0) sin (B0) £ 7(0) + cos (a() £A(0)
sin (a(0) £ () = sin (A1) cos (a(0) £ (1)
cos (A(D) 510 + Zat)

CE = Matrix([[i.diff(j) for j in [alpha.diff(t),beta.diff(t),gamma.diff(t)]] for i in omegaE])
CE
0 cos(a(n)  sin(a(n)sin (A1)

0 sin(a(n) —sin (A1) cos (a()
1 0 cos (A1)
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Bryta spadajaca swobodnie - bak swobodny (Eulera)

Zorientujmy osie uktadu bryty wzdtuz osi gtéwnych momentu bezwtadnosci.
Wspotrzedne wektora predkosci katowej w uktadzie bryty podlega réwnaniom:

Ly, —1
W = wyw, (22)
T
I.,—1
Wy = ww&% (23)
vy
Lpp — 1
o, = wayw (24)
zZzZ
Dodatkowo wspétrzedne wektora & wigza zasady zachowania energii i pedu:
Dwr+ 1w+ I2w? = L7 (25)

Imwg + Iyywz + Izzwg = E,iObT) (26)
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Bryta spadajaca swobodnie - bak swobodny (Eulera)

Przyktady
oe

Réwnania (25), (26) definiuja dwie elipsoidy o tych samych osiach gtéwnych. Wektor &
musi pozostawa¢ na jednowymiarowej rozmaitosci bedacej ich przecieciem (polhodii).

@ w jest rozwigzaniem stacjonarnym réwnan (22 - 24)
wtedy i tylko wtedy, gdy lezy na jednej z osi elipsoidy
(jest wektorem witasnym tensora bezwtadnosci).

@ Rozwiazania stacjonarne odpowiadajace minimalnej i
maksymalnej wartosci wiasnej sg stabilne, rozwigzanie
odpowiadajace posredniej wartosci wiasnej jest
niestabilne.

@ W przypadku gdy dwie wartosci wiasne sa
zdegenerowane (bak symetryczny swobodny), polhodie
staja sie okregami, a ciato wykonuje precesje wokét osi
niezdegenerowanej wartosci wtasne;.
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