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Zasada d'Alemberta w zmiennych uogdlnionych

Symulacja
00000

Zatbézmy, ze uktad n czastek ma k stopni swobody - jego przestrzen konfiguracyjna jest

rozmaitoscig k-wymiarowa, wiec lokalnie jest opisana przez k wspétrzednych g;:
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Sity uogdlnione
Przepisujemy (2) jako:

0x; d [ 0x;
m; Gin— | — @i (5~ | | —Qj ) dg; =0 (4)
P <Z (dt ( 3%) dt (8%‘)) J) ’
gdzie wprowadziliSmy wielkosci
nazywane sitami uogdlnionymi
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Dwuforma energii kinetycznej
Co pozwala zapisaé (4) jako:
j=1 \i=0 dt |
_y ( d
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. 3n
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gdzie

jest dwuformg energii kinetycznej.
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Lagrangian

Poniewaz k przesunieé przygotowanych na powierzchni wiezéw jest niezaleznych,

dostajemy uktad k réwnan
dor or

dtdq; dq;
Nazywanych réwnaniami Lagrange'a Il rodzaju
Jezeli wsréd sit dziatajacych na czastke sa sity potencjalne, tzn. dajace sie wyrazi¢ jako:

Qj (12)

=

@: —€§V(q1,...,qk) (:> ﬁ: —VT*V(Jil,..-,iUSn)) ) (13)

To réownania Lagrange'a mozemy zapisa¢ jako

d oL 0L

&%_T%:Qﬁ (14)

gdzie funkcja L = T' — V nazywa si¢ funkcja Lagrange’a (Lagrangianem), a po prawe;
stronie pozostaje wypadkowa sit niepotencjalnych.
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Potencjat uogdlniony
Zauwazmy, ze do Lagrangianu mozemy wtaczy¢ réwniez bardziej ogdlne sity, takie
ktére mozna wyrazi¢ jako:
dov oV
Q= G50~ 5o (15)
dt 8q]' 8%’

gdzie funkcja V(q1,...qx,q1,- -, qk) jest nazywana potencjatem uogélnionym.

Przyktad: Na ciato rzucone w polu grawitacyjnym Ziemii oprocz sity cigzkosci dziata
sita odérodkowa i sifa Coriolisa: F = mj — ma x (& x 7) — 2ma x 7

:m<g+w r—(r-w)w—war).

: 1 1 .
V(7. T) =m<92—2w2r2+ 2(w-f‘)2—5~(17>< F))
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Przyktad - wahadto podwdjne

Wahadto podwdjne w ptaszczyznie ma 2 stopnie swobody (4 wspdtrzedne kartezjanskie

- 2 wiezy od potaczen pretowych). Naturalnym wyborem wspétrzednych uogdlnionych

sg katy @12 ktoére tworza prety z pionem. Potozenia mas wyrazaja sie przez katy jako:
r1 =l1sin¢g o = o1 + lasin ¢ (16)
Y1 = —lycos ¢y Y1 = y2 — la cos ¢z (17)

Po zrbézniczkowaniu:
i1 = l1¢n cos ¢y g = @1 + laha coS da (18)
g1 = l11sin ¢y 91 = U2 + lagha sin g (19)
Forma energii kinetycznej jest réwna:

1 ) ) ) )
T= 5 (m1(x% + y%) + mg(m% + y%)) (20)



et Gy Qe
Przyktad - wahadto podwdjne
T = % myleT + ma(1397 + 21115 cos(¢a — d1) + l%d’z))
[0 &)

(m1 +ma)l7
malily cos(¢z — 1)
Energia potencjalna jest réwna
(61, 02)

migy1 + magy2
Funkcja Lagrange'a jest réwna

malyls cos(pa — ¢1)
L=

(21)
é1
m2l% ] l <752 ] (22)

mag(l1 cos 1 + la cos ¢2)
my +ma)3¢? + malyly cos(dy — ¢1)d1oa + m2l2¢2
+ (m1 + ma)gly cos 1 + magls cos ¢a

—ma1gly cos ¢1

1
5

(23)
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Przyktad - wahadto podwdjne
Otrzymujemy réwnania Lagrange'a:
4oL _ oL _d
dtog, O  di

((m1 + m2) 31 + malilz cos(¢pa — ¢1)¢2)
— molyly sin(¢a — ¢1)d1¢2 + (M1 + ma)gly sin ¢
(m1 + ma2)l3d1 + malila cos(p2 — ¢1)do
— maolylysin(¢o — ¢1) 3

ia_L _ oL d
dt oy Ody  di

(m1 + ma)glysing; =0
(m212¢2 + malyla cos(¢a — ¢1)¢1)

(24)
+ moalils Sln(¢2 — ¢1)¢1§£2 + mggl2 Sin (;52
= mal3ds + malila cos(¢2 — d1)é1

+ malilasin(gs — ¢1)¢? + maglasin g = 0

[m]
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Przyktad - wahadto podwdjne z oporami na przegubach

Przyktad: Zatézmy dodatkowo, ze na przegubach dziata standardowa sita oporu
proporcjonalne do predkosci katowych. Nie jest to sita potencjalna, wiec nie mozemy
Jjej wiaczy¢ do Lagrangianu. Musimy wrécié¢ do réwnan Lagranga z niezerowa prawa
strong (14). Réwnania z poprzedniego przykfadu uzupetniamy o prawa strone:

(m1 +m2) i1 + malils cos(¢2 — 1) o

— malilasin(¢s — ¢1)$3 + (m1 +ma)gly sin gy = ki (26)
mal3da + malily cos(da — ¢1)ér

+ malilasin(gg — 1) + maglasin ¢y = ka(da — 1) (27)
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Przyktad - wahadta potaczone pretem

Wréémy do przyktadu dwédch zawieszonych mas powigzanych pretem. Uktad ten ma
tylko jeden stopien swobody, ale wyrazenie pofozen obu mas przez jeden tylko kat jest
bardzo trudne. Jezeli masy nie bytyby potaczone, kazda z nich opisana jest funkcja
Lagrange'a wahadta L; = 2m1b2q§2 + mgb cos ¢;, ktéra prowadzi do réwnania
Lagrange'a: m,b2¢>12 + m;gbsin ¢;. Katy ¢1 i ¢2 wigze rébwnanie wiezdw:

b%(cos ¢ — cos ¢1)? + (bsin ¢y + a + bsin ¢o)? = 2.

Wréémy zatem do réwnania (10):

(m1b>1 + magbsin ¢1)5¢1 + (mab’s + magbsin ¢)dgs = 0, (28)

gdzie przesuniecia wirtualne spetniaja warunek:

(bsin(¢1 + ¢2) + acos @1) dp1 + (bsin(p1 + ¢2) + acos ¢2) dpo = 0. (29)
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Przyktad - wahadta potaczone pretem

taczymy réwnania (10) i (29) i otrzymujemy jedno réwnanie (bo jeden stopien
swobody):

(m1b*1 + migbsin ¢y) (bsin(p1 + da) + acos dg)—
(mab® o + magbsin ¢s) (bsin(¢1 + ¢2) + acosdr) =0 (30)

Teraz trzeba wyeliminowaé jedng ze zmiennych (np. ¢1 i gf)l) uzywajac réwnania
wiezdw i jego pochodnych.

tatwiej bedzie tego dokonaé po wprowadzeniu nowych zmiennych ¢+ = (o1 + ¢2)/2.
Warunek wiezéw przyjmie wtedy postaé 4b2sin? ¢, + 4absin ¢, cos ¢p_ = ¢ — a?.
Woprowadzajac nowe zmienne w réwnaniu (30) bedziemy mogli wyeliminowaé ¢_ i jego
pochodne.



Wréémy do réwnan (24), (25). Mozemy je przepisa¢ jako:

[ (m1 +m2)ly mala cos(¢2 — ¢1) ] [ ¢1 ]

maly cos(d2 — ¢1) mala b2

) l maly sin(gs — 61)83 — (my + ma)gsin 6y ] (31)

—maly sin(gg — ¢1)PF — magsin ¢2

(él — L % —% cos(pa — ¢1)
G2 | mi+masin®(da(t) — ¢1(t)) | — 3 cos(¢2 — ¢1) mtms o
‘ [ maly sin(¢g — ¢1)¢% — (my + mg)gsin ¢y ] (32)

—maly sin(ge — ¢1)P? — magsin ¢y

o & = = T 9ace



ma sin(¢g — ¢1)(12q5% + 11 cos(pa — ¢1)d>% + gcos ¢2) — migsin ¢y

G l1(m1 + magsin®(¢a(t) — ¢1(t))) 33)
. sin(¢1 — ¢2) ((ml +ma)(g cos ¢1 + 167) + malad3 cos(¢1 — ¢2)) (39)
o= lo(my + mz sin? (a(t) — 61(0)))

$1 = w1 (35)

$2 = wy (36)

PR sin(pg — ¢1)(law3 + 11 cos(pa — ¢1)w? + gcos ¢o) — mygsin ¢y (37)
! I1(my + mygsin®(¢2(t) — ¢1(t)))

by — sin(¢1 — ¢2) ((m1 + m2)(gcos g1 + lwi) + malaws cos(d1 — ¢2)) (38)

la(m + masin®(¢a(t) — ¢1(t)))
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In 11:

In [2]:

out[2]:

(3]

out[3]

In [4]:

out[4]

™ [5]:

out[s]

from sympy import
Trom Thyinon cisplay import display, Math, Latex, HTM

display (HTML(*<style>.container { width:95% limportant; }</style="))
init_printing()

mlm2,11,12, symbols ('m 1,n 2,1 1,1 2,9,t")
phil=Functios i1 H )

Bhiz-Function{ pni 2')
o, S (RLANE) L1422 phA 1 AEAF(£) %2 + n2¥11¥12%con phil-phi2) phil diFF() Bhi2 dLFF(E) + Rational (1,2)%a2¥129%24phi2, dif(£)4%2+ (nlen2) *geLL%cos (phil)en2¥gri2%cos (ohi2)

2 Bma(Lga0)’
4 d d my( 5 d2(0)
gl:(m.+m:)ms(¢>.m)+ymcm(wr))+r'(—+—)(zmm) +4 @ SO —
RLI = simplify(L.diff(phil-diff(t)).diff(t) - L.diff(phil)), 11
R
il L & 4 : i 1) — g2 (1) i 1)
1 sin (@1 () om0+ im0+ ,m»(aw‘) +hneos () = ga(0) 7l

RL2 = simplify(L.diff(phi2.diff(t)).diff(t) - L.diff(phi2))/12
RL2

d
m (gsnll(rh(l))fh 5’“(@](‘)’@[‘)‘(;¢I(") + 1 cos (g — 01(')) a

sympy.solvers impos
SoTve RLLIALE) Pl Gart (1.2 phi2 a1 (.2))

O+ ) (50 a0 = 1 1) = o) (b)) = (1 Sin(91(0) + g in (a0 + o sin

@ =20,0) | gmsin(@yn 1m0 O 0200 440
3 + 3 3
12 (= + m2c0s? (@ (1) — $a(1) — m2)

"
11 (=1 +m2e0s? (¢h (1) = o) — m2)

£ G0 (E00) @
pEUCE ]
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In [2]:

In [5]:

In [6]:

In [7]:

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.display import display, Math, Latex, HTML

display (HTML("<style>.container { width:95% !important; }</style>"))
#init_printing()

mo=1; m2=1.25 11=.8 12=1.2; g=09.81
def pole(punkt, t):

phil,phi2,omegal,omega2 = punkt

521 = np.sin(phi2-phil)

c21 = np. cos (phi2-phil)

d = ml+m2¥s21%%2

return [omegal,omega2, (m2*s21*(12*omega2+*2+11*c21*omegal+*2+g*np. cos(phi2) )-ml*g*np. sin(phil) )/ (11+d),

-521*((m1+n2) * (g*np. cos (phil) +11*omegal+*2) +n2*12*omegaz**2*c21) / (12*d) ]

t
Y

= np.arange(0,10, .01)

= odeint(pole, [np.pi/3,np.pi/3,0,01,1)
plt.plot(t,y)

plt.show()
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In [14]: from matplotlib.animation import FuncAnimation

fig, ax = plt.subplots()
wl, = ax.plot([e,8e*np.sin(np.pi/3),80*np.sin(np.pi/3)+12e*np.sin(np.pi/3)1,0,-80*np.cos(np.pi/3),-8e*np.cos(np.pi/3)-120*np. cos(np.pis/3)1)
def anim(i):
wl.set xdata([0,80*np.sin(y[i,0]),80*np.sin(y[i,0])+120*np.sin(y[i,11)])
wl.set_ydata([6,-80*np.cos(y[i,0]),-80%np.cos(y[i,8])-126%np.cos(y[i,1])])
a = FuncAnimation(fig,anim, range(len(y)),interval = 10)

ax.set_xlim([-320,320])
ax.set_ylim([-240,248])

out[14]: (-248, 240)
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In [15]: HTML(a.to_html5_video())
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