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Wiezy

Definicja:
Wiezami nazywamy warunki ktére musza spetniaé potozenia i predkosci czastek uktadu
podczas ruchu.

Wiezy dzielimy na:
@ dwustronne - réwno$ciowe (pret), jednostronne - nieréwnosciowe (ni¢, Sciana stotu
bilardowego)
@ skleronomiczne (niezalezne od czasu) i reonomiczne (zalezne od czasu)
e geometryczne (zalezne tylko od potozen) i kinematyczne (zalezne réwniez od
wyzszych pochodnych, rzad najwyzszej pochodnej - rzad wiezu, bedziemy
rozpatrywaé wiezy najwyzej pierwszego rzedu)



Wiezy
(niecatkowalne)

@ holonomiczne - gdy wiezy s3 geometryczne, albo sg pochodna po czasie wiezéw
geometrycznych (s3 catkowalne), nieholonomiczne - prawdziwie kinematyczne

e Wiezy geometryczne dzielimy na idealne (sita reakcji prostopadfa do powierzchni
wiezéw) i nieidealne (sktadowa styczng sity reakcji nazywamy tarciem).
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Przyktady wiezéw

@ Wiezy holonomiczne, skleronomiczne: Koralik na drucie w ksztatfcie paraboli

@ Wiezy holonomiczne, reonomiczne: Koralik na drucie w ksztatcie paraboli,
obracajacej sie dookota swojej osi

@ Wiezy nieholonomiczne, skleronomiczne: Ttok w cylindrze wahliwym -
predkos¢ ttoka musi mie¢ kierunek zgodny z katem obrotu cylindra

@ Wiezy nieholonomiczne, skleronomiczne, jednostronne: punkt materialny
zsuwajacy sie po powierzchni potsfery - przy przekroczeniu pewnej predkosci
oderwatby sie od powierzchni wiezéw
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Réwnania Newtona uktadu czastek z wiezami

Réwnania Newtona ukfadu czastek z wiezami
Vi mit; = F2 (7, 75) Z 7)) + RZ (7, 7) ZR 7 (1)

Sity reakcji wiezéw (Wgwngtrznych i zewnetrznych) nie maja prostych wzoréw, zaleza
od potozen i predkosci i przyjmuja taka wartos¢, jaka jest potrzebna, by spetnié
warunki wiezdw.

Przykfad: Sita reakcji cylindrycznej podiogi jest zawsze taka, by wypadkowa sita byta
sitag dosrodkowa.
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Definicja rozmaitosci

Definicja:
Rozmaitoscia nazywamy zbiér wygladajacy
lokalnie jak podzbiér R™, precyzyjniej:

o Kazdy punkt rozmaitosci y posiada
otoczenie otwarte V' 3 y bedace
obrazem pewnego podzbioru U C R"
w odwracalnej (1-1) funkcji ¢ (mapa).

@ Na przecieciu obszaréw dwoch map,
funkcja ¢2_1 0@y :R— R jest gtadka
(klasy C°, wszystkie pochodne
ciagte).
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Sposoby definiowania rozmaitosci

Sfera S%(R,0) C R? jest przyktadem rozmaitoéci. Rozmaito$¢ mozemy zdefiniowaé:

@ bezposrednio jak w definicji, poprzez podanie mapy:

x = Rsinfcos ¢
y = Rsinfsin ¢
z = Rcos6

przypisujacej punktowi na mapie (¢ - dtugo$¢ geograficzna, 6 - szerokosé
geograficzna) punkt na sferze,

@ |ub jako miejsce zerowe zbioru warunkéw (w tym przypadku jednego):

f(x,y,z):x2+y2+z2—R2:0



Zasada d'Alemberta

Przesunieciem przygotowanym nazywamy infintezymalne przesuniecie zgodne z

wiezami. Oznaczamy je jako 07. Jest ono infintezymalnym wektorem stycznym do
rozmaitosci wiezow.

Jezeli k-wymiarowa rozmaito$¢ wiezéw w R™ zadana jest przez n — k warunkéw

fi(z1,...,2n) = 0, to przesuniecie przygotowane musi spetnia¢ warunek:
Vie{l,...,k} or-Vf; =0.

n=3N

u]
L)
l
n
it
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Zasada d'Alemberta

Jezeli uktad jest skrepowany wiezami dwustronnymi idealnymi, to praca sit
dziatajacych w ukfadzie (bez sit reakcji) jest réwna pracy sit bezwtadnosci.

(zasada prac wirtualnych).

W zasadzie a'Alemberta mamy tylko jedno réwnanie skalarne, ale ktére musi by¢
spetnione dla wszystkich mozliwych przesunie¢ wirtualnych. Niezaleznych przesunieé
jest tyle ile wynosi wymiar rozmaitosci wiezéw: n — k. Liczbe te nazywamy liczba
stopni swobody uktadu.
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Zasada d'Alemberta

B S E— Rozwazmy ptaski uktad dwéch mas m; i mo potaczonych pre-
/b b\ tem o dtugosci ¢ i podwieszonych na pretach o dtugosci b.
m

1 c M2 Odlegto$¢ miedzy punktami zawieszenia wynosi a.

Na wspdtrzedne mas 1, y1, z2, yo natozone s3 wiezy:

o} +yi — b
f(xlayIVZ.Q?yQ): <$2—a>2+y%—62 :0 (2)
(z1 — 22)* + (11 — 42)* — ¢
Przesuniecia wirtualne spetniajg zatem uktad réwnan:
1 (1 0 0 2961
Vf-or=2 0 0 T9—a Y2 Y1 —¢ (3)
5:62

Tl — 22 Yy1r—Y2 T2—2T1 Y2—Y1
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Zasada d'Alemberta

Zasada d'Alemberta méwi, ze
m1i1071 + (migiy — mag)oyr + maZadra + (Maj2 — mag)dyz = 0
(o$ y skierowana w dét). Z uktadu (3) wyrazamy 0y, dzxg i Sy przez dx; i po
wstawieniu to powyzszego réwnania dostajemy:
m1 (y1(z2 — a) — y2(x1 — a)) (131 — (§1 — g)71)
—ma (Y21 — Y172) (Y272 — (2 — g)(v2 —a)) =0 (4)
Rézniczkujac pierwszy i drugi wigz otrzymamy:
. b2i? + 218 (b? — 27
1 =/b? -} o = - T o O - o) (5)
b2 — 23
7b2$'% + (22 — a)i2(b* — (z2 — a)?)

— /b2 — (29 — a)2 o —
Y2 b? — (z2 — a) Y2 T a)23 (6)




Zasada d'Alemberta

Po wstawieniu do (4):

(\/b2 — 23 (z2 —a) — /b2 — (x3 — a)2(z1 — a)> (b2 (0 — o) +3w1:ic% + gml)
- <\/b2 — (w3 — a)2xy — (/b2 — x%m)

(b2 (b — (~’C2b—2 61)2(22_:(;; —a)d g(zs — a)) =0

= = = = E DAl
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Zasada d'Alemberta
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Po wyeliminowaniu y1 i yo z trzeciego rownania wiezdw przyjmie ono postacé:

(b? 4 a® — 2az1)2% + (203 — (20% — a? — Az — a(b? + a® + 2))zo+

2., 2
(CZIC — b2 — a%%) =0 (8)

Wyznaczamy z niego x2 (uwaga na jednoznacznos$¢ - po rozprzegnieciu preta faczacego
mozemy ztozy¢ mechanizm na dwa sposoby), a nastepnie dwukrotnie rézniczkujac ten
wzdr otrzymamy wzér na Zo. Mozemy teraz wyeliminowaé xg i Z2 z (7) i otrzymaé

réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu na jedna funkcje z1(t) (uktad z jednym stopniem
swobody).
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Zasada d'Alemberta:

n=3N

Z (mzxz — Fz) 5:62 = 0,

=1
V fi - 67 = 0.

W warunku (10) zaktadamy, ze macierz gradientu jest rzedu petnego = k
(wyznaczalno$¢ sit reakcji) wiec jest tylko n — k niezaleznych ;.
Mnozymy kazdy z warunkéw (10) przez Ay i faczymy je z réwnaniami (9):

n=3N

Ofk

=1

Teraz mozemy uwazaé dx; za dowolne, a za spetnianie warunkdéw odpowiadaja

mnozniki Ax przyjmujace odpowiednie wartosci.
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Otrzymujemy zatem uktad n niezaleznych réwnan:

A

O f
8587; ’

ity = T = Z)\k
k

nazywanych réwnaniami Lagrange’a pierwszego rodzaju z k niewiadomymi funkcjami

Wyraz A0y, fi jest i-tg sktadowa k-tej sity reakcji wigzéw.
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Réwnania Lagrange'a pierwszego rodzaju pozwalaja wyznaczaé sity reakcji wiezdw
(potrzebne w obliczeniach wytrzymatosciowych).

Przykfad - wahadfo: Wahadto spetnia réwnanie wiezéw: 2% + 32 — R? = 0. Gradient
tego réwnania wprowadza jedna site reakcji Az, y] do réwnania Newtona.
Otrzymujemy réwnania Lagrange'a pierwszego rodzaju:

mi = \x (12)
miyj = Ay — mg (13)

Mnozymy pierwsze rownanie przez x, a drugie przez y i dodajemy stronami. Nastepnie
obustronnie dodajemy v? = @2 + 92 i zauwazamy, ze lewa strona jest réwna zero, jako
druga pochodna warunku wiezéw. Otrzymujemy:

2
muv m
+ —gy

)‘:_R2 R2
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zasady zachowania w uktadach zwigzanych

Zauwazmy, ze w przyktadzie z wahadtem ped w kierunku osi x przestaje by¢ staty
ruchu, mimo, ze przed natozeniem wiezéw byt (sita reakcji ma sktadowa pozioma).
Wiezy (nawet idealne holonomiczne) moga niszczy¢ zachowanie pedu.

Rozwazmy ciato podlegajace dziataniu sity centralnej (np. grawitacyjnej GMm /r?),
ktérego ruch ograniczony jest do linii prostej. Mozemy sprawdzié, ze moment pedu
przestaje by¢ zachowany (sita reakcji ma niezerowy moment).

W obu powyzszych przypadkach energia pozostanie stata ruchu - sita reakcji jest
prostopadta do powierzchni wiezéw, wiec nie wykonuje zadnej pracy. Pozostanie to
prawda dla dowolnych wiezéw holonomicznych idealnych i skleronomicznych.

W przypadku wiezéw nieidealnych tarcie odbiera energie z uktadu

W przypadku wiezéw reonomicznych, tor uktadu nie pokrywa sie z powierzchnia
wiezébw w danej chwili czasu, zatem nawet dla idealnych wiezéw holonomicznych, jezeli
zalezg one od czasu sifa ich reakcji nie jest prostopadta do predkosci uktadu i moze
odbiera¢ lub pompowa¢ energie do ukfadu (uktad nieautonomiczny).
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