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Réwnania Newtona punktu materialnego

W uktadzie inercjalnym, definiowanym przez pierwsza zasade dynamiki Newtona,
dynamika ruchu rzadzi druga zasada dynamiki Newtona:

= F(F,71t) (1)
Prawa strona jest suma wektorowsa sit dziatajacych na czastke.

W uktadach nieinercjalnych ratujemy prawdziwos$é zasady wprowadzajac sity
bezwtadnosci (pozorne).

Jest to uktad trzech réwnan skalarnych drugiego rzedu.

Jezeli sita wypadkowa nie zalezy od czasu, uktad jest autonomiczny.



Catkowanie jednowymiarowego réwnania Newtona

Jezeli czastka porusza sie tylko w jednym wymiarze, to réwnanie Newtona przyjmuje
postac:
mi = F(x,,t) (2)

Jezeli F' zalezy tylko od &, to rozwigzujemy réwnanie przez separacje zmiennych:
_ d
t—=to= [y_y, F(o-

Przyktad: Ruch pod wptywem sity oporu

Jezeli F' zalezy tylko od x, to mnozymy obie strony przez i:

mii = F(z)i = % (%mxz) = F(2)i = imi? = Joesy F(2)dz + imid i dalej przez
separacje zmiennych (rozwigzanie poprzez catke energii).

Przykfad: Oscylator harmoniczny, wahadto matematyczne

Réwnanie liniowe o statych wspédtczynnikach z zaleznym od czasu cztonem
wymuszajacym - transformata Laplace'a.



Réwnania Newtona uktadu punktéw materialnych
gdzie:

Vi mit; = EZ (7, 75) + Y By (7, 75),
J

@ 7; - wektor potozenia czastki

o IV

ij

° F‘iz(ﬁ,ﬁ) - suma sit zewnetrznych dziatajacych na i-t3 czastke

[l zasada dynamiki: FZ‘;V(FZ,FJ) = —FJ‘;V(F],

—

’I“i)

(73, 7;) - suma sit pochodzacych od czastki j i dziatajacych na czastke i.
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Zasada zachowania pedu
Wysumujmy réwnania (3) stronami:

izolowanym ped jest zachowany

Zmzrz = Z FZZ(Fﬂ?z)

(4)

pochodna catkowitego pedu uktadu jest réwna sumie sit zewnetrznych = w ukfadzie

Po scatkowaniu po przedziale czasu At: Ap = |,
nazywamy impulsem sity.

(t)dt. Prawa strone tej réwnosci
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Zasada zachowania pedu

Sumujac uktad réwnan (3) otrzymamy réwnanie ruchu srodka masy:

d? Z m;T; Y AP
(; ) ESm EZ:FZ GO (5)
i= 3R (©)
- ukfad jako catos$¢ zachowuje sie tak, jakby miat mase skupiong w swoim srodku

ciezkosci, ale do wyznaczenia wypadkowej sit zewnetrznych musimy wysumowaé po
rzeczywistych potozeniach czastek.



Dynamika ukfadéw o zmiennej masie

Zatézmy, ze do punktu materialnego o masie m i predkosci ¥ w jednostce czasu dt
dokleja sie masa dm poruszajaca sie wzgledem punktu z predkoscia w. Dodatkowo, na
punkt materialny dziata sita zewnetrzna F'.

Poréwnujac przyrost pedu otrzymujemy: p = F+ m (0 + W), lub mi = F + 1.
Ostatni sktadnik jest sitg generowana przez przybywajaca mase.

Przykfad: Produkty spalania opuszczaja rakiete ze stata predkoscig w wzgledem
rakiety w statym tempie p (masa na jednostke czasu).

W polu grawitacyjnym Ziemi mamy réwnanie: mr = mg — puw. Przy rozwiazywaniu
ozn —y
wygodnie jest zamieni¢ zmienng niezalezna: t — m. Mamy: 7= —p dr/dm = —pi”’,

7 = p?™ i réwnanie przyjmuje postaé:



w9 1w
p?2 mp
Catkujemy dwukrotnie obustronnie z warunkiem poczatkowym #(mg) = o,
7 (mo) = —to/p:
# g I

7= —Uo/p—l— /?(m — mo)

L. o
=70 —

(7)
mo
9

m

(8)
_ @mg (ﬂ (m mo_
p mo mo
u‘imo < (
)2 —2 (=
p mo

gdzie m/mo =1 — p/mo(t — to). Gdy p/mo(t —to) << 1, z rozwinigcia logarytmu w
szereg dostaniemy wzér przyblizony:

,’:"

>+1> (9)
lnmﬁo—1>+1),

(10)
= —‘0+170(t—t0)+% (

- P - 2
— L) -t
i 0w)( 0)

(11)
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Zasada zachowania momentu pedu

Wymnézmy réwnania (3) lewostronnie przez 7; i wysumujmy:
S xomarh = > x FZ(7%,75) = M. (12)
i i

Prawa strona jest catkowitym momentem sit zewnetrznych dziatajacych na uktad.

Zakfadamy, ze sity wewnetrzne pomiedzy punktami materialnymi w ukfadzie dziataja
wzdtuz linii faczacej te punkty (sity centralne).

Wtedy 7; X F;j + 17 X F;-j = (15 — 7j) % ﬁij = 0 i wktady do M od momentéw sit
wewnetrznych sie parami znosz3.



Zasada zachowania momentu pedu

Ze wzoru na pochodnga iloczynu mozemy zauwazyé, ze

S, 5 d o , X E .,

T X m;r; = E ( ;X miri) — Ty X mur; = a (’I“i X miri)
Lewa strona réwnania (12) jest pochodng wielkosci L = >~ 7; X p; nazywanej
momentem pedu ukfadu.

Otrzymujemy w ten sposéb réwnos¢:

—

L=M

Pod nieobecno$¢ zewnetrznego momentu sit, moment pedu uktadu czastek jest
zachowany.

(13)

(14)



Zasada zachowania momentu pedu

Przyktadem sity niecentralnej jest sita Lo-
renza

Moment pedu uktadu nie jest zachowany

Promieniowanie unosi moment pedu z ukta-
du

Zasada zachowania pedu bedzie zachowana,
jezeli uwzglednimy moment pedu pola elek-
tromagnetycznego.

o & = = T 9ace



Zasada zachowania energii

Pomndzmy skalarnie kazde z réwnan Newtona przez 7; i zsumujmy je ze soba.
Otrzymamy:

mm = F, .7 (15)

Wyrazenie po lewej stronie to pochodna energii kinetycznej uktadu. Po scatkowaniu:
7i(t)
Er(t) — Ex(0) = Z/ F; - d7, (16)
5 /7i(0)

czyli zmiana energii kinetycznej uktadu jest réwna pracy sit (wewnetrznych i
zewnetrznych).
Jezeli czgsc sit dziatajacych na czqstk@ sq sifami potencjanymi, tzn. mozna je zapisaé

jako F = —V Ep, wtedy [1) F; - dF = Ep(0) — Ep(t).



Zasada zachowania energii

Catka z kazdej sity potencjalnej wprowadza do réwnania (16) réznice energii
potencjalnej. Po przerzuceniu tych réznic na druga strone otrzymamy:

R
A(Ex + Ep) :Z/~.<0) 7 - dF (17)

Po lewej stronie pozostajg prace sit niepotencjalnych, a po lewej jest przyrost

catkowitej energii uktadu.

Sita jest potenCJaIna jezeli zalezy tylko od potfozen. Pole takiej sity jest potencjalne
WtwgdnyF—O1

Praca sity potencjalnej zalezy tylko od punktu poczatkowego i koncowego, nie od drogi

je faczacej.

1



Zasada zachowania energii

Catka z kazdej sity potencjalnej wprowadza do réwnania (16) réznice energii
potencjalnej. Po przerzuceniu tych réznic na druga strone otrzymamy:

R
A(Ex + Ep) :Z/~.<0) 7 - dF (17)

Po lewej stronie pozostajg prace sit niepotencjalnych, a po lewej jest przyrost

catkowitej energii uktadu.

Sita jest potenCJaIna jezeli zalezy tylko od potfozen. Pole takiej sity jest potencjalne
WtwgdnyF—O1

Praca sity potencjalnej zalezy tylko od punktu poczatkowego i koncowego, nie od drogi

je faczacej.

1Gdy sita jest okreélona na obszarze jednospéjnym, konsekwencja lematu Poincaré



Zasada zachowania energii

Energia kinetyczna uktadu punktéw materialnych jest réwna:
By = MR+ Y it
2 - 2 (A ]
ukfadzie srodka masy.

gdzie M - masa catkowita, R - potozenie srodka masy, 7, = 7; — R - potozenie w
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