Zbiory wypukle

Podzbior przestrzeni afinicznej nazywamy wypuktym, jezeli dowolny odcinek o koricach w tym zbio-
rze, w calosci sie w nim zawiera. Punktami ekstremalnymi zbioru wypuklego nazywamy punkty,
ktore nie moga by¢ przedstawione jako punkty wewnetrzne pewnego odcinka o koricach w zbiorze.

Zwarty zbior wypukly jest otoczka wypukta zbioru swoich punktow ekstremalnych (tw. Kreina
Milamana), tzn. kazdy jego punkt da sie wyrazi¢ jako kombinacja wypukta punktow ekstremalnych.
Tw. Caratheodory’ego moéwi, ze maksymalna liczba sktadnikéw rozkladu jest o jeden wigksza od
wymiaru przestrzeni afinicznej zawierajacej zbior.

Zbiory stanéow kwantowych i klasycznych

Klasycznie, jezeli mamy skoniczong o algebre zbioréw, to dowolna miare probabilistyczng mozemy
przestawic¢ jako wektor |p) jej wartosci na zdarzeniach elementarnych, o dodatnich sktadowych su-
mujacych si¢ do 1. Zbiorem stanow jest n — 1 wymiarowy sympleks A" = {(py,...,p,) € R :
> pi = 1}. Punktami ekstremalnymi zbioru stanéw sa stany czyste, przyjmujace dla pewnego zda-
rzenia elementarnego wartosc 1.

W mechanice kwantowej stany sa reprezentowane przez macierze dodatnio potokreslone o §ladzie
rownym 1 (macierze gestosci). Punktami ekstremalnymi zbioru stanéw sa stany o rzedzie jeden, czyli
projektory na wektory w przestrzeni Hilberta (precyzyjniej - na jednowymiarowe podprzestrzenie).
Jednemu stanowi czystemu odpowiada zbior wektoréw w przestrzeni Hilberta rézniacych sie o faze.
Zbior stanéow czystych jest zatem zespolong przestrzenig rzutows CPI !,

Kazdy maksymalny komutujacy podzbiér stanéow kwantowych jest liniowo izomorficzny ze zbio-
rem stanéw klasycznych.

Zbiér stanéw gbitu

Stany kwantowe uktadu dwupoziomowego reprezentowane sg przez poéldodatnio okreslone macierze
hermitowskie 2 x 2 o §ladzie réwnym 1. Kazda taka macierz mozna zapisaé jako:
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Warunek potdodatniej okreslonoéci wyraza sie jako 2% + y* + 22 < 1 - dostajemy réwnanie kuli.
Kula ta nazywa sie kula Blocha. Na brzegu kuli (na sferze Blocha) leza stany o rzedzie 1 - stany
czyste. Operator hermitowski o $ladzie 1 i o rzedzie 1 jest projektorem na 1-wymiarowa podprzestrzen
napinang przez pewien wektor 1. Jezeli wektor 1 jest unormowany, mozna zapisa¢ projektor jako
1) (1]. Wektor ten nazywany wektorem stanu, jest okreslony z dokladnoscia do fazy.

Zbiorem wektoréw stanu jest sfera S3. Zbiorem stanéw czystych jest sfera S?. Kazdemu stanowi
czystemu odpowiada zbior wektorow stanu réznigcych sie o faze - sfera St. Sfera S? jest zatem wigzks
nad przestrzenia bazowa S? z wloknem S

2 g (2)



Nazywa si¢ ona pierwszym rozwtdknieniem Hopfa. Nie jest to wigzka trywialna (S # S!' x S?).
Udowadniamy to, pokazujac ze nie istnieje globalne rzutowanie na S!, czyli nie da sie w sposob
ciagly na calej sferze Blocha kazdemu punktowi przypisa¢ “wektora o kanonicznej fazie” i “odchylenia
od kanonicznej fazy”.

CWICZENIE 1 WprowadZ na sferze Blocha uktad wspdtrzednych sferycznych 0, ¢. Pokaz, ze punktowi
na sferze Blocha nie mozna w sposdb ciqglty przypisaé wektora stanu.

CWICZENIE 2 Udowodnij wtasnosé cyklicznosci $ladu

Przestrzen macierzy nad C jest wyposazona w naturalny iloczyn skalarny (Hilberta-Schmidta):
(A|B) g = TrA'B (3)

CWICZENIE 3 Pokaz, ze iloczyn HS jest niezmienniczy na dziatanie grupy unitarne;.

Whiosek: Norma HS macierzy hermitowskiej jest norma euklidesowa na jej spektrum.

CWICZENIE 4 Pokaz, ze iloczyn HS dwdch macierzy gestosci o wspdtrzednych w kuli Blocha 7 =
(21, Y1, 21, 2 = [22, Yo, 22] wynosi % + %771 " T,

CWICZENIE 5 Pokaz, Ze para projektoréw na ortogonalne podprzestrzenie odpowiada parze antypo-
dycznych punktow na sferze Blocha.

Rozktad spektralny macierzy hermitowskiej polega na znalezieniu jej rozkladu na kombinacje linio-
wa projektoréw na ortogonalne podprzestrzenie. W przypadku macierzy poéldodatnio okreslonej o
sladzie jednostkowym bedzie to kombinacja wypukta. Graficznie, rozktad spektralny w kuli Blocha
oznacza znalezienie Srednicy przechodzacej przez dany punkt, jej punktow wspolnych ze sferg Blocha,
oraz wspdlczynnikow kombinacji. Rozklad jest jednoznaczny dla wszystkich punktow z wyjatkiem
punktu w srodku, ktoéry jest proporcjonalny do identycznosci i ma taky sama posta¢ w kazdej bazie
ortonormalne;j.

Zauwazmy, ze jezeli zrezygnujemy z warunku ortogonalnosci projektoréw w rozktadzie, dowolna ma-
cierz gestosci moze by¢ przedstawiona na nieskonczenie wiele sposobéw jako kombinacje dwoch pro-
jektorow - przez punkt w kuli mozna przeprowadzi¢ nieskonczenie wiele cieciw. Ogolniej:

CWICZENIE 6 Pokaz, ze jezeli macierz gestosci ma dwa przedstawienia: p = Y, a;|ds) (¢i] =
> Bi|i) (Wil, to VB = X /s, a wyrazy aj; tworzg macierz prostokgtng A o wtasnosci
A-AT =1,

CWICZENIE 7 Pokaz, ze w wyzszych wymiarach przestrzeni Hilberta, kula opisana na zbiorze standw

ma promien \/(d —1)/d, a kula wpisana ma promien 1/y/d(d — 1).

Jezeli H jest macierzg diagonalng, rozwigzaniem réwnania Schrodingera

0,0 = H (@)
jest . |
B0 = expl-  H(0) = | PO | 5)

Odpowiada to jednostajnemu obracaniu sie kuli Blocha wokot osi z. W przypadku ogolnego H, bedzie
to obrét wokét rednicy kuli Blocha napinanej przez projektory na wektory wtasne H.
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Uklady zlozone

Laczna o-algebra dwoch zdarzen jest iloczynem kartezjanskim o-algebr, sposrod wszystkich rozkta-
dow tacznych wyrbézniamy rozktady niezalezne dane przez iloczyn p; X po rozktadéw brzegowych:

b= Ejpijap2 = >i Dij-
Przestrzen Hilberta uktadu ztozonego jest iloczynem tensorowym przestrzeni Hilberta poduktadow.

Rozktady brzegowe (stany podukladow) uzyskujemy biorac slady czesciowe:

[palij = Y ik macierz §ladéw blokéw (6)
k

lpBlij = Z Phlikj suma blokéw diagonalnych. (7)
k

Jezeli uktady sa od siebie niezalezne, stanem calosci jest iloczyn tensorowy stanéw poduktadow:
p=pa® pPB-

Rozklad Schmidta Przeprowadzmy operacje odwrotng do stogowania. Wektor ¥ w C#  C9
mozna zapisa¢ jako macierz A rozmiaru dy X d; Do tej macierzy mozemy zastosowaé twierdzenie o
rozkladzie singularnym:

A=UAVT, (8)

gdzie U i V sa unitarne, a A jest dodatnia i diagonalna (w ogolnosci prostokatna). Innymi stowy:
A= N fua) (vl (9)

dla ortonormalnych zbioréw {u;} € C% i {v;} € C%. Zatem wektor ¥ mozna zapisa¢ jako 3; \jv; @u;.
Udowodniliémy w ten sposob twierdzenie o rozktadzie Schmidta. Liczby \; nazywamy wspotczynni-
kami Schmidta wektora W.

Uwaga: Nie istnieje prosty odpowiednik rozktadu Schmidta dla stanu uktadu zlozonego z wiecej niz
dwoch poduktadow.

Stany separowalne i splatane Jezeli wektor ¥ jest wektorem produktowym, to stan |¥) (V| na-
zywamy stanem czystym separowalnym. Stan czysty, ktory nie jest separowalny nazywamy stanem
splatanym. W przypadku stanéw mieszanych, stan jest separowalny jezeli da sie rozlozy¢ na kombi-
nacje wypukla stanéw czystych separowalnych. Jezeli jest to niemozliwe, stan jest stanem splgtanym.
Definicja stosuje sie do dowolnej liczby poduktadéw. Zagadnienie stwierdzenia separowalnosci stanu
jest zadaniem trudnym, poswiecimy mu troche uwagi w dalszych czesciach wyktadu.

Slad czesciowy stanu czystego Biorac §lady czesciowe wektora ¥ o rozkladzie Schmidta 3, A\jv;®
u; dostaniemy: p; = 3, A2 |v;) (vs] 1 p1 = A2, |ug) (w;]. Mimo ze mamy maksymalna informacje o
stanie caltosci (stan czysty), nie mamy pelnej informacji o poduktadach (sa w stanach mieszanych).
Tego zjawiska nie ma w teorii komutatywnej.

CWICZENIE 8 Znajdé operator iloczynu skalarnego dwdch spindw: SM - S = () & 52 4 Sl(/l) ®
SO 4+ 51 @ SO

CWICZENIE 9 Znajdé propagator dla uktadu dwdch spindw % pod dziataniem Hamiltonianu gB -
S+ gB-8® + JSW . 8@ Znajds rownanie na ewolucje macierzy gestosci jednego spinu.
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Pomiary projektywne

Pomiar projektywny funkcji mierzalnej f to odwzorowanie zbioru wynikow pomiaru w zbiér pro-
jektorow (funkcji charakterystycznych) {x4,} dla pewnego rozktadu przestrzeni probabilistycznej na
roztaczne podzbiory nalezace do o-algebry generowanej przez f ( f-mierzalne). Prawdopodobienistwo
otrzymania i-tego wyniku wynosi p; = (1|x4,|p). Stanem po pomiarze jest xa,p)/{1|xa,[p)-

Kwantowo, pomiar projektywny obserwabli F' to odwzorowanie zbioru wynikéw pomiaru w roz-
ktad operatora identycznosciowego I3y w zbior projektorow {P;} komutujacych z F. Podprzestrze-
nie, na ktoére rzutuja projektory musza by¢ sumami podprzestrzeni niezmienniczych F (warunek
F-mierzalnosci projektoréw, w ogolnosci sa to catki roztacznych podzbioréow rozbicia widma opera-
tora po jego mierze spektralnej). Prawdopodobieristwo otrzymania i-tego wyniku wynosi Tr(pP;), a
stan po pomiarze: P,pP;/Tr(pP;).

Kwantowy pomiar projektywny skltada sie z dwoch etapéw: pomiaru nieinformujacego i klasycznego
pomiaru informujacego.

W przypadku gbitu, Pomiar nieinformujgcy obserwabli o projektorach Py, P, w rozktadzie spektral-
nym odpowiada rzutowi stanu na Srednice napinang przez P; i P. Jezeli pomiar jest informujacy,
nastepuje kolaps do P; albo P z prawdopodobienistwami proporcjonalnymi do dtugosci odcinkéw w
rozktadzie.

Rysunek 1: Pomiar projektywny nieinformujacy (rzutowanie na $rednice) i informujacy (kolaps) w
sferze Blocha. Plaszczyzne rysunku wyznaczaja projektory pomiaru i mierzony stan.



Zasada nieoznaczonosci

Konsekwencja niekomutowania obserwabli jest zasada nieoznaczono$ci. Jezeli nieoznaczonoS$¢ pewnej
obserwabli w pewnym stanie jest 0, musi to by¢ kombinacja jej stanéw wlasnych. Dla kazdej innej
obserwabli, ktora z nia nie komutuje, nie bedzie to stan wtasny i nieoznaczono$¢ nie bedzie wynosita

0.

W teorio-informacyjnym podejsciu nieoznaczono$é¢ pomiaru dla pary obserwabli A,B wyrazamy jako
sume entropii rozktadéw wynikéw pomiaréw obu obserwabli w danym stanie. Moze ona zaleze¢ tylko
od relacji miedzy bazami wlasnymi obserwabli. Mamy nastepujace:

Twierdzenie (Maasen - Uffink): Niech p i ¢ beda rozkladami prawdopodobienstwa wynikow
pomiaréw obserwabli A i B w pewnym stanie p. Suma ich entropii jest ograniczona z dotu przez
wielkosé niezalezna od stanu:

H(p) + H(q) > —log rrj;z}cx|<aj|bk>|2, (10)

gdzie {ax}, {bx} sa wektorami wlasnymi odpowiednio obserwabli A i B.

Zauwazmy, ze wystarczy jeden wspolny wektor wtasny by mozna bylo byé pewnym wyniku obu
obserwabli na raz.

CWICZENIE 10 Niech A i B bedg obserwablami w C2, a 3 niech bedzie kgtem pomiedzy Srednicami
kuly Blocha reprezentujgcymi ich rozktady spektralne.

e /najdz ograniczenie dolne sumy entropit rozktadow prawdopodobienstwa wynikow pomiarow ob-
serwabli.

o /najdzZ sume entropii rozktadow prawdopodobieristwa wynikéw pomiarow obserwabli dla danego
stanu ¢ znajdz jej miminum.

o Pokaz, ze minimum jest wieksze od ograniczenia dolnego.



import numpy as np
from scipy.optimize import minimize

def H(p):
"""pinary Shannon entropy of prob. distr. {p,l1-p}"""
res = -(p*np.log(p)+(1-p)*np.log(l-p))/np.log(2)
res = res * (p < 1) * (p > 0) + 0 * (p == 0) + 0 % (p == 1) # to handle 0log0

return res

def sum_of_uncertainties(beta,alpha):

"""For two projective measurements of Bloch coordinates:
{[sin(beta/2),0,cos(beta/2)], [-sin(beta/2),0,-cos(beta/2)]1}
{[-sin(beta/2),0,cos(beta/2)], [sin(beta/2),0,-cos(beta/2)]1}
and state: [sin(alpha),0,cos(alpha)l
calculates H(p) + H(q), where p and q are prob. distr. of first and second PM respectively

return H((l+np.cos(beta/2-alpha))/2) + H((l+np.cos(beta/2+alpha))/2)

@np.vectorize
def alpha_opt(beta):

"""For given beta (parameter describing non-commutativity of PMs), returns value of alpha
(state parameter) minimising the function sum_of_uncertainties"""

f = lambda alpha: sum_of_uncertainties(beta, alpha)

res = min((minimize(f, np.random.rand ()*np.pi/2) for _ in range(5)), key = lambda res: res.fun)
res = np.abs(res.x) % np.pi

if res > np.pi/2: res = np.pi - res

return res

import matplotlib.pyplot as plt

beta = np.linspace(0,np.pi,101) # range of beta

aa = alpha_opt(beta) # corresponding optimal alphas

# plot optimal alpha in function of beta

plt.plot(beta,aa,’.’, label = r’optimal angle $\alpha$’)

plt.legend ()

plt.xlabel(r’$\beta$’)

plt.show()

# plot minimal sum_of_uncertainties in comparison to Maasen-Uffink bound.

plt.plot(beta,sum_of_uncertainties(beta,aa),label=r’sumyof_ uncertainties for optimal, $\alpha$’)

plt.plot(beta,-np.log(np.maximum(np.cos(beta/2)**2,np.sin(beta/2)*x2))/np.log(2),
label="Maasen-Uffink_ lower bound?’)

plt.legend ()

plt.xlabel(r’$\beta$’)

plt.show()
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MUBs

. . . d . e 1. .. g2 1 .,
Dwie bazy {e;} i {fi} przestrzeni C? nazywamy unbiased, jezeli Vi, j| (i[j) | = 5. Zbior baz para-

mi unbiased nazywamy mutually unbiased bases. Zbior ten moze zawiera¢ maksymalnie d 4+ 1 baz.
Potrafimy skonstruowadé takie zbiory gdy d jest potega liczby pierwszej.

W przypadku, gdy d jest liczbg pierwsza, konstrukcja przebiega nastepujaco: Za pomoca macierzy:

1 1

1 . d—1

wyznaczamy macierze X*Z? reprezentacji projektywnej grupy Weyla. Jest ich d?, a wérdd nich jest
oczywiscie I. Dla pozostalych d? — 1 macierzy wyznaczamy bazy wlasne. Okazuje sie, ze jest (d+ 1)
baz, a kazda jest baza wlasng dla (d — 1) macierzy. (I;) jest diagonalne w kazdej z nich.

W d = 3 konstrukcja ta przebiega nastepujaco:

1 0 0
f=0 p=1 p=2 e baza: 0,111,160
" - e . 0 0 1
1 00 1 0 0 1 0 O -0 -
a=20 01 0 w 0 0 w* 0 1] [ 1 1
1 0 0 |0 0 W |0 0 w | baza: 1 w |, | w
_ _ . . 1 w* w
0 1 0O 1 0 0O 1 0 i
a=1 0 0 0 0 w 0 0 w* w 1 1
10 | w* 0 0 w0 0 | baza: 1 w1
1 1 w*
[0 0 0 0 1 [0 0 1] )
a=2[]10 w 0 0 Wt 00 w 1 1
0 1 0 o 0 0 w 0 e baza: 1 w |,| 1
i : ) - 1 1 w

Poniewaz d jest liczba pierwszg, projektywna reprezentacje macierzows grupy Weyla mozemy trakto-
wa¢ jako dwuwymiarowa przestrzefi liniowa nad ciatem Zg, czyli Z2. Okazuje sie, ze elementy X1 751
i X272 komutuja (z doktadnoécia do fazy), wtedy i tylko wtedy, gdy a132 — 31 = 0 mod d tzn.
gdy leza na jednej prostej. Zbior baz wltasnych elementow jest izomorficzny ze zbiorem prostych w
72, czyli 7 przestrzenia ZgP*.

W przypadku qubitu konstrukcja ta prowadzi do baz wlasnych macierzy o, 0, i 0, ~ 0,0.. W kuli
Blocha bazy te to pary projektoréow lezacych na osiach uktadu wspotrzednych:



W d = 2, mierzac obserwable, ktorych bazami wlasnymi sg kolejne bazy ze zbioru MUB, otrzymujemy
trzy wartosci oczekiwane, ktore sa rowne wspotrzednym x, y, i z w kuli Blocha mierzonego stanu.

W wyzszych wymiarach jest podobnie - podprzestrzenie operatoréow diagonalnych w bazach z MUB
sa wzajemnie do siebie ortogonalne, wiec kazdy stan rzutuje sie ortogonalnie na te (d + 1) pod-
przestrzeni. Prawodpodobienstwa réznych wynikéw pomiaru projektywnego w danej bazie pozwala
zrekonstruowa¢ warto$é rzutu na dang podprzestrzen.

Random access codes

Niech naszym zadaniem bedzie zakodowanie wartosci trzech bitéw w jednym qubicie, maksymalizu-
jace prawdopodobienstwo prawidlowego odgadniecia wartosci jednego z bitow, wybieranych losowo
z rOwnymi prawdopodobienstwami.

wartodci wejéciowe bitoéw

T1,22,T3

11,122,113

przygotowanie Piyinis € S(C?)
- kodowanie w
stanie gbitu

wybor bitu
~ do odczytania

J=3
Y
pomiar pomiar pomiar
dla I dla ) dla XT3
odczytana odczytana odczytana
wartosé o wartos¢ x; wartosé xs

Klasycznie, maksymalne prawdopodobienstwo poprawnego odgadniecia wynosi 2/3 (jeden bit kodo-
wany, dwa pozostate odgadywane losowo). W przypadku kwantowym kodujemy stan trzech bitow w



osiem standce qubitu o wspotrzednych w kuli Blocha: [+1/v/3, +1/v/3, £1//3]. Zaleznie od j (numer
qubitu ktorego wartos¢ odgadujemy) dokonujemy pomiaru projektywnego w jednej z baz MUB. Praw-
dopodobiefistwo poprawnego odczytania wybranego bitu wynosi (14 1/v/3)/2 ~ 0.7887. Uzywajac
zasobéw kwantowych obserwujemy polepszenie wyniku w poréwnaniu do przepadku klasycznego.

Kanaly kwantowe

Odwzorowania pomiedzy rozktadami prawdopodobienstwa nazywaja sie kanatamsi informacyjnyma i
sa (w przypadku skoriczonych o-algebr) reprezentowane przez macierze stochastyczne, tzn. o wyra-
zach nieujemnych i o kolumnach sumujgcych sie do 1.

Kanalami kwantowymi sa odwzorowania liniowe, zachowujace dodatnio$¢ (P). Powinien by¢ spel-
niony ostrzejszy warunek: Odwzorowanie I ® A powinno tez by¢ dodatnie dla wszystkich wymiarow
dodatkowego poduktadu. W ten sposob formulujemy warunek kompletnej dodatniosci (CP), ktory
jest tatwiejszy do rozwiazania. Twierdzenie Choi mowi, ze kazde odwzorowanie kompletnie dodatnie
jest postaci (posta¢ Kraussa):

pr X Aipd] (1)

Dodatkowo, kanal powinien zachowywa¢ §lad (CPTP). Odpowiada to nastepujacemu warunkowi na
operatory Kraussa:

ZAin =17 (12)

)

Mozemy zapytac, kiedy dwa kanaty w postaci Kraussa reprezentuja ten sam kanat. Przydatna okazuje
sie tutaj technika stogowania, czyli zapisania macierzy nxn jako wektor o n? wspotrzednych, powstaty
z ustawienia kolumn macierzy n jedna pod druga:

stogowanie .
p=">_ pijle) (ej] ———= 0= pijle:) @1e;) (13)

ij ij
Obtozenie p przez A i B odpowiada nastepujacemu odwzorowaniu wektora p:
ApB———A® B" (14)
W tej reprezentacji dzialanie kanatu zapisuje sie jako

i Y A Ai (15)

Kanat jest jednoznacznie wyznaczony przez macierz y_; A;® A7, zeby sprawdzi¢ czy dwie reprezentacje
Kraussa odpowiadaja temu samemu kanalowi, trzeba poréwnac¢ tak skonstruowane macierze.

CWICZENIE 11 Pokazaé, Ze dwie reprezentacje kanatu Y, AipAZT oraz
> Bl-pBJ sq sobie rownowazine <= B; = Y;Uj;A;, gdzie U jest macierzq unitarng (wykorzystaé
fakt, e AXB = (A® BT)X).

Macierz Y°; A; ® AX mozemy przepisac jako Y, A® /T;Z co daje wektor o n* wspotrzednych. Mozemy
A (A

. Widaé tez, ze jezeli za A; wybierze-

tez potozy¢ pierwszy sktadnik iloczynu, by dosta¢ macierz: ), fﬁ ® A4; = > . Minimalng

AVA,

, to dostaniemy reprezentacje kanatu ze wszystkimi macierzami A;

dhugoscia reprezentacji kanatu jest rzad macierzy ),
my wektory wlasne 3, /L> %Zfl

ortogonalnymi w iloczynie HS.




Kanaly CQ i QC
Kanal, ktory przeksztalca dowolna macierz gestoéci w macierz diagonalng w pewnej ustalonej bazie

(redukujacy przypadek niekomutatywny do komutatywnego) nazywamy kanalem kwantowo-klasycznym.

CWICZENIE 12 Uzasadnij, ze kanat kwantowo-klasyczny ma postac:

p ST M) 1) Gl dla Y My =1 (16)

Zauwazmy, ze jest to pomiar POVM - najbardziej ogblne liniowe odwzorowanie przypisujace macierzy
gestosci rozklad prawdopodobieristwa.

Kanal, ktory przeksztalca macierz diagonalna w macierz gestosci (obciecie kanatu kwantowego do
komutujacej podalgebry) nazywamy kanatem klasyczno-kwantowym:

p= 2 il pli) pi (17)

taki kanal nazywamy przygotowaniem.

Jezeli {M;} komutuja, lub jezeli {p;} komutuja, to otrzymujemy kanal klasyczno-klasyczny.

Kanaly qubitowe

Kanaly dla jednego gbitu sa reprezentowane przez odwzorowania liniowe przeksztatcajace kule Blocha
w samg siebie. Jedynymi kanatami surjektywnymi, czyli odwracalnymi sg obroty woko6t pewnej osi
- 83 one reprezentowane przez oblozenie macierzy p przez transformacje unitarne. Obrazem kazdego
kanatu bedzie pewna elipsoida zawarta w kuli Blocha.

CWICZENIE 13 Jakie klasyczne kanaty sq odwracalne?
Kolejng klasa kanatéw, juz nieodwracanych sa kanaty random unitary, gdy obroty unitarne z pewnego
zbioru sa stosowane do stanu zgodnie z pewnym rozktadem prawdopodobienistwa.

CWICZENIE 14 Znaleié obraz kanatu (bit flip channel):
p = pp+ (1—=p)owpo]

CWICZENIE 15 Jaka jest reprezentacia kanatu ktory dokonuje skalowania kuli Blocha w kierunkach
x,y, pozostawiajgc niezmieniony kierunek z (phase flip channel)?

CWICZENIE 16 Jaka jest reprezentacja kanatu, ktory jednostajnie skaluje kule Blocha (depolarising
channel)?

CWICZENIE 17 Niech ® bedzie odwzorowaniem skalujgcym kule Blocha w kierunkach x,y, z o czyn-
niki o, B, 7. Jakie ograniczenia na czynniki wprowadza warunek dodatnio$ci, a jakie warunek kom-
pletnej dodatniosci?
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Weszystkie kanaly random unitary sa unitalne (bistochastyczne). Implikacja przeciwna zachodzi tylko
dla qubitu.

Kanal amplitude damping jest reprezentowany przez izotropowe kurczenie sie kuli Blocha do bieguna
potnocnego. Jezeli uktadem jest atom dwupoziomowy z pewnym prawdopodobiefistwem emisji fotonu
na jednostke czasu, to zmiana stanu tego uktadu w pewnym okresie czasu bedzie dana wtasnie
kanatem amplitude damping.

CWICZENIE 18 Znajdz reprezentacje Kraussa kanatu amplitude damping. Znajdé przypadek ogdlny
opadania na stan Gibbsa.

CWICZENIE 19 Jak mozna sparametryzowaé i scharakteryzowaé wszystkie kanaty bitowe?

CWICZENIE 20 Pokaz, ze zbior kanatéw jednoqubitowych jest 12 wymiarowy. Czemu odpowiadajg
te wymiary? Ile wymiaréw ma zbior kanatéw unitalnych?

Pomiary uogoélnione

Pomiar uogo6lniony funkcji mierzalnej f to odwzorowanie wynikéw pomiaru w zbioér funkcji nieujem-
nych {(m;|}, f-mierzalnych, sumujacych sie do (1| (czyli takie funkcje moga by¢ interpretowane
jako wiersze pewnej macierzy stochastycznej). Pomiar uogélniony uwzglednia btad pomiarowy - no-
$niki funkcji (m;| naktadaja sie na siebie. Prawdopodobienstwo otrzymania i-tego wyniku wynosi
pi = (milp).

Dziatanie pomiaru uog6lnionego na stany jest reprezentowane przez macierze substochastyczne K;
sumujace sie do macierzy stochastycznej. Stanem po pomiarze jest K;|p)/(1|K;|p). Zachodzi zaleznosé
(my| = (1]K;.

Twierdzenia o podnoszeniu

Twierdzenie: Kazda macierz gestosci uktadu d-poziomowego mozna przedstawi¢ jako $lad cze$ciowy
stanu czystego uktadu ztozonego. Taki stan czysty nazywa sie puryfikacjg stanu p.

CWICZENIE 21 Jakg mamy swobode wyboru standw uktadu ztozonego, odpowiadajgcych danemu
stanow: poduktadu?

Twierdzenie: Kazdy kanal kwantowy da sie zapisa¢ jako p — Try(Un ® pUT).

Dowo6d: Wezmy n = |e;) (e1] i niech Uj; oznacza ij-ty blok macierzy U. Wtedy Try(Un @ pU') =
> UﬂpUZ-Tl, zatem ma posta¢ Kraussa. By przeprowadzi¢ dowoéd w druga strone, trzeba udowod-
ni¢, ze macierz, ktorej pierwsza kolumna blokéw jest zadana, moze zosta¢ przy pewnym zalozeniu
rozszerzona do macierzy unitarnej.

CWICZENIE 22 Zaldimy, ze mamy dane pierwszq kolumne blokdw pewnej macierzy. Kiedy da sie
dobudowaé brakujgcq cze$é tak, by byta ona unitarna?

Rysunkowo, mozemy przedstawi¢ to nastepujaco:

11



— £(p)

Dla tego samego U mozemy zamieni¢ poduktady rolami. Wtedy otrzymamy tzw. kanat komplemen-
tarny do ¢.

CWICZENIE 23 Pokaz, e kanal amplitude damping:

T e P )

mozna zrealizowac jako:

|0) — expibo,
p l

gdzie v = sin® 0.

o—e

Pomiar uogolniony (POVM) jest dany wzorem (16), jezeli interesuje nas tylko rozklad prawdopodo-
bieistwa na wyjéciu. Jezeli natomiast interesuje nas réwniez to, co dzieje sie z uktadem po pomiarze,
mamy:

e OV L B W eI el
Tr (px; XX ()

p XX =1 (18)
ij

Jezeli interesujg nas tylko prawdopodobienstwa, przechodzimy do wzoru (16) poprzez: M; = 3, XJ@TX]@

Twierdzenie: Kazdy pomiar uogdlniony na p da sie przedstawi¢ jako pomiar ukladu z dotaczonym
pewnym innym uktadem, po pewnym czasie wspolnej ewolucji.

Dowéd: Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia startujemy ze stanu |e;) (e1|®p, ale baza
dotaczonego uktadu jest indeksowana wszystkimi parami ¢j. Baze pomiarowa stanowia projektory
le;j) (€], ale po pomiarze nastepuje “sklejenie” wynikéw o tym samym .

Rysunkowo, mozemy przedstawi¢ to nastepujaco:

—

n

p
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Teoria POVM

SIC POVMs Istnieje d? prostych w C? o takim samym kacie pomiedzy prostymi w kazdej parze.
Jest to maksymalna licznosé zbioru takich linii i przypuszcza sie (Zauner conjecture), ze zbior ten
istnieje dla kazdego d. Mozna wskaza¢ konstrukcje az do wymiaru 21 i kilku wyzszych, numerycznie
do 151 i kilku wyzszych.

Projektory na takie wektory sumuja sie do operatora dly, a iloczyn HS parami réznych projektorow
jest zawsze taki sam. Dla qubitu, projektory te sa wierzchotkami czworos$cianu foremnego na sferze
Blocha:

CWICZENIE 24 Wyznacz macierze powyzszych projektoréw

Od 10 11 V2 1 1 V2T 1 1 V2
b 00 31v2 2 3| Vaes 2 3| V2T 2

Projektory takie sumuja sie do 215 (dI; w przypadku ogélnym). Skalujac je przez czynnik
niemy POVM nazywany SIC POVM (symmetric, informationally complete).

1

5, dosta-

POVM daje cztery rezultaty, oznaczmy je jako 0,...,3. Przy pomiarze macierzy gestosci p = %(I +
ro, + yo, + z0,) otrzymamy nastepujace czestosci zliczenn wynikow:

Po 0 0 3]
pr| 1o 1] 22 0 -1
p |1 T -2 V61| (19)

D3 -2 -6 -1 ‘

Zauwazmy, ze kolumny macierzy sa do siebie ortogonalne. Wzdér ten jest izometrycznym zanurzeniem
kuli Blocha w podprzestrzen afiniczng czterowymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa.

CWICZENIE 25 Wyznacz wzory na ,y, 2.

Rozréznianie stané6w kwantowych - teoria Helstrgma Zal6zmy, ze zrodlo produkuje dwa
stany p; 1 po z prawdopodobienistwami odpowiednio p; i py. Naszym zadaniem jest skonstruowaé
dwuwartosciowy POVM, dla ktorego prawdopodobieristwo poprawnej odpowiedzi bedzie maksymal-
ne.

Dwuwartosciowy POVM jest postaci {A, I — A}, dla 0 < A < [. Szukamy maksimum wyrazenia
Tr(Apip1) + Tr((I — A)papa) = p2 + Tr(A(p1p1 — pape)). Widzimy, ze A powinno by¢ projektorem na
sume prosta podprzestrzeni wlasnych pyp; — papo odpowiadajacych dodatnim wartosciom wlasnym.

13



Jezeli p1p1 > papa, to A = I - optymalnie jest po prostu obstawia¢ 1 bez wykonywania zadnego
pomiaru.

Macierz pip; — p2p2 nosi nazwe macierzy Helstrgma. Prawdopodobienistwo otrzymania poprawnego
wyniku:

1
Psukces = 5 (1 + ||p1P1 - p2p2||1> ) (20)
gdzie || - ||1 jest norma sladowa - suma wartosci bezwzglednych wartosci wtasnych.

CWICZENIE 26 Wyprowads wzér na prawdopodobieristwo sukcesu rozréznienia dwdch standw czy-
stych wysytanych z dowolnymi prawdopodobienistwami, zaleine od py — pa i | (U1 W) |%.

prawdopodobienstwo poprawnej identyfikacji

0.4

0.6
| (W1 Wy) | ' 11

CWICZENIE 27 Znajdi POVM o trzech elementach: 1,2,? ktory wykrywa nieortogonalne stany (po-
jawiaggce sie z prawdopodobieristwami py i pe) bez bledu (tzn. jezeli wyszta 1 lub 2, mozemy byé pewni,
ze to zostato nadane) minimalizujgcego prawdopodobieristwo “?”. Wyprowadz wzor na minimalne pe.

Odp.
p1+ [(U1[W2)[*p2 gdy pal (1] P2)]* > py
pr =14 P2+ [{(W1|U2)’pr gdy pi[(P1[P2)]* > po
2|(U|Wy)|\/Pip2 W przeciwnym wypadku

14
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Dzialania na polaryzacji fotonu

Fala elektromagnetyczna propagujaca wzdluz osi z moze mie¢ 2 polaryzacje - pozioma i pionows, a
takze by¢ kombinacja fal podstawowych:

et — polaryzacja pozioma et 01 _ polaryzacja pionowa
iwt i 1 - : ° iwt 1 3 °
e L polaryzacja 45 e R polaryzacja - 45
iwt i 1 - : iwt 1 :
e P polaryzacja prawoskretna e P polaryzacja lewoskretna

Dla polaryzacji fali nie gra roli ani amplituda fali ani jej faza globalna, zatem zbiorem mozliwych
polaryzacji jest rowniez sfera (tzw. sfera Poincaré).

z

Energia fotonu to kwadrat normy wektora pola elektrycznego. Z zasady zachowania energii wynika,
ze kazdy element optyczny, ktory przeksztalca stan fotonu zachowujac jego energie musi byé¢ ope-
ratorem unitarnym. Podobnie operator dzialajacy na stanach dwufotonowych musi by¢ operacja z
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U(4). Operacje unitarne na przestrzeni Hilberta n qubitow nazywane sa bramkami, w analogii do
klasycznych bramek n-bitowych.

Rozwazaé¢ bedziemy nastepujace elementy optyczne:
Skrecenie plaszezyzny polaryzacji o kat o (bramka ¢*7v):

[ cos sina} 1)

—sina cos«

Polaryzujacy dzielnik wiazki, przepuszcza polaryzacje pozioma, a odbija polaryzacje pionowa. Ma-
cierz w bazie xh, zv, yh, yv

. (22)
1

Jest to dwuqubitowa bramka CNOT (controlled NOT). Qubit polaryzacji jest qubitem kontrolnym,

a qubitem kontrolowanym jest qubit drogi.

Przeanalizuj dziatanie uktadu z rysunku:

C Ny £y,

/2
N
L
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[a] p - | [ asin@]
_ -0z _ :
g CNOT CNOT CNOT Psiné
00— _Qﬁj/ C 5 ——— 0
0 — > < R l o cos b ]
2
CNOT CNOT feose
0 — 0
[« [« ] [ —asinf [ —asinf ] [ asind | [ asin®
B8 0 acost 0 0 (sin ¢
0 0 —(sin ¢ —(sin ¢ 0 0
o |8, | Beose ¢ 1 0 b | fBsing | 1 0
0 0 0 0 —acosf —acosf
0 0 0 acos 0 (B cos ¢
0 0 0 0 0 0
| 0 ] | 0 ] i 0 | | fBcos¢ | | Bcoso | i 0 |

«

V=15

2 in2
([ o) om0 2 ).

CWICZENIE 28 Powyiszy uktad realizuje dwuelementowy POVM dla qubitu o diagonalnych ele-

mentach. Jak przy pomocy tego uktadu @ jednoqubitowych branek unitarnych skonstruowaé dowolny
POVM dla qubitu?

Bramki jednoqubitowe

Twierdzenie: Dowolng d-arng bramke logiczng mozna zrealizowa¢ jako ztozenie bramek NAND.

Twierdzenie: Dowolna operacje U(n) mozna zrealizowaé¢ przy pomocy bramek jednoqubitowych i
bramki CNOT.

CWICZENIE 29 Pokaz, e nie istnieje uniwersalna bramka NOT dla qubitu.

Plytka opdzniajaca zorientowana w bazie standartowej h, v (lub $ci$niecie $wiattowodu w kierunku
poziomym) wprowadzajaca réznice faz § dana jest macierza

ei6/2 0
Y 23

CWICZENIE 30 Pokaz, ze dowolng bramke qubitowg w polaryzacjach fotonu mozna zrealizowaé jako
trzy Scisniecia Swiattowodu w kierunkach 0°,45°,0°.
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No cloning, broadcasting, BB84

Sprobujmy skonstruowaé operacje, ktora dostaje na wejéciu ustalony wektor stanu pustego rejestru
1 1 wektor stanu ¢ na wejsciu i produkuje na wyjsciu wektor ¢ ® ¢. Zalézmy, ze operacja ta dziata
dla dwoch standw:

Ulpr @¢) = ¢1 @ ¢y
Ulpa @) = ¢2 @ ¢a.

Operacja powinna by¢ unitarna, a stad widaé, ze wektory stanéw ¢, ¢o musza by¢ ortogonalne.
Urzadzenie klonujace jest mozliwe tylko dla zbioru ortogonalnych stanow czystych. Zbior stanow
czystych, na ktorych klonowanie dziata determinuje catkowicie urzadzenie klonujace. Ma ono po-
stac: zmierz w bazie ortonornalnej 1 na podstawie wyniku przygotuj dwie kopie. Kombinacje wypuktle
stanow klonowanych nie sa klonowane, ale rozgtaszane - otrzymujemy stan mieszany wielu kopii o
poprawnych rozktadach brzegowych, ale skorelowanych ze sobg. Struktury beoadcastowe pojawiaja
sie w mechanizmie "kwantowego darwinizmu" - wylaniania sie obiektywnej rzeczywistosci dla obiektu
kwantowego.

CWICZENIE 31 Czy moze pomdc rozwazenie maszyny klonujgcej z dodatkowq przestrzeniq Hilberta:
U: i) ©10) ®[0) — |i) @ i) @ | X;) ?

To samo ograniczenie dotyczy stanoéw klasycznych - wszystkie stany czyste moga by¢ klonowane
(poniewaz sa do siebie ortogonalne), natomiast stany mieszane nie moga by¢ klonowane, a tylko
rozgtaszane.

Mozemy natomiast sprobowac¢ znalez¢ maszyne klonujaca, ktora wykonuje zadanie w sposéb przy-
blizony i zminimalizowaé¢ btad klonowania (maksymalny lub sredni).

Obserwacje powyzsza mozemy wyrazi¢ roéwniez tak: zalézmy ze mamy kanal o jednym wejsciu i
dwoch wyjsciach @15 : B(Hin) — B(Hout1) ® B(Hou1). Zawsze mozemy wysladowaé jedno z wyjsé
i otrzyma¢ kanaly brzegowe ®; i ®,. Nie istnienie maszyny klonujacej oznacza, ze nie istnieje taki
kanal, ktorego oboma kanatami brzegowymi sa kanaly identycznosciowe.

BB84 W protokole BB84 strony A i B chcg ustali¢ wspolny klucz bitowy, nieznany osobom trze-
cim. Protokol pozwala na znalezienie wspolnego klucza i mie¢ pewnosé ze nikt inny nie ma o nim
informacji.

Strona A losuje ciag wartosci bitow: 0,1 i ciag baz ze zbioru

1

{|0>,|1>},{\}§(!0>+\1>)>\/5(!0>—|1>)}-

Koduje i-ty bit w i-tej bazie i wysyta do B. Strona B losuje dla kazdego bitu jedna z baz z powyzszego
zbioru i dokonuje pomiaru. Po przestaniu wszystkich bitéw, Strona A informuje publicznie o ciggu
uzytych baz. Strona B odpowiada, ktore z baz wybranych przez niego byly zgodne. Bity, dla ktorych
bazy sie nie zgadzaly (polowa wszystkich) sa usuwane i obie strony maja ten sam ciag bitow.

Zalozmy teraz, ze w tor wiacza sie podstuchiwacz , ktory dokonuje pomiaru w jednej z baz a nastepnie
dokonuje przygotowania bitu w tej bazie zgodnie z otrzymanym wynikiem pomiaru. Podstuchuja-
cy dla potowy bitow trafia z wyborem bazy, wtedy odczytuje prawidtowa warto$é¢ bez zmieniania
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jej. Jezeli natomiast wybierze baze niezgodna z nadawca, wtedy z prawdopodobienstwem 1/2 pod-
stuchiwacz odczyta prawidtowa wartosé i niezaleznie z prawdopodobienstwem 1/2 odbiorca odczyta
niezmieniona warto$¢ bitu. Oznacza to, ze 1/4 wystanych bitéw zostanie podstuchana nieprawidtowo,
ale tez 1/4 podluchanych bitow bedzie miala u nadawcy inna warto$¢ niz u odbiorcy. Poswiecenie
czesci bitow klucza pozwala na wykrycie podstuchu.

Jezeli zrodlo fotonow A jest dalekie od jednofotonowego (koduje bit w wielu fotonach), to podstu-
chujacy moze wstawi¢ BS i bedzie to trudne do stwierdzenia (strona B nie potrafi liczy¢ fotonow).
BS pusci czesé fotonow dalej, a czesé zapisze do pamieci (przettumaczy np. na stan atomow dwupo-
ziomowych). Nastepnie po ujawnieniu baz i informacji ktore bity sa odrzucane a ktore nie, dokonuje
ich pomiaru i ma klucz.

Nierownosé CHSH

Rozwazmy teraz czery zmienne losowe A;, Ay, By, By okreslone na przestrzeni probabilistycznej €2 i
przyjmujace wartoéci +1. Zauwazmy, ze zachodzi ograniczenie A; By + A1 By + AyB; — A3By < 2
dla kazdego punktu w Q (w okreslonym punkcie z zachodzi B;(z) = By(x) albo Bi(x) = —By(z)).
Biorac érednia dostaniemy

—2 < E(A1B)) + E(A1By) + E(ABy) — E(A2B2) < 2 (24)

Zalozmy ze mamy zrodlo par czastek o spinie 1/2 ktore rozbiegaja sie w przeciwnych kierunkach i
nastepnie sa mierzone jednoczesnie (wzgl. zrodta) w dwoch odlegltych laboratoriach. Kazde labora-
torium (A i B) wybiera losowo z rownym prawdopodobieristwem jeden z dwoch kierunkow spinu (1
lub 2) i dokonuje pomiaru. Wynik pomiaru spinu ¢ w laboratorium C' to zmienna losowa C;. Zmienne
Ay, As, By, By powinny spelnia¢ nier6wnos¢ (24). Przyjrzyjmy si¢ co si¢ stanie, jezeli mierzonymi
wielkosciami sa sa Ay =0, Ay = 0,,B, = (04 + 0.)/V?2, By = (0, — 0,)/V/2, a 7rodlo produkuje
stan czysty reprezentowany przez wektor |¥) = (|00) 4 [11))/v/2.

CWICZENIE 32 Pokaz, e nierdwnosé¢ CHSH nie jest tamana w stanach separowalnych.

W mechanice kwantowej lewa strona nieréwno$ci nie moze przekroczy¢ wartosci 2v/2 (Tsirelson’s
bound).

WprowadZzmy na korelacje jedynie ograniczenie, by nie mogly nie$¢ informacji, to znaczy, ze jezeli
jedna strona mierzy wielko$é¢ A, a strona druga mierzy jedng z dwoch wielkosci B lub B’, to rozklad
brzegowy p(a) nie moze zaleze¢ od wybranej obserwabli po drugiej stronie:

VB Y P(a,b|A, B) = P(a|A) (25)

W przeciwnym wypadku, byloby mozliwe natychmiastowe przenoszenie informacji pomiedzy stro-
nami. Jezeli natozymy tylko warunek non-signaling na korelacje, to lewa strona nieréwnosci CHSH
moze 0siggnaé wartosé 4.

CWICZENIE 33 Zaléimy, ze

plablAB) = (26)

= O ON=
Vi O ON-
i O O
O I=I= O
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Pokaz, ze jest taki uktad prawdopobienstw warunkowych nie przenosi informacji. Ile wynosi lewa
strona nierownosé CHSH dla tego rozktadu? Jak nalezatoby zmodyfikowaé powyzszq macierz, by dostaé
rozktad przenoszgcy informacje?

Nieréwnosci Bella sa wyprowadzane przy zatozeniu istnienia wspdlnej przestrzeni probabilistycznej
dla zmiennych losowych, co jest jednym z aksjomatow klasycznej teorii prawdopodobienstwa (aksjo-
maty Kolmogorowa). Lamanie nieréwnosci Bella w mechanice kwantowej pokazuje ze teoria ta nie
spetnia aksjomatow Kolmogorowa - jest niekolmogorowska.

Teleportacja

Zalozmy ze strony A i B wspoldzielg stan czysty splatany dwoch qubitow reprezentowany przez
wektor % (]00) 4 |11)) i dodatkowo A posiada qubit w pewnym stanie « |0) + G |1). A wykonuje na
posiadanych dwoch qubitach pomiar taczny w bazie magicznej:

1

75 (100) + [11)
1

5 (100) = 11)
1

5 (101 + [10)
L gory - 10y

&

Z réwnymi prawdopodobieristwami, po pomiarze stanem qubitu posiadanego przez B bedzie:

al0) + G 11)
al0) = 3[1)
all) +310)
all) = 310)

A informuje o swoim wyniku B (przesylajac 2 bity), ktory stosujac stosowna operacje unitarna
przeksztalca stan swojego qubitu do stanu posiadanego poczatkowo przez A. Wspoldzielony stan
splatany zostal zniszczony, a A posiada teraz dwa qubity w stanie czystym reprezentowanym przez
jeden z wektoréw bazy magicznej. Do przestania jednego qubitu musimy zuzy¢ dwa bity i jedna pare
w stanie maksymalnie splatanym.

CWICZENIE 34 Pokaz, Ze stany z bazy magicznej dwdch qubitéw mozna przeksztalcaé na siebie za
pomocq lokalnej transformacyi unitarnej.

CWICZENIE 35 Jak wygledajg wektory bazy magicznej dwdch qutritéw? W jaki sposéb teleportowad
stan qutritu przy pomocy stanu czystego o wektorze z bazy magicznej dwdch quiritow?

CWICZENIE 36 Jak teleportowad stan qutritu za pomocq dwdch par splgtanych qubitow?

Jezeli sprobujemy teleportowaé¢ stan uzywajac pary w stanie czystym, niemaksymalnie splatanym,
to dostaniemy niemozliwy do skorygowania blad transmis;ji.
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CWICZENIE 37 Niech nadawca i odbiorca dzielg pare w stanie czystym |00) + 6 |11), gdzie o > 5.
Skonstruuj POVM, ktory z maksymalnym prawdopodobieristwem doprowadzi stan (nieunormowa-
ny) po pomiarze oy |00) + B0 11)) do postaci stanu wyjsciowego dla teleportacji idealnej: (a|00) +
I} |11>)/\/§ lle wynosi te prawdopodobienistwo? Wykonaj to samo dla pozostatych standw po pomiarze.
Jakie jest prawdopodobienstwo catkowite poprawnej teleportacji?

Miary i kryteria splatania

LOCC Klasa operacji LOCC to operacje na stanach uktadu zlozonego, w ktorych mozemy uzywaé
operacji lokalnych i klasycznej komunikacji. Operacje, ktora wykonamy na lokalnym poduktadzie
mozemy uzaleznia¢ od wyniku pomiaru wykonanego na drugim poduktladzie, i na odwrot. Mozemy
w ten sposob sekwencyjnie przesytac sobie wyniki lokalnych pomiaréw i uzaleznia¢ od otrzymanych
wartosci operacje wykonywane przez nas na stanie. Jest trudna w charakteryzacji. Kazda dobrze okre-
Slona miara splatania powinna by¢ monotoniczna ze wzgledu na operacji LOCC, tzn. po wykonaniu
dowolnej takiej operacji na stanie, miara splatania stanu nie moze wzrosnac.

Destylacja i tworzenie splatania Zalozmy, ze istnieje protokol dystylacji (operacja LOCC),
pozwalajacy z N kopii stanéw niemaksymalnie splatanych stworzy¢ M kopii stané6w maksymalnie
splatanych:

N Distion, <|OO>+|11>> e (27)

Formation

Dla danego N zmaksymalizujmy stosunek M /N po wszystkich mozliwych prokolach, a nastepnie
przejdzmy z N — oo. Otrzymana liczba jest miara ,,jakosci“ (z punktu widzenia zastosowari) splatania
stanu wejSciowego, nazywana entanglement of distilation (EOD).

7 drugiej strony mozemy zapytac ile M par stané6w maksymalnie splatanych be stworzy¢ N kopii sta-
nu. Minimalizujemy stosunek M /N po wszystkich protokotach i przechodzimy z N — oo. Otrzymang
liczbe nazywamy entanglement of formation (EOF):

Dla dwuczastkowego stanu czystego, EOF jest réwne EOD i obie miary sg rowne entropii von Neu-
manna (entropia Shannona na widmie macierzy gestosci) §ladu czesciowego stanu. Jest to jedyna
poprawnie zdefiniowana miara splatania dla stanéw czystych. Dla stanéw mieszanych nie ma jed-
noznacznie zdefiniowanej miary splatania, a EOD < EOF. Istnieja stany splatane, z ktérych nie
da sie wydestylowac¢ stanow czystych maksymalnie splatanych. Takie slgtanie nazywamy splgtaniem
zwigzanym (bound entanglement).

W szczegdlnym przypadku dwoch qubitéw istnieje wzor na EOF stanu. Zdefiniujmy dla stanu wiel-
kos¢ concurrence wzorem: C(p) = max{0,2\,q — 1}, gdzie A4, 0znacza maksymalng wartosé

wlasna macierzy hermitowskiej: \/\/ﬁ(ay ® oy)p*(0y ® 0y),/p. Liczba ta jest dla wszystkich stanow
w przedziale [0, 1]. Oznacza to, ze para liczb:

1+1-C(p)?2 1-/1-C(p)>
2 ’ 2

(28)
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jest rozktadem prawdopodobieristwa. EOF stanu p to entropia Shannona tego rozktadu:

EOF:HmlogHm+l_mlgl_m o
2 2 2 082 5 .

2

Inng miarg splatania jest negativity: N'(p) = 2(||p"|l1 — 1) (gdzie || - || — norma sladowa i p"
— p po czeSciowe] transpozycji) oraz logarithmic negalivity: EN(p) = logy||p']|1. Ta ostatnia jest
ograniczeniem dolnym na EOD.

Kryterium czeSciowej transpozycji Jezeli stan jest separowalny, to jego czeSciowa transpozycja
(I ®T)p jest potdodatnio okreslona. Stany wykrywane przez czeSciowa transpozycje nazywamy NPT
(negative partial transposition).

CWICZENIE 38 Pokaz, ze kryterium czesciowej transpozycji wykrywa wszystkie czyste stany splg-
tane.

W wymiarach 2 x 2, 2 x 3, 3 X 2 czeSciowa transpozycja wykrywa wszystkie stany splatane. W
wyzszych wymiarach istnieja stany splatane (mieszane) o dodatniej czesciowej transpozycji (PPT).

CWICZENIE 39 Znajdé podzbior standw separowalnych w sympleksie standw diagonalnych w bazie
magicznej dwdch gbitow.

Splatanie PPT Stany splatane PPT (o dodatniej czesciowe] traspozycji) spotkamy juz dla dwoch
qutritow. Mozna skonstruowaé¢ przyktad takiego stanu za pomoca nieroszerzalnych baz produkto-
wych (UPB): Skonstruujmy na plaszczyznie R? pigciokat foremny scentrowany w 0. Do wektorow
wskazujacych na jego wierzchotki dodajmy sktadowsa z o takiej wartosci, by kazde dwa wektory od-
powiadajace niesasiednim wierzchotkom byly ortogonalne. Dostajemy uklad wektorow w R3 C C3.
Teraz rozwazmy uktad 5 wektorow w C? @ C3 D {1); ® 1)9;}. Zauwazmy, ze nie istnieje wektor pro-
duktowy do nich prostopadtly, zatem dopetnienie ortogonalne podprzestrzeni przez nie napinanej
jest 4-wymiarowa podprzestrzenia nie zawierajacg niezerowego wektora produktowego =- unormo-
wany projektor na te podprzestrzen jest stanem splatanym. Stan ten nie zmienia sie pod dzialaniem
czesciowej transpozycji, zatem jest stanem splatanym PPT.

Operacje LOCC zachowuja dodatnios$¢ cze$ciowej transpozycji. Wniosek - ze stanu splatanego PPT
nie mozna wydestylowa¢ zadnych par maksymalnie splatanych. Splatanie stanu PPT jest splgtaniem
zwigzanym. Zachodzg nastepujace zwigzki:
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Kryterium odwzorowan dodatnich Kryterium czesciowej transpozycji jest waznym, ale szcze-
gbélnym przypadkiem kryterium odwzorowan dodatnich.

Jezeli A jest odwzorowaniem dodatnim, to dla stanu produktowego p ® o, (I ® A)(p @ o) tez jest
operatorem dodatnim. Wtasnosé ta zachodzi zatem dla wszystkich stanéw separowalnych. Wiemy,
ze jezeli A nie jest kompletnie dodatnie, to (I ® A) nie jest dodatnie, czyli w dzialaniu na jakis stan
da operator niedodatni. W ten sposob wykrywa splatanie stanu. Twierdzenie Horodeckich moéwi, ze
dla kazdego stanu splatanego istnieje odwzorowanie dodatnie ktére go wykrywa.

Potrafimy stwierdzaé splatanie stanu, jezeli znamy wszystkie odwzorowania dodatnie. Jest to trudne
zadanie. Przyktadem takiego odwzorowania jest transpozycja. Dla wymiaréow podukltadéw 2 x 2 i
2 x 3 transpozycja jest (z doktadnoscia do ztozenia z odwzorowaniem kompletnie dodatnim i dodania
odwzorowania kompletnie dodatniego) jedynym odwzorowaniem nie kompletnie dodatnim:

O:BCH) = B(CH).  didy < 6= ((I) EP — B(p) = Ap"Al + ZBmBJ) (30)

Przykladem odwzorowania dodatniego, ale nie kopletnie dodatniego i nie powstajacego z transpozycji,
jest odwzorowanie Choi, ktore definiujemy w bazie standardowe;j:

CH(lei) (ei]) = leq) (ei] + [eisa) (eital
CH(|e;) (ej]) = —les) (e, dlai # j (31)

Odwzorowanie to jest w stanie wykrywaé stany splatane PPT.

CWICZENIE 40 Dla odwzorowania Choi znajdé odwzorowanie dualne

Kryterium realignmentu Innym waznym kryterium wykrywania splatania jest kryterium reali-
gnemntu lub normy krzyzowej (crossnorm). Kryterium to polega na skonstruowaniu nowej macierzy:
R(p)ijxi = pirji- Obliczamy norme $ladowa tej macierzy (sume jej wartosci singularnych). Nie powin-
na ona przekroczy¢ 1 dla stanu separowalnego. Rownowaznie, obliczamy sume pierwiastkéw wartosci
wlasnych macierzy Gramma blokéw macierzy gestosci.
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Dowdéd: Latwo sprawdzié, ze dla stanu separowalnego czystego norma wynosi 1. Norma jest funkcjo-
natem wypuklym (nieréwnosé trojkata), zatem na stanie mieszanym separowalnym norma powinna
by¢ <10

CWICZENIE 41 Dla dwuparametrowej rodziny operatoréw o $ladzie réwnym 1:

1 1 1
R ! ! (32
P =31 +a+0) "
a .
. b
1 1 1]

Narysuj na ptaszczyznie ab obszary:

1. stanow
stanow NPT
stanow wykrywanych przez odwzorowanie Chot

stanow wykrywanych przez odwzorowanie Chot dualne

stanow wykrywanych przez kryterium realignmentu

Pokazalismy, ze jezeli a < 1 lub b < 1, to stan jest splatany. W tej rodzinie mozemy pokazaé, ze
pozostale stany (gdy a > 11 b > 1) sa separowalne. Podzialajmy na stan p operacja D ® D*, gdzie
D jest macierza unitarng diagonalna:

ei(z)O

D= . eit ¢ (33)
. . ez 2

a nastepnie wycaltkujmy to wyrazenie po katach ¢q, ¢1, ¢o. Oznaczmy taka operacje na stanie p jako
P:
0(p) = [ D@ D*p(D @ D) deoderden (34)

Odwzorowanie takie zachowuje bez zmian wartosci na diagonali i wyrazy pozadiagonalne w miejscach
gdzie we wzorze (32) znajduja sie 1, a pozostale wartosci zeruje (jest zatem projektorem). Co wiecej,
dla separowalnego p, ®(p) bedzie separowalne. Zauwazmy, ze stan (32) powstaje poprzez dzialanie
odwzorowania ® ze stanu, w ktorym w miejsce zer wstawimy jedynki, a taki stan (jako suma macierzy
diagonalnej i projektora na wektor produktowy) jest separowalny.

Swiadkowie splatania
Mozemy przypisa¢ odwzorowaniu A : B(C%) — B(C%) obserwable W € B(C™ ® C%) za pomoca
WZzoru:

W= (o, © A) W) (¥, (35)
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gdzie ¥ = \/%TI(ZZ- |i7))). Odwzorowanie to przeprowadza odwzorowania kompletnie dodatnie w opera-
tory dodatnie, a odwzorowania dodatnie w operatory dodatnie na wektorach produktowych. Odwzo-
rowania dodatnie ale nie kompletnie dodatnie przechodza na tzw. Swiadkow splgtania - obserwable
ktorych wartosé srednia jest nieujemna na stanach separowalnych, ale ujemna w pewnych stanach
splatanych. Do wykrycia wszystkich stanéw wykrywanych przez A potrzebujemy calej orbity swiad-
kéw pod dzialaniem grupy lokalnych operacji unitarnych.

Powyzsze odwzorowanie jest odwracalne i nosi nazwe izomorfizmu Jamiotkowskiego.

CWICZENIE 42 Pokaz, ze nieréwnosé CHSH mozna zapisaé jako wartosé oczekiwang pewnego swiad-
ka splgtania.

CWICZENIE 43 Znajds swiadkéw odpowiadajgcych odwzorowaniom Choi i Choi dualne.

Jezeli odwzorowanie ® wykrywa pewien stan p, to w ogélnosci $wiadek odpowiadajacy odwzorowaniu
nie bedzie wykrywal tego stanu. Swiadka wykrywajacy stan znajdujemy w nastepujacy sposob: jezeli
(I ® ®)p # 0, to macierz ta posiada ujemna wartos¢ wlasng. Wezmy wektor ¢ z odpowiadajacej jej
podprzestrzeni wiasnej. Mamy: (¢| (I ® ®)p|p) = (Py|(I @ ®)p) ¢ < 0. Za $wiadka nalezy wzigé
W =1® ®#P,, gdzie ®* oznacza sprzezenie w przestrzeni operatorow.

Swiadek jest obserwabla w przestrzeni ukladu ztozonego z dwoch odseparowanych przestrzennie po-
duktadow. Zeby go zmierzy¢, nalezo roztozyé go na sume iloczynéw tensorowych obserwabli lokalnych.
Pomiar $wiadka odbywa sie tak jak pomiar nieréwnosci CHSH (ktora jest szczegélnym przypadkiem
$wiadka splatania).

CWICZENIE 44 Dla swiadka odpowiadajgcego odwzorowaniu Choi, znajds rozktad na sume iloczy-
now tensorowych obserwabli lokalnych.

Zbioér stanéw w wyzszych wymiarach i kula Gurvitsa

Zbior stanow qubitu jest kula o promieniu 1/v/2 wokét stanu maksymalnie mieszanego. Kula opisana
na zbiorze stanéw ma promiei /(d — 1)/d, a kula wpisana ma promien 1/4/d(d — 1). W wymiarze 2
kule te sie pokrywaja i zbior stanow jest kula. W wyzszych wymiarach jego brzeg przebiega pomiedzy
sferami. Mozna udowodnié¢, ze kula wpisana w zbior stanow zawiera tylko stany separowalne. Kula
ta nazywa sie kulg Gurvitsa. Kazda kula o wiekszym promieniu wokot stanu maksymalnie splatanego
bedzie zawieraé¢ juz stany splatane.
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