
Zbiory wypukªe

Podzbiór przestrzeni a�nicznej nazywamy wypukªym, je»eli dowolny odcinek o ko«cach w tym zbio-
rze, w caªo±ci si¦ w nim zawiera. Punktami ekstremalnymi zbioru wypukªego nazywamy punkty,
które nie mog¡ by¢ przedstawione jako punkty wewn¦trzne pewnego odcinka o ko«cach w zbiorze.

Zwarty zbiór wypukªy jest otoczk¡ wypukª¡ zbioru swoich punktów ekstremalnych (tw. Kreina
Milamana), tzn. ka»dy jego punkt da si¦ wyrazi¢ jako kombinacja wypukªa punktów ekstremalnych.
Tw. Caratheodory'ego mówi, »e maksymalna liczba skªadników rozkªadu jest o jeden wi¦ksza od
wymiaru przestrzeni a�nicznej zawieraj¡cej zbiór.

Zbióry stanów kwantowych i klasycznych

Klasycznie, je»eli mamy sko«czon¡ σ algebr¦ zbiorów, to dowoln¡ miar¦ probabilistyczn¡ mo»emy
przestawi¢ jako wektor |p〉 jej warto±ci na zdarzeniach elementarnych, o dodatnich skªadowych su-
muj¡cych si¦ do 1. Zbiorem stanów jest n − 1 wymiarowy sympleks ∆n−1 = {(p1, . . . , pn) ∈ Rn

+ :∑
i pi = 1}. Punktami ekstremalnymi zbioru stanów s¡ stany czyste, przyjmuj¡ce dla pewnego zda-

rzenia elementarnego warto±¢ 1.

W mechanice kwantowej stany s¡ reprezentowane przez macierze dodatnio póªokre±lone o ±ladzie
równym 1 (macierze g¦sto±ci). Punktami ekstremalnymi zbioru stanów s¡ stany o rz¦dzie jeden, czyli
projektory na wektory w przestrzeni Hilberta (precyzyjniej - na jednowymiarowe podprzestrzenie).
Jednemu stanowi czystemu odpowiada zbiór wektorów w przestrzeni Hilberta ró»ni¡cych si¦ o faz¦.
Zbiór stanów czystych jest zatem zespolon¡ przestrzeni¡ rzutow¡ CP d−1.

Ka»dy maksymalny komutuj¡cy podzbiór stanów kwantowych jest liniowo izomor�czny ze zbio-
rem stanów klasycznych.

Zbiór stanów qbitu

Stany kwantowe ukªadu dwupoziomowego reprezentowane s¡ przez póªdodatnio okre±lone macierze
hermitowskie 2× 2 o ±ladzie równym 1. Ka»d¡ tak¡ macierz mo»na zapisa¢ jako:

ρ =
1
2

[
1 + z x− iy
x+ iy 1− z

]
. (1)

Warunek póªdodatniej okre±lono±ci wyra»a si¦ jako x2 + y2 + z2 ¬ 1 - dostajemy równanie kuli.
Kula ta nazywa si¦ kul¡ Blocha. Na brzegu kuli (na sferze Blocha) le»¡ stany o rz¦dzie 1 - stany
czyste. Operator hermitowski o ±ladzie 1 i o rz¦dzie 1 jest projektorem na 1-wymiarow¡ podprzestrze«
napinan¡ przez pewien wektor ψ. Je»eli wektor ψ jest unormowany, mo»na zapisa¢ projektor jako
|ψ〉 〈ψ|. Wektor ten nazywany wektorem stanu, jest okre±lony z dokªadno±ci¡ do fazy.

Zbiorem wektorów stanu jest sfera S3. Zbiorem stanów czystych jest sfera S2. Ka»demu stanowi
czystemu odpowiada zbiór wektorów stanu ró»ni¡cych si¦ o faz¦ - sfera S1. Sfera S3 jest zatem wi¡zk¡
nad przestrzeni¡ bazow¡ S2 z wªóknem S1:

S3 S1

−−−−→ S2 (2)
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Nazywa si¦ ona pierwszym rozwªóknieniem Hopfa. Nie jest to wi¡zka trywialna (S3 6= S1 × S2).
Udowadniamy to, pokazuj¡c »e nie istnieje globalne rzutowanie na S1, czyli nie da si¦ w sposób
ci¡gªy na caªej sferze Blocha ka»demu punktowi przypisa¢ �wektora o kanonicznej fazie� i �odchylenia
od kanonicznej fazy�.

�wiczenie 1 Wprowad¹ na sferze Blocha ukªad wspóªrz¦dnych sferycznych θ, φ. Poka», »e punktowi
na sferze Blocha nie mo»na w sposób ci¡gªy przypisa¢ wektora stanu.

�wiczenie 2 Udowodnij wªasno±¢ cykliczno±ci ±ladu

Przestrze« macierzy nad C jest wyposa»ona w naturalny iloczyn skalarny (Hilberta-Schmidta):

〈A|B〉HS = TrA†B (3)

�wiczenie 3 Poka», »e iloczyn HS jest niezmienniczy na dziaªanie grupy unitarnej.

Wniosek: Norma HS macierzy hermitowskiej jest norm¡ euklidesow¡ na jej spektrum.

�wiczenie 4 Poka», »e iloczyn HS dwóch macierzy g¦sto±ci o wspóªrz¦dnych w kuli Blocha ~r1 =
[x1, y1, z1], ~r2 = [x2, y2, z2] wynosi 1

2 + 1
2~r1 · ~r2.

�wiczenie 5 Poka», »e para projektorów na ortogonalne podprzestrzenie odpowiada parze antypo-
dycznych punktów na sferze Blocha.

Rozkªad spektralny macierzy hermitowskiej polega na znalezieniu jej rozkªadu na kombinacj¦ linio-
w¡ projektorów na ortogonalne podprzestrzenie. W przypadku macierzy póªdodatnio okre±lonej o
±ladzie jednostkowym b¦dzie to kombinacja wypukªa. Gra�cznie, rozkªad spektralny w kuli Blocha
oznacza znalezienie ±rednicy przechodz¡cej przez dany punkt, jej punktów wspólnych ze sfer¡ Blocha,
oraz wspóªczynników kombinacji. Rozkªad jest jednoznaczny dla wszystkich punktów z wyj¡tkiem
punktu w ±rodku, który jest proporcjonalny do identyczno±ci i ma tak¡ sam¡ posta¢ w ka»dej bazie
ortonormalnej.

Zauwa»my, »e je»eli zrezygnujemy z warunku ortogonalno±ci projektorów w rozkªadzie, dowolna ma-
cierz g¦sto±ci mo»e by¢ przedstawiona na niesko«czenie wiele sposobów jako kombinacje dwóch pro-
jektorów - przez punkt w kuli mo»na przeprowadzi¢ niesko«czenie wiele ci¦ciw. Ogólniej:

�wiczenie 6 Poka», »e je»eli macierz g¦sto±ci ma dwa przedstawienia: ρ =
∑
i αi |φi〉 〈φi| =∑

i βi |ψi〉 〈ψi|, to
√
βiψi =

∑
j aji
√
αiφj, a wyrazy aji tworz¡ macierz prostok¡tn¡ A o wªasno±ci

A · A† = I.

�wiczenie 7 Poka», »e w wy»szych wymiarach przestrzeni Hilberta, kula opisana na zbiorze stanów

ma promie«
√

(d− 1)/d, a kula wpisana ma promie« 1/
√
d(d− 1).

Je»eli H jest macierz¡ diagonaln¡, rozwi¡zaniem równania Schrödingera

i~∂tΨ = HΨ (4)

jest

Ψ(t) = exp(− i
~
Ht)Ψ(0) =

[
exp(− i

~E0t)Ψ0(0)
exp(− i

~E1t)Ψ1(0)

]
. (5)

Odpowiada to jednostajnemu obracaniu si¦ kuli Blocha wokóª osi z. W przypadku ogólnego H, b¦dzie
to obrót wokóª ±rednicy kuli Blocha napinanej przez projektory na wektory wªasne H.
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Ukªady zªo»one

�¡czna σ-algebra dwóch zdarze« jest iloczynem kartezja«skim σ-algebr, spo±ród wszystkich rozkªa-
dów ª¡cznych wyró»niamy rozkªady niezale»ne dane przez iloczyn p1 × p2 rozkªadów brzegowych:
p1 =

∑
j pij, p2 =

∑
i pij.

Przestrze« Hilberta ukªadu zªo»onego jest iloczynem tensorowym przestrzeni Hilberta podukªadów.

Rozkªady brzegowe (stany podukªadów) uzyskujemy bior¡c ±lady cz¦±ciowe:

[ρA]ij =
∑
k

ρik,jk macierz ±ladów bloków (6)

[ρB]ij =
∑
k

ρki,kj suma bloków diagonalnych. (7)

Je»eli ukªady s¡ od siebie niezale»ne, stanem caªo±ci jest iloczyn tensorowy stanów podukªadów:
ρ = ρA ⊗ ρB.

Rozkªad Schmidta Przeprowad¹my operacj¦ odwrotn¡ do stogowania. Wektor Ψ w Cd1 ⊗ Cd2

mo»na zapisa¢ jako macierz A rozmiaru d2 × d1 Do tej macierzy mo»emy zastosowa¢ twierdzenie o
rozkªadzie singularnym:

A = UΛV †, (8)

gdzie U i V s¡ unitarne, a Λ jest dodatnia i diagonalna (w ogólno±ci prostok¡tna). Innymi sªowy:

A =
∑
i

λi |ui〉 〈vi| , (9)

dla ortonormalnych zbiorów {ui} ∈ Cd2 i {vi} ∈ Cd1 . Zatem wektor Ψ mo»na zapisa¢ jako
∑
i λivi⊗ui.

Udowodnili±my w ten sposób twierdzenie o rozkªadzie Schmidta. Liczby λi nazywamy wspóªczynni-
kami Schmidta wektora Ψ.

Uwaga: Nie istnieje prosty odpowiednik rozkªadu Schmidta dla stanu ukªadu zªo»onego z wi¦cej ni»
dwóch podukªadów.

Stany separowalne i spl¡tane Je»eli wektor Ψ jest wektorem produktowym, to stan |Ψ〉 〈Ψ| na-
zywamy stanem czystym separowalnym. Stan czysty, który nie jest separowalny nazywamy stanem
spl¡tanym. W przypadku stanów mieszanych, stan jest separowalny je»eli da si¦ rozªo»y¢ na kombi-
nacje wypukª¡ stanów czystych separowalnych. Je»eli jest to niemo»liwe, stan jest stanem spl¡tanym.
De�nicja stosuje si¦ do dowolnej liczby podukªadów. Zagadnienie stwierdzenia separowalno±ci stanu
jest zadaniem trudnym, po±wi¦cimy mu troch¦ uwagi w dalszych cz¦±ciach wykªadu.

�lad cz¦±ciowy stanu czystego Bior¡c ±lady cz¦±ciowe wektora Ψ o rozkªadzie Schmidta
∑
i λivi⊗

ui dostaniemy: ρ1 =
∑
i λ

2
i |vi〉 〈vi| i ρ1 = λ2

i

∑
i |ui〉 〈ui|. Mimo »e mamy maksymaln¡ informacj¦ o

stanie caªo±ci (stan czysty), nie mamy peªnej informacji o podukªadach (s¡ w stanach mieszanych).
Tego zjawiska nie ma w teorii komutatywnej.

�wiczenie 8 Znajd¹ operator iloczynu skalarnego dwóch spinów: S(1) · S(2) = S(1)
x ⊗ S(2)

x + S(1)
y ⊗

S(2)
y + S(1)

z ⊗ S(2)
z

�wiczenie 9 Znajd¹ propagator dla ukªadu dwóch spinów 1
2 pod dziaªaniem Hamiltonianu gB ·

S(1)
z + gB · S(2)

z + JS(1) · S(2). Znajd¹ równanie na ewolucj¦ macierzy g¦sto±ci jednego spinu.
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Pomiary projektywne

Pomiar projektywny funkcji mierzalnej f to odwzorowanie zbioru wyników pomiaru w zbiór pro-
jektorów (funkcji charakterystycznych) {χAi} dla pewnego rozkªadu przestrzeni probabilistycznej na
rozª¡czne podzbiory nale»¡ce do σ-algebry generowanej przez f (f -mierzalne). Prawdopodobie«stwo
otrzymania i-tego wyniku wynosi pi = 〈1|χAi |p〉. Stanem po pomiarze jest χAip〉/〈1|χAi |p〉.

Kwantowo, pomiar projektywny obserwabli F to odwzorowanie zbioru wyników pomiaru w roz-
kªad operatora identyczno±ciowego IH w zbiór projektorów {Pi} komutuj¡cych z F . Podprzestrze-
nie, na które rzutuj¡ projektory musz¡ by¢ sumami podprzestrzeni niezmienniczych F (warunek
F -mierzalno±ci projektorów, w ogólno±ci s¡ to caªki rozª¡cznych podzbiorów rozbicia widma opera-
tora po jego mierze spektralnej). Prawdopodobie«stwo otrzymania i-tego wyniku wynosi Tr(ρPi), a
stan po pomiarze: PiρPi/Tr(ρPi).

Kwantowy pomiar projektywny skª¡da si¦ z dwóch etapów: pomiaru nieinformuj¡cego i klasycznego
pomiaru informuj¡cego.

W przypadku qbitu, Pomiar nieinformuj¡cy obserwabli o projektorach P1, P2 w rozkªadzie spektral-
nym odpowiada rzutowi stanu na ±rednic¦ napinan¡ przez P1 i P2. Je»eli pomiar jest informuj¡cy,
nast¦puje kolaps do P1 albo P2 z prawdopodobie«stwami proporcjonalnymi do dªugo±ci odcinków w
rozkªadzie.

P1

P2

1
2I

ρ

ρn−inf

p1

p2

Rysunek 1: Pomiar projektywny nieinformuj¡cy (rzutowanie na ±rednic¦) i informuj¡cy (kolaps) w
sferze Blocha. Pªaszczyzn¦ rysunku wyznaczaj¡ projektory pomiaru i mierzony stan.
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Zasada nieoznaczono±ci

Konsekwencj¡ niekomutowania obserwabli jest zasada nieoznaczono±ci. Je»eli nieoznaczono±¢ pewnej
obserwabli w pewnym stanie jest 0, musi to by¢ kombinacja jej stanów wªasnych. Dla ka»dej innej
obserwabli, która z ni¡ nie komutuje, nie b¦dzie to stan wªasny i nieoznaczono±¢ nie b¦dzie wynosiªa
0.

W teorio-informacyjnym podej±ciu nieoznaczono±¢ pomiaru dla pary obserwabli A,B wyra»amy jako
sum¦ entropii rozkªadów wyników pomiarów obu obserwabli w danym stanie. Mo»e ona zale»e¢ tylko
od relacji mi¦dzy bazami wªasnymi obserwabli. Mamy nast¦puj¡ce:

Twierdzenie (Maasen - U�nk): Niech p i q b¦d¡ rozkªadami prawdopodobie«stwa wyników
pomiarów obserwabli A i B w pewnym stanie ρ. Suma ich entropii jest ograniczona z doªu przez
wielko±¢ niezale»n¡ od stanu:

H(p) +H(q)  − log max
j,k
|〈aj|bk〉|2, (10)

gdzie {ak}, {bk} s¡ wektorami wªasnymi odpowiednio obserwabli A i B.

Zauwa»my, »e wystarczy jeden wspólny wektor wªasny by mo»na byªo by¢ pewnym wyniku obu
obserwabli na raz.

�wiczenie 10 Niech A i B b¦d¡ obserwablami w C2, a β niech b¦dzie k¡tem pomi¦dzy ±rednicami
kuli Blocha reprezentuj¡cymi ich rozkªady spektralne.

� Znajd¹ ograniczenie dolne sumy entropii rozkªadów prawdopodobie«stwa wyników pomiarów ob-
serwabli.

� Znajd¹ sum¦ entropii rozkªadów prawdopodobie«stwa wyników pomiarów obserwabli dla danego
stanu i znajd¹ jej miminum.

� Poka», »e minimum jest wi¦ksze od ograniczenia dolnego.
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import numpy as np

from scipy.optimize import minimize

def H(p):

""" binary Shannon entropy of prob. distr. {p,1-p}"""

res = -(p*np.log(p)+(1-p)*np.log(1-p))/np.log (2)

res = res * (p < 1) * (p > 0) + 0 * (p == 0) + 0 * (p == 1) # to handle 0log0

return res

def sum_of_uncertainties(beta ,alpha ):

""" For two projective measurements of Bloch coordinates:

{[sin(beta/2),0,cos(beta /2)], [-sin(beta/2),0,-cos(beta /2)]}

{[-sin(beta/2),0,cos(beta /2)], [sin(beta/2),0,-cos(beta /2)]}

and state: [sin(alpha),0,cos(alpha )]

calculates H(p) + H(q), where p and q are prob. distr. of first and second PM respectively

"""

return H((1+np.cos(beta/2-alpha ))/2) + H((1+np.cos(beta /2+ alpha ))/2)

@np.vectorize

def alpha_opt(beta):

""" For given beta (parameter describing non -commutativity of PMs), returns value of alpha

(state parameter) minimising the function sum_of_uncertainties """

f = lambda alpha: sum_of_uncertainties(beta , alpha)

res = min(( minimize(f, np.random.rand ()*np.pi/2) for _ in range (5)), key = lambda res: res.fun)

res = np.abs(res.x) % np.pi

if res > np.pi/2: res = np.pi - res

return res

import matplotlib.pyplot as plt

beta = np.linspace(0,np.pi ,101) # range of beta

aa = alpha_opt(beta) # corresponding optimal alphas

# plot optimal alpha in function of beta

plt.plot(beta ,aa,'.', label = r'optimal angle $\alpha$ ')

plt.legend ()

plt.xlabel(r'$\beta$')

plt.show()

# plot minimal sum_of_uncertainties in comparison to Maasen -Uffink bound.

plt.plot(beta ,sum_of_uncertainties(beta ,aa),label=r'sum of uncertainties for optimal $\alpha$ ')

plt.plot(beta ,-np.log(np.maximum(np.cos(beta /2)**2 ,np.sin(beta /2)**2))/ np.log(2),

label='Maasen -Uffink lower bound')

plt.legend ()

plt.xlabel(r'$\beta$')

plt.show()
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MUBs

Dwie bazy {ei} i {fi} przestrzeni Cd nazywamy unbiased, je»eli ∀i, j| 〈i|j〉 |2 = 1
d
. Zbiór baz para-

mi unbiased nazywamy mutually unbiased bases. Zbiór ten mo»e zawiera¢ maksymalnie d + 1 baz.
Potra�my skonstruowa¢ takie zbiory gdy d jest pot¦g¡ liczby pierwszej.

W przypadku, gdy d jest liczb¡ pierwsz¡, konstrukcja przebiega nast¦puj¡co: Za pomoc¡ macierzy:

X =


1

1
. . .

1

 , Z =


1

ω
. . .

ωd−1


wyznaczamy macierze XαZβ reprezentacji projektywnej grupy Weyla. Jest ich d2, a w±ród nich jest
oczywi±cie Id. Dla pozostaªych d2− 1 macierzy wyznaczamy bazy wªasne. Okazuje si¦, »e jest (d+ 1)
baz, a ka»da jest baz¡ wªasn¡ dla (d− 1) macierzy. (Id) jest diagonalne w ka»dej z nich.

W d = 3 konstrukcja ta przebiega nast¦puj¡co:

β = 0 β = 1 β = 2

α = 0

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


 1 0 0

0 ω 0
0 0 ω∗


 1 0 0

0 ω∗ 0
0 0 ω



α = 1

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


 0 1 0

0 0 ω
ω∗ 0 0


 0 1 0

0 0 ω∗

ω 0 0



α = 2

 0 0 1
1 0 0
0 1 0


 0 0 1
ω 0 0
0 ω∗ 0


 0 0 1
ω∗ 0 0
0 ω 0



• baza:


 1

0
0

 ,
 0

1
0

 ,
 0

0
1




• baza:


 1

1
1

 ,
 1
ω
ω∗

 ,
 1
ω∗

ω




• baza:


 ω∗

1
1

 ,
 1
ω∗

1

 ,
 1

1
ω∗




• baza:


 ω

1
1

 ,
 1
ω
1

 ,
 1

1
ω




Poniewa» d jest liczb¡ pierwsz¡, projektywn¡ reprezentacj¦ macierzow¡ grupy Weyla mo»emy trakto-
wa¢ jako dwuwymiarow¡ przestrze« liniow¡ nad ciaªem Zd, czyli Z2

d. Okazuje si¦, »e elementy Xα1Zβ1

i Xα2Zβ2 komutuj¡ (z dokªadno±ci¡ do fazy), wtedy i tylko wtedy, gdy α1β2 − α2β1 = 0 mod d tzn.
gdy le»¡ na jednej prostej. Zbiór baz wªasnych elementów jest izomor�czny ze zbiorem prostych w
Z2
d, czyli z przestrzeni¡ ZdP 1.

W przypadku qubitu konstrukcja ta prowadzi do baz wªasnych macierzy σz, σx i σy ∼ σxσz. W kuli
Blocha bazy te to pary projektorów le»¡cych na osiach ukªadu wspóªrz¦dnych:
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z

x

y

W d = 2, mierz¡c obserwable, których bazami wªasnymi s¡ kolejne bazy ze zbioru MUB, otrzymujemy
trzy warto±ci oczekiwane, które s¡ równe wspóªrz¦dnym x, y, i z w kuli Blocha mierzonego stanu.

W wy»szych wymiarach jest podobnie - podprzestrzenie operatorów diagonalnych w bazach z MUB
s¡ wzajemnie do siebie ortogonalne, wi¦c ka»dy stan rzutuje si¦ ortogonalnie na te (d + 1) pod-
przestrzeni. Prawodpodobie«stwa ró»nych wyników pomiaru projektywnego w danej bazie pozwala
zrekonstruowa¢ warto±¢ rzutu na dan¡ podprzestrze«.

Random access codes

Niech naszym zadaniem b¦dzie zakodowanie warto±ci trzech bitów w jednym qubicie, maksymalizu-
j¡ce prawdopodobie«stwo prawidªowego odgadni¦cia warto±ci jednego z bitów, wybieranych losowo
z równymi prawdopodobie«stwami.

warto±ci wej±ciowe bitów
x1, x2, x3

przygotowanie
- kodowanie w
stanie qbitu

wybór bitu
do odczytania

pomiar
dla x2

pomiar
dla x1

pomiar
dla x3

odczytana
warto±¢ x2

odczytana
warto±¢ x1

odczytana
warto±¢ x3

j

ρi1,i2,i3 ∈ S(C2)

i1, i2, i3

j = 2j = 1 j = 3

Klasycznie, maksymalne prawdopodobie«stwo poprawnego odgadni¦cia wynosi 2/3 (jeden bit kodo-
wany, dwa pozostaªe odgadywane losowo). W przypadku kwantowym kodujemy stan trzech bitów w
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osiem stanó÷ qubitu o wspóªrz¦dnych w kuli Blocha: [±1/
√

3,±1/
√

3,±1/
√

3]. Zale»nie od j (numer
qubitu którego warto±¢ odgadujemy) dokonujemy pomiaru projektywnego w jednej z baz MUB. Praw-
dopodobie«stwo poprawnego odczytania wybranego bitu wynosi (1 + 1/

√
3)/2 ≈ 0.7887. U»ywaj¡c

zasobów kwantowych obserwujemy polepszenie wyniku w porównaniu do przepadku klasycznego.

Kanaªy kwantowe

Odwzorowania pomi¦dzy rozkªadami prawdopodobie«stwa nazywaj¡ si¦ kanaªami informacyjnymi i
s¡ (w przypadku sko«czonych σ-algebr) reprezentowane przez macierze stochastyczne, tzn. o wyra-
zach nieujemnych i o kolumnach sumuj¡cych si¦ do 1.

Kanaªami kwantowymi s¡ odwzorowania liniowe, zachowuj¡ce dodatnio±¢ (P). Powinien by¢ speª-
niony ostrzejszy warunek: Odwzorowanie I ⊗ Λ powinno te» by¢ dodatnie dla wszystkich wymiarów
dodatkowego podukªadu. W ten sposób formuªujemy warunek kompletnej dodatnio±ci (CP), który
jest ªatwiejszy do rozwi¡zania. Twierdzenie Choi mówi, »e ka»de odwzorowanie kompletnie dodatnie
jest postaci (posta¢ Kraussa):

ρ 7→
∑
i

AiρA
†
i (11)

Dodatkowo, kanaª powinien zachowywa¢ ±lad (CPTP). Odpowiada to nast¦puj¡cemu warunkowi na
operatory Kraussa: ∑

i

A†iAi = I (12)

Mo»emy zapyta¢, kiedy dwa kanaªy w postaci Kraussa reprezentuj¡ ten sam kanaª. Przydatna okazuje
si¦ tutaj technika stogowania, czyli zapisania macierzy n×n jako wektor o n2 wspóªrz¦dnych, powstaªy
z ustawienia kolumn macierzy n jedna pod drug¡:

ρ =
∑
ij

ρij |ei〉 〈ej|
stogowanie

−−−−−−→ ~ρ =
∑
ij

ρij |ei〉 ⊗ |ej〉 (13)

Obªo»enie ρ przez A i B odpowiada nast¦puj¡cemu odwzorowaniu wektora ~ρ:

AρB−−−−−−→A⊗BT ~ρ (14)

W tej reprezentacji dziaªanie kanaªu zapisuje si¦ jako

~ρ 7→
∑
i

Ai ⊗ A∗i ~ρ (15)

Kanaª jest jednoznacznie wyznaczony przez macierz
∑
iAi⊗A∗i , »eby sprawdzi¢ czy dwie reprezentacje

Kraussa odpowiadaj¡ temu samemu kanaªowi, trzeba porówna¢ tak skonstruowane macierze.

�wiczenie 11 Pokaza¢, »e dwie reprezentacje kanaªu
∑
iAiρA

†
i oraz∑

iBiρB
†
i s¡ sobie równowa»ne ⇐⇒ Bi =

∑
j UijAj, gdzie U jest macierz¡ unitarn¡ (wykorzysta¢

fakt, »e AXB = (A⊗BT ) ~X).

Macierz
∑
iAi⊗A∗i mo»emy przepisa¢ jako

∑
i
~Ai⊗ ~A∗i , co daje wektor o n

4 wspóªrz¦dnych. Mo»emy
te» poªo»y¢ pierwszy skªadnik iloczynu, by dosta¢ macierz:

∑
i
~A†i ⊗ ~Ai =

∑
i

∣∣∣ ~Ai〉 〈 ~Ai∣∣∣. Minimaln¡

dªugo±ci¡ reprezentacji kanaªu jest rz¡d macierzy
∑
i

∣∣∣ ~Ai〉 〈 ~Ai∣∣∣. Wida¢ te», »e je»eli za ~Ai wybierze-

my wektory wªasne
∑
i

∣∣∣ ~Ai〉 〈 ~Ai∣∣∣, to dostaniemy reprezentacj¦ kanaªu ze wszystkimi macierzami Ai
ortogonalnymi w iloczynie HS.
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Kanaªy CQ i QC

Kanaª, który przeksztaªca dowoln¡ macierz g¦sto±ci w macierz diagonaln¡ w pewnej ustalonej bazie
(redukuj¡cy przypadek niekomutatywny do komutatywnego) nazywamy kanaªem kwantowo-klasycznym.

�wiczenie 12 Uzasadnij, »e kanaª kwantowo-klasyczny ma posta¢:

ρ 7→
∑
j

Tr(ρMj) |j〉 〈j| , dla
∑
j

Mj = I. (16)

Zauwa»my, »e jest to pomiar POVM - najbardziej ogólne liniowe odwzorowanie przypisuj¡ce macierzy
g¦sto±ci rozkªad prawdopodobie«stwa.

Kanaª, który przeksztaªca macierz diagonaln¡ w macierz g¦sto±ci (obci¦cie kanaªu kwantowego do
komutuj¡cej podalgebry) nazywamy kanaªem klasyczno-kwantowym:

ρ 7→
∑
i

〈i| ρ |i〉 ρi (17)

taki kanaª nazywamy przygotowaniem.

Je»eli {Mj} komutuj¡, lub je»eli {ρi} komutuj¡, to otrzymujemy kanaª klasyczno-klasyczny.

Kanaªy qubitowe

Kanaªy dla jednego qbitu s¡ reprezentowane przez odwzorowania liniowe przeksztaªcaj¡ce kul¦ Blocha
w sam¡ siebie. Jedynymi kanaªami surjektywnymi, czyli odwracalnymi s¡ obroty wokóª pewnej osi
- s¡ one reprezentowane przez obªo»enie macierzy ρ przez transformacje unitarne. Obrazem ka»dego
kanaªu b¦dzie pewna elipsoida zawarta w kuli Blocha.

�wiczenie 13 Jakie klasyczne kanaªy s¡ odwracalne?

Kolejn¡ klas¡ kanaªów, ju» nieodwracanych s¡ kanaªy random unitary, gdy obroty unitarne z pewnego
zbioru s¡ stosowane do stanu zgodnie z pewnym rozkªadem prawdopodobie«stwa.

�wiczenie 14 Znale¹¢ obraz kanaªu (bit �ip channel):

ρ 7→ pρ+ (1− p)σxρσ†x

�wiczenie 15 Jaka jest reprezentacja kanaªu który dokonuje skalowania kuli Blocha w kierunkach
x, y, pozostawiaj¡c niezmieniony kierunek z (phase �ip channel)?

�wiczenie 16 Jaka jest reprezentacja kanaªu, który jednostajnie skaluje kul¦ Blocha (depolarising
channel)?

�wiczenie 17 Niech Φ b¦dzie odwzorowaniem skaluj¡cym kul¦ Blocha w kierunkach x, y, z o czyn-
niki α, β, γ. Jakie ograniczenia na czynniki wprowadza warunek dodatnio±ci, a jakie warunek kom-
pletnej dodatnio±ci?

10



Wszystkie kanaªy random unitary s¡ unitalne (bistochastyczne). Implikacja przeciwna zachodzi tylko
dla qubitu.

Kanaª amplitude damping jest reprezentowany przez izotropowe kurczenie si¦ kuli Blocha do bieguna
póªnocnego. Je»eli ukªadem jest atom dwupoziomowy z pewnym prawdopodobie«stwem emisji fotonu
na jednostk¦ czasu, to zmiana stanu tego ukªadu w pewnym okresie czasu b¦dzie dana wªa±nie
kanaªem amplitude damping.

�wiczenie 18 Znajd¹ reprezentacj¦ Kraussa kanaªu amplitude damping. Znajd¹ przypadek ogólny
opadania na stan Gibbsa.

�wiczenie 19 Jak mo»na sparametryzowa¢ i scharakteryzowa¢ wszystkie kanaªy bitowe?

�wiczenie 20 Poka», »e zbiór kanaªów jednoqubitowych jest 12 wymiarowy. Czemu odpowiadaj¡
te wymiary? Ile wymiarów ma zbiór kanaªów unitalnych?

Pomiary uogólnione

Pomiar uogólniony funkcji mierzalnej f to odwzorowanie wyników pomiaru w zbiór funkcji nieujem-
nych {〈mi|}, f -mierzalnych, sumuj¡cych si¦ do 〈1| (czyli takie funkcje mog¡ by¢ interpretowane
jako wiersze pewnej macierzy stochastycznej). Pomiar uogólniony uwzgl¦dnia bª¡d pomiarowy - no-
±niki funkcji 〈mi| nakªadaj¡ si¦ na siebie. Prawdopodobie«stwo otrzymania i-tego wyniku wynosi
pi = 〈mi|p〉.

Dziaªanie pomiaru uogólnionego na stany jest reprezentowane przez macierze substochastyczne Ki

sumuj¡ce si¦ do macierzy stochastycznej. Stanem po pomiarze jestKi|p〉/〈1|Ki|p〉. Zachodzi zale»no±¢
〈mi| = 〈1|Ki.

Twierdzenia o podnoszeniu

Twierdzenie: Ka»d¡ macierz g¦sto±ci ukªadu d-poziomowego mo»na przedstawi¢ jako ±lad cz¦±ciowy
stanu czystego ukªadu zªo»onego. Taki stan czysty nazywa si¦ pury�kacj¡ stanu ρ.

�wiczenie 21 Jak¡ mamy swobod¦ wyboru stanów ukªadu zªo»onego, odpowiadaj¡cych danemu
stanowi podukªadu?

Twierdzenie: Ka»dy kanaª kwantowy da si¦ zapisa¢ jako ρ 7→ Tr1(Uη ⊗ ρU †).

Dowód: We¹my η = |e1〉 〈e1| i niech Uij oznacza ij-ty blok macierzy U . Wtedy Tr1(Uη ⊗ ρU †) =∑
i Ui1ρU

†
i1, zatem ma posta¢ Kraussa. By przeprowadzi¢ dowód w drug¡ stron¦, trzeba udowod-

ni¢, »e macierz, której pierwsza kolumna bloków jest zadana, mo»e zosta¢ przy pewnym zaªo»eniu
rozszerzona do macierzy unitarnej.

�wiczenie 22 Zaªó»my, »e mamy dane pierwsz¡ kolumn¦ bloków pewnej macierzy. Kiedy da si¦
dobudowa¢ brakuj¡c¡ cz¦±¢ tak, by byªa ona unitarna?

Rysunkowo, mo»emy przedstawi¢ to nast¦puj¡co:
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|0〉

ρ ε(ρ)
U

Dla tego samego U mo»emy zamieni¢ podukªady rolami. Wtedy otrzymamy tzw. kanaª komplemen-
tarny do ε.

�wiczenie 23 Poka», »e kanaª amplitude damping:

A1 =
[

1 0
0
√

1− γ

]
, A2 =

[
0
√
γ

0 0

]

mo»na zrealizowa¢ jako:

|0〉

ρ ε(ρ)

exp iθσy

gdzie γ = sin2 θ.

Pomiar uogólniony (POVM) jest dany wzorem (16), je»eli interesuje nas tylko rozkªad prawdopodo-
bie«stwa na wyj±ciu. Je»eli natomiast interesuje nas równie» to, co dzieje si¦ z ukªadem po pomiarze,
mamy:

ρ

pi=Tr
(
ρ
∑

j
X
(i)†
j X

(i)
j

)
−−−−−−−−−−−−→

∑
j X

(i)
j ρX

(i)†
j

Tr
(
ρ
∑
j X

(i)†
j X

(i)
j

) , ∑
ij

X
(i)†
j X

(i)
j = I (18)

Je»eli interesuj¡ nas tylko prawdopodobie«stwa, przechodzimy do wzoru (16) poprzez:Mi =
∑
j X

(i)†
j X

(i)
j

Twierdzenie: Ka»dy pomiar uogólniony na ρ da si¦ przedstawi¢ jako pomiar ukªadu z doª¡czonym
pewnym innym ukªadem, po pewnym czasie wspólnej ewolucji.

Dowód: Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia startujemy ze stanu |e1〉 〈e1|⊗ρ, ale baza
doª¡czonego ukªadu jest indeksowana wszystkimi parami ij. Baz¦ pomiarow¡ stanowi¡ projektory
|eij〉 〈eij|, ale po pomiarze nast¦puje �sklejenie� wyników o tym samym i.

Rysunkowo, mo»emy przedstawi¢ to nast¦puj¡co:

η

ρ
U
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Teoria POVM

SIC POVMs Istnieje d2 prostych w Cd o takim samym k¡cie pomi¦dzy prostymi w ka»dej parze.
Jest to maksymalna liczno±¢ zbioru takich linii i przypuszcza si¦ (Zauner conjecture), »e zbiór ten
istnieje dla ka»dego d. Mo»na wskaza¢ konstrukcj¦ a» do wymiaru 21 i kilku wy»szych, numerycznie
do 151 i kilku wy»szych.

Projektory na takie wektory sumuj¡ si¦ do operatora dId, a iloczyn HS parami ró»nych projektorów
jest zawsze taki sam. Dla qubitu, projektory te s¡ wierzchoªkami czworo±cianu foremnego na sferze
Blocha:

z

x

y

�wiczenie 24 Wyznacz macierze powy»szych projektorów

Odp.

[
1 0
0 0

]
1
3

[
1
√

2√
2 2

]
1
3

[
1

√
2ei

2π
3√

2ei
−2π
3 2

]
1
3

[
1

√
2e−i

2π
3√

2ei
2π
3 2

]

Projektory takie sumuj¡ si¦ do 2I2 (dId w przypadku ogólnym). Skaluj¡c je przez czynnik 1
2 , dosta-

niemy POVM nazywany SIC POVM (symmetric, informationally complete).

POVM daje cztery rezultaty, oznaczmy je jako 0, . . . , 3. Przy pomiarze macierzy g¦sto±ci ρ = 1
2(I +

xσx + yσy + zσz) otrzymamy nast¦puj¡ce cz¦sto±ci zlicze« wyników:
p0

p1

p2

p3

 =
1
4
1 +

1
12


0 0 3

2
√

2 0 −1
−
√

2
√

6 −1
−
√

2 −
√

6 −1


 x
y
z

 (19)

Zauwa»my, »e kolumny macierzy s¡ do siebie ortogonalne. Wzór ten jest izometrycznym zanurzeniem
kuli Blocha w podprzestrze« a�niczn¡ czterowymiarowych rozkªadów prawdopodobie«stwa.

�wiczenie 25 Wyznacz wzory na x, y, z.

Rozró»nianie stanów kwantowych - teoria Helstrøma Zaªó»my, »e ¹ródªo produkuje dwa
stany ρ1 i ρ2 z prawdopodobie«stwami odpowiednio p1 i p2. Naszym zadaniem jest skonstruowa¢
dwuwarto±ciowy POVM, dla którego prawdopodobie«stwo poprawnej odpowiedzi b¦dzie maksymal-
ne.

Dwuwarto±ciowy POVM jest postaci {A, I − A}, dla 0 ¬ A ¬ I. Szukamy maksimum wyra»enia
Tr(Ap1ρ1) + Tr((I −A)p2ρ2) = p2 + Tr(A(p1ρ1− p2ρ2)). Widzimy, »e A powinno by¢ projektorem na
sum¦ prost¡ podprzestrzeni wªasnych p1ρ1 − p2ρ2 odpowiadaj¡cych dodatnim warto±ciom wªasnym.
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Je»eli p1ρ1  p2ρ2, to A = I - optymalnie jest po prostu obstawia¢ 1 bez wykonywania »adnego
pomiaru.

Macierz p1ρ1 − p2ρ2 nosi nazw¦ macierzy Helstrøma. Prawdopodobie«stwo otrzymania poprawnego
wyniku:

psukces =
1
2

(1 + ||p1ρ1 − p2ρ2||1) , (20)

gdzie || · ||1 jest norm¡ ±ladow¡ - sum¡ warto±ci bezwzgl¦dnych warto±ci wªasnych.

�wiczenie 26 Wyprowad¹ wzór na prawdopodobie«stwo sukcesu rozró»nienia dwóch stanów czy-
stych wysyªanych z dowolnymi prawdopodobie«stwami, zale»ne od p1 − p2 i | 〈Ψ1|Ψ2〉 |2.

0
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�wiczenie 27 Znajd¹ POVM o trzech elementach: 1,2,? który wykrywa nieortogonalne stany (po-
jawiaj¡ce si¦ z prawdopodobie«stwami p1 i p2) bez bª¦du (tzn. je»eli wyszªa 1 lub 2, mo»emy by¢ pewni,
»e to zostaªo nadane) minimalizuj¡cego prawdopodobie«stwo �?�. Wyprowad¹ wzór na minimalne p?.

Odp.

p? =


p1 + |〈Ψ1|Ψ2〉|2p2 gdy p2|〈Ψ1|Ψ2〉|2  p1

p2 + |〈Ψ1|Ψ2〉|2p1 gdy p1|〈Ψ1|Ψ2〉|2  p2

2|〈Ψ1|Ψ2〉|
√
p1p2 w przeciwnym wypadku
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Dziaªania na polaryzacji fotonu

Fala elektromagnetyczna propaguj¡ca wzdªu» osi z mo»e mie¢ 2 polaryzacje - poziom¡ i pionow¡, a
tak»e by¢ kombinacj¡ fal podstawowych:

eiωt
[

1
0

]
− polaryzacja pozioma eiωt

[
0
1

]
− polaryzacja pionowa

eiωt
[

1
1

]
− polaryzacja 45° eiωt

[
1
−1

]
− polaryzacja - 45°

eiωt
[

1
i

]
− polaryzacja prawoskr¦tna eiωt

[
1
−i

]
− polaryzacja lewoskr¦tna

Dla polaryzacji fali nie gra roli ani amplituda fali ani jej faza globalna, zatem zbiorem mo»liwych
polaryzacji jest równie» sfera (tzw. sfera Poincaré).

y

x

z

Energia fotonu to kwadrat normy wektora pola elektrycznego. Z zasady zachowania energii wynika,
»e ka»dy element optyczny, który przeksztaªca stan fotonu zachowuj¡c jego energi¦ musi by¢ ope-
ratorem unitarnym. Podobnie operator dziaªaj¡cy na stanach dwufotonowych musi by¢ operacj¡ z
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U(4). Operacje unitarne na przestrzeni Hilberta n qubitów nazywane s¡ bramkami, w analogii do
klasycznych bramek n-bitowych.

Rozwa»a¢ b¦dziemy nast¦puj¡ce elementy optyczne:

Skr¦cenie pªaszczyzny polaryzacji o k¡t α (bramka eiασy):[
cosα sinα
− sinα cosα

]
(21)

Polaryzuj¡cy dzielnik wi¡zki, przepuszcza polaryzacj¦ poziom¡, a odbija polaryzacj¦ pionow¡. Ma-
cierz w bazie xh, xv, yh, yv


1 · · ·
· · · 1
· · 1 ·
· 1 · ·

 (22)

Jest to dwuqubitowa bramka CNOT (controlled NOT ). Qubit polaryzacji jest qubitem kontrolnym,
a qubitem kontrolowanym jest qubit drogi.

Przeanalizuj dziaªanie ukªadu z rysunku:

−φ

−θ − π/2

π/2

π

π/2

[
α
β

]

p2

1

p1

[
0
0

]
2

[
0
0

]
4

[
0
0

]
3
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[
α
β

]

0

0

0

−θ − π
2

−φ

−π

π
2

−π
2

[
α sin θ
β sinφ

]

0[
α cos θ
β cosφ

]

0

CNOT CNOT

CNOT

CNOT

CNOT



α
β
0
0
0
0
0
0


7−→



α
0
0
β
0
0
0
0


7−→



−α sin θ
α cos θ
−β sinφ
β cosφ

0
0
0
0


7−→



−α sin θ
0

−β sinφ
0
0

α cos θ
0

β cosφ


7−→



α sin θ
0
0

β sinφ
−α cos θ

0
0

β cosφ


7−→



α sin θ
β sinφ

0
0

−α cos θ
β cosφ

0
0



Ψ =
[
α
β

]
, p1 = Tr

([
cos2 θ 0

0 cos2 φ

]
|Ψ〉 〈Ψ|

)
p2 = Tr

([
sin2 θ 0

0 sin2 φ

]
|Ψ〉 〈Ψ|

)
,

�wiczenie 28 Powy»szy ukªad realizuje dwuelementowy POVM dla qubitu o diagonalnych ele-
mentach. Jak przy pomocy tego ukªadu i jednoqubitowych branek unitarnych skonstruowa¢ dowolny
POVM dla qubitu?

Bramki jednoqubitowe

Twierdzenie: Dowoln¡ d-arn¡ bramk¦ logiczn¡ mo»na zrealizowa¢ jako zªo»enie bramek NAND.

Twierdzenie: Dowoln¡ operacj¦ U(n) mo»na zrealizowa¢ przy pomocy bramek jednoqubitowych i
bramki CNOT.

�wiczenie 29 Poka», »e nie istnieje uniwersalna bramka NOT dla qubitu.

Pªytka opó¹niaj¡ca zorientowana w bazie standartowej h, v (lub ±ci±ni¦cie ±wiatªowodu w kierunku
poziomym) wprowadzaj¡ca ró»nic¦ faz δ dana jest macierz¡[

eiδ/2 0
0 e−iδ/2

]
(23)

�wiczenie 30 Poka», »e dowoln¡ bramk¦ qubitow¡ w polaryzacjach fotonu mo»na zrealizowa¢ jako
trzy ±ci±ni¦cia ±wiatªowodu w kierunkach 0◦, 45◦, 0◦.
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No cloning, broadcasting, BB84

Spróbujmy skonstruowa¢ operacj¦, która dostaje na wej±ciu ustalony wektor stanu pustego rejestru
ψ i wektor stanu φ na wej±ciu i produkuje na wyj±ciu wektor φ⊗ φ. Zaªó»my, »e operacja ta dziaªa
dla dwóch stanów:

U(φ1 ⊗ ψ) = φ1 ⊗ φ1

U(φ2 ⊗ ψ) = φ2 ⊗ φ2.

Operacja powinna by¢ unitarna, a st¡d wida¢, »e wektory stanów φ1, φ2 musz¡ by¢ ortogonalne.
Urz¡dzenie klonuj¡ce jest mo»liwe tylko dla zbioru ortogonalnych stanów czystych. Zbiór stanów
czystych, na których klonowanie dziaªa determinuje caªkowicie urz¡dzenie klonuj¡ce. Ma ono po-
sta¢: zmierz w bazie ortonornalnej i na podstawie wyniku przygotuj dwie kopie. Kombinacje wypukªe
stanów klonowanych nie s¡ klonowane, ale rozgªaszane - otrzymujemy stan mieszany wielu kopii o
poprawnych rozkªadach brzegowych, ale skorelowanych ze sob¡. Struktury beoadcastowe pojawiaj¡
si¦ w mechani¹mie "kwantowego darwinizmu" - wyªaniania si¦ obiektywnej rzeczywisto±ci dla obiektu
kwantowego.

�wiczenie 31 Czy mo»e pomóc rozwa»enie maszyny klonuj¡cej z dodatkow¡ przestrzeni¡ Hilberta:
U : |i〉 ⊗ |0〉 ⊗ |0〉 → |i〉 ⊗ |i〉 ⊗ |Xi〉 ?

To samo ograniczenie dotyczy stanów klasycznych - wszystkie stany czyste mog¡ by¢ klonowane
(poniewa» s¡ do siebie ortogonalne), natomiast stany mieszane nie mog¡ by¢ klonowane, a tylko
rozgªaszane.

Mo»emy natomiast spróbowa¢ znale¹¢ maszyn¦ klonuj¡c¡, która wykonuje zadanie w sposób przy-
bli»ony i zminimalizowa¢ bª¡d klonowania (maksymalny lub ±redni).

Obserwacj¦ powy»sz¡ mo»emy wyrazi¢ równie» tak: zaªó»my »e mamy kanaª o jednym wej±ciu i
dwóch wyj±ciach Φ1,2 : B(Hin) → B(Hout1) ⊗ B(Hout1). Zawsze mo»emy wy±ladowa¢ jedno z wyj±¢
i otrzyma¢ kanaªy brzegowe Φ1 i Φ2. Nie istnienie maszyny klonuj¡cej oznacza, »e nie istnieje taki
kanaª, którego oboma kanaªami brzegowymi s¡ kanaªy identyczno±ciowe.

BB84 W protokole BB84 strony A i B chc¡ ustali¢ wspólny klucz bitowy, nieznany osobom trze-
cim. Protokóª pozwala na znalezienie wspólnego klucza i mie¢ pewno±¢ »e nikt inny nie ma o nim
informacji.

Strona A losuje ci¡g warto±ci bitów: 0,1 i ci¡g baz ze zbioru

{|0〉, |1〉}, { 1√
2

(|0〉+ |1〉), 1√
2

(|0〉 − |1〉)}.

Koduje i-ty bit w i-tej bazie i wysyªa do B. Strona B losuje dla ka»dego bitu jedn¡ z baz z powy»szego
zbioru i dokonuje pomiaru. Po przesªaniu wszystkich bitów, Strona A informuje publicznie o ci¡gu
u»ytych baz. Strona B odpowiada, które z baz wybranych przez niego byªy zgodne. Bity, dla których
bazy si¦ nie zgadzaªy (poªowa wszystkich) s¡ usuwane i obie strony maj¡ ten sam ci¡g bitów.

Zaªó»my teraz, »e w tor wª¡cza si¦ podsªuchiwacz , który dokonuje pomiaru w jednej z baz a nast¦pnie
dokonuje przygotowania bitu w tej bazie zgodnie z otrzymanym wynikiem pomiaru. Podsªuchuj¡-
cy dla poªowy bitów tra�a z wyborem bazy, wtedy odczytuje prawidªow¡ warto±¢ bez zmieniania
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jej. Je»eli natomiast wybierze baz¦ niezgodn¡ z nadawc¡, wtedy z prawdopodobie«stwem 1/2 pod-
sªuchiwacz odczyta prawidªow¡ warto±¢ i niezale»nie z prawdopodobie«stwem 1/2 odbiorca odczyta
niezmienion¡ warto±¢ bitu. Oznacza to, »e 1/4 wysªanych bitów zostanie podsªuchana nieprawidªowo,
ale te» 1/4 podªuchanych bitów b¦dzie miaª¡ u nadawcy inn¡ warto±¢ ni» u odbiorcy. Po±wi¦cenie
cz¦±ci bitów klucza pozwala na wykrycie podsªuchu.

Je»eli ¹ródªo fotonów A jest dalekie od jednofotonowego (koduje bit w wielu fotonach), to podsªu-
chuj¡cy mo»e wstawi¢ BS i b¦dzie to trudne do stwierdzenia (strona B nie potra� liczy¢ fotonów).
BS pu±ci cz¦±¢ fotonów dalej, a cz¦±¢ zapisze do pami¦ci (przetªumaczy np. na stan atomów dwupo-
ziomowych). Nast¦pnie po ujawnieniu baz i informacji które bity s¡ odrzucane a które nie, dokonuje
ich pomiaru i ma klucz.

Nierówno±¢ CHSH

Rozwa»my teraz czery zmienne losowe A1, A2, B1, B2 okre±lone na przestrzeni probabilistycznej Ω i
przyjmuj¡ce warto±ci ±1. Zauwa»my, »e zachodzi ograniczenie A1B1 + A1B2 + A2B1 − A2B2 ¬ 2
dla ka»dego punktu w Ω (w okre±lonym punkcie x zachodzi B1(x) = B2(x) albo B1(x) = −B2(x)).
Bior¡c ±redni¡ dostaniemy

−2 ¬ E(A1B1) + E(A1B2) + E(A2B1)− E(A2B2) ¬ 2 (24)

Zaªó»my »e mamy ¹ródªo par cz¡stek o spinie 1/2 które rozbiegaj¡ si¦ w przeciwnych kierunkach i
nast¦pnie s¡ mierzone jednocze±nie (wzgl. ¹ródªa) w dwóch odlegªych laboratoriach. Ka»de labora-
torium (A i B) wybiera losowo z równym prawdopodobie«stwem jeden z dwóch kierunków spinu (1
lub 2) i dokonuje pomiaru. Wynik pomiaru spinu i w laboratorium C to zmienna losowa Ci. Zmienne
A1, A2, B1, B2 powinny speªnia¢ nierówno±¢ (24). Przyjrzyjmy si¦ co si¦ stanie, je»eli mierzonymi
wielko±ciami s¡ s¡ Â1 = σz, Â2 = σx, B̂1 = (σx + σz)/

√
2, B̂2 = (σz − σx)/

√
2, a ¹ródªo produkuje

stan czysty reprezentowany przez wektor |Ψ〉 = (|00〉+ |11〉)/
√

2.

�wiczenie 32 Poka», »e nierówno±¢ CHSH nie jest ªamana w stanach separowalnych.

W mechanice kwantowej lewa strona nierówno±ci nie mo»e przekroczy¢ warto±ci 2
√

2 (Tsirelson's
bound).

Wprowad¹my na korelacje jedynie ograniczenie, by nie mogªy nie±¢ informacji, to znaczy, »e je»eli
jedna strona mierzy wielko±¢ A, a strona druga mierzy jedn¡ z dwóch wielko±ci B lub B′, to rozkªad
brzegowy p(a) nie mo»e zale»e¢ od wybranej obserwabli po drugiej stronie:

∀B
∑
b

P (a, b|A,B) = P (a|A) (25)

W przeciwnym wypadku, byªoby mo»liwe natychmiastowe przenoszenie informacji pomi¦dzy stro-
nami. Je»eli naªo»ymy tylko warunek non-signaling na korelacje, to lewa strona nierówno±ci CHSH
mo»e osi¡gn¡¢ warto±¢ 4.

�wiczenie 33 Zaªó»my, »e

p(ab|AB) =


1
2

1
2

1
2 0

0 0 0 1
2

0 0 0 1
2

1
2

1
2

1
2 0

 (26)
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Poka», »e jest taki ukªad prawdopobie«stw warunkowych nie przenosi informacji. Ile wynosi lewa
strona nierówno±¢ CHSH dla tego rozkªadu? Jak nale»aªoby zmody�kowa¢ powy»sz¡ macierz, by dosta¢
rozkªad przenosz¡cy informacj¦?

Nierówno±ci Bella s¡ wyprowadzane przy zaªo»eniu istnienia wspólnej przestrzeni probabilistycznej
dla zmiennych losowych, co jest jednym z aksjomatów klasycznej teorii prawdopodobie«stwa (aksjo-
maty Koªmogorowa). �amanie nierówno±ci Bella w mechanice kwantowej pokazuje »e teoria ta nie
speªnia aksjomatów Koªmogorowa - jest niekoªmogorowska.

Teleportacja

Zaªó»my »e strony A i B wspóªdziel¡ stan czysty spl¡tany dwóch qubitów reprezentowany przez
wektor 1√

2
(|00〉+ |11〉) i dodatkowo A posiada qubit w pewnym stanie α |0〉+ β |1〉. A wykonuje na

posiadanych dwóch qubitach pomiar ªaczny w bazie magicznej :

1√
2

(|00〉+ |11〉)

1√
2

(|00〉 − |11〉)

1√
2

(|01〉+ |10〉)

1√
2

(|01〉 − |10〉)

Z równymi prawdopodobie«stwami, po pomiarze stanem qubitu posiadanego przez B b¦dzie:

α |0〉+ β |1〉
α |0〉 − β |1〉
α |1〉+ β |0〉
α |1〉 − β |0〉

A informuje o swoim wyniku B (przesyªaj¡c 2 bity), który stosuj¡c stosown¡ operacj¦ unitarn¡
przeksztaªca stan swojego qubitu do stanu posiadanego pocz¡tkowo przez A. Wspóªdzielony stan
spl¡tany zostaª zniszczony, a A posiada teraz dwa qubity w stanie czystym reprezentowanym przez
jeden z wektorów bazy magicznej. Do przesªania jednego qubitu musimy zu»y¢ dwa bity i jedn¡ par¦
w stanie maksymalnie spl¡tanym.

�wiczenie 34 Poka», »e stany z bazy magicznej dwóch qubitów mo»na przeksztaªca¢ na siebie za
pomoc¡ lokalnej transformacji unitarnej.

�wiczenie 35 Jak wygl¡daj¡ wektory bazy magicznej dwóch qutritów? W jaki sposób teleportowa¢
stan qutritu przy pomocy stanu czystego o wektorze z bazy magicznej dwóch qutritów?

�wiczenie 36 Jak teleportowa¢ stan qutritu za pomoc¡ dwóch par spl¡tanych qubitów?

Je»eli spróbujemy teleportowa¢ stan u»ywaj¡c pary w stanie czystym, niemaksymalnie spl¡tanym,
to dostaniemy niemo»liwy do skorygowania bª¡d transmisji.
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�wiczenie 37 Niech nadawca i odbiorca dziel¡ par¦ w stanie czystym γ |00〉+ δ |11〉, gdzie α  β.
Skonstruuj POVM, który z maksymalnym prawdopodobie«stwem doprowadzi stan (nieunormowa-
ny) po pomiarze αγ |00〉 + βδ |11〉) do postaci stanu wyj±ciowego dla teleportacji idealnej: (α |00〉 +
β |11〉)/

√
2. Ile wynosi te prawdopodobie«stwo? Wykonaj to samo dla pozostaªych stanów po pomiarze.

Jakie jest prawdopodobie«stwo caªkowite poprawnej teleportacji?

Miary i kryteria spl¡tania

LOCC Klasa operacji LOCC to operacje na stanach ukªadu zªo»onego, w których mo»emy u»ywa¢
operacji lokalnych i klasycznej komunikacji. Operacj¦, któr¡ wykonamy na lokalnym podukªadzie
mo»emy uzale»nia¢ od wyniku pomiaru wykonanego na drugim podukªadzie, i na odwrót. Mo»emy
w ten sposób sekwencyjnie przesyªa¢ sobie wyniki lokalnych pomiarów i uzale»nia¢ od otrzymanych
warto±ci operacje wykonywane przez nas na stanie. Jest trudna w charakteryzacji. Ka»da dobrze okre-
±lona miara spl¡tania powinna by¢ monotoniczna ze wzgl¦du na operacji LOCC, tzn. po wykonaniu
dowolnej takiej operacji na stanie, miara spl¡tania stanu nie mo»e wzrosn¡¢.

Destylacja i tworzenie spl¡tania Zaªó»my, »e istnieje protokóª dystylacji (operacja LOCC),
pozwalaj¡cy z N kopii stanów niemaksymalnie spl¡tanych stworzy¢ M kopii stanów maksymalnie
spl¡tanych:

ρ⊗N
Distilation−−−−−−→←−−−−−−
Formation

(
|00〉+ |11〉√

2

)⊗M
⊗ ... (27)

Dla danego N zmaksymalizujmy stosunek M/N po wszystkich mo»liwych prokoªach, a nast¦pnie
przejd¹my zN →∞. Otrzymana liczba jest miar¡ � jako±ci� (z punktu widzenia zastosowa«) spl¡tania
stanu wej±ciowego, nazywan¡ entanglement of distilation (EOD).

Z drugiej strony mo»emy zapyta¢ ileM par stanów maksymalnie spl¡tanych be stworzy¢ N kopii sta-
nu. Minimalizujemy stosunekM/N po wszystkich protokoªach i przechodzimy z N →∞. Otrzyman¡
liczb¦ nazywamy entanglement of formation (EOF):

Dla dwucz¡stkowego stanu czystego, EOF jest równe EOD i obie miary s¡ równe entropii von Neu-
manna (entropia Shannona na widmie macierzy g¦sto±ci) ±ladu cz¦±ciowego stanu. Jest to jedyna
poprawnie zde�niowana miara spl¡tania dla stanów czystych. Dla stanów mieszanych nie ma jed-
noznacznie zde�niowanej miary spl¡tania, a EOD ¬ EOF. Istniej¡ stany spl¡tane, z których nie
da si¦ wydestylowa¢ stanów czystych maksymalnie spl¡tanych. Takie sl¡tanie nazywamy spl¡taniem
zwi¡zanym (bound entanglement).

W szczególnym przypadku dwóch qubitów istnieje wzór na EOF stanu. Zde�niujmy dla stanu wiel-
ko±¢ concurrence wzorem: C(ρ) = max{0, 2λmax − 1}, gdzie λmax oznacza maksymaln¡ warto±¢
wªasn¡ macierzy hermitowskiej:

√√
ρ(σy ⊗ σy)ρ∗(σy ⊗ σy)

√
ρ. Liczba ta jest dla wszystkich stanów

w przedziale [0, 1]. Oznacza to, »e para liczb:

1 +
√

1− C(ρ)2

2
,

1−
√

1− C(ρ)2

2
(28)
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jest rozkªadem prawdopodobie«stwa. EOF stanu ρ to entropia Shannona tego rozkªadu:

EOF =
1 +

√
1− C(ρ)2

2
log2

1 +
√

1− C(ρ)2

2
+

1−
√

1− C(ρ)2

2
log2

1−
√

1− C(ρ)2

2
. (29)

Inn¡ miar¡ spl¡tania jest negativity : N (ρ) = 1
2(||ρΓ||1 − 1) (gdzie || · ||1 � norma ±ladowa i ρΓ

� ρ po cz¦±ciowej transpozycji) oraz logarithmic negativity : EN(ρ) = log2 ||ρΓ||1. Ta ostatnia jest
ograniczeniem dolnym na EOD.

Kryterium cz¦±ciowej transpozycji Je»eli stan jest separowalny, to jego cz¦±ciowa transpozycja
(I⊗T )ρ jest póªdodatnio okre±lona. Stany wykrywane przez cz¦±ciow¡ transpozycj¦ nazywamy NPT
(negative partial transposition).

�wiczenie 38 Poka», »e kryterium cz¦±ciowej transpozycji wykrywa wszystkie czyste stany spl¡-
tane.

W wymiarach 2 × 2, 2 × 3, 3 × 2 cz¦±ciowa transpozycja wykrywa wszystkie stany spl¡tane. W
wy»szych wymiarach istniej¡ stany spl¡tane (mieszane) o dodatniej cz¦±ciowej transpozycji (PPT).

�wiczenie 39 Znajd¹ podzbiór stanów separowalnych w sympleksie stanów diagonalnych w bazie
magicznej dwóch qbitów.

Spl¡tanie PPT Stany spl¡tane PPT (o dodatniej cz¦±ciowej traspozycji) spotkamy ju» dla dwóch
qutritów. Mo»na skonstruowa¢ przykªad takiego stanu za pomoc¡ nieroszerzalnych baz produkto-
wych (UPB): Skonstruujmy na pªaszczy¹nie R2 pi¦ciok¡t foremny scentrowany w 0. Do wektorów
wskazuj¡cych na jego wierzchoªki dodajmy skªadow¡ z o takiej warto±ci, by ka»de dwa wektory od-
powiadaj¡ce nies¡siednim wierzchoªkom byªy ortogonalne. Dostajemy ukªad wektorów w R3 ⊂ C3.
Teraz rozwa»my ukªad 5 wektorów w C2 ⊗ C3 ⊃ {ψi ⊗ ψ2i}. Zauwa»my, »e nie istnieje wektor pro-
duktowy do nich prostopadªy, zatem dopeªnienie ortogonalne podprzestrzeni przez nie napinanej
jest 4-wymiarow¡ podprzestrzeni¡ nie zawieraj¡c¡ niezerowego wektora produktowego ⇒ unormo-
wany projektor na t¦ podprzestrze« jest stanem spl¡tanym. Stan ten nie zmienia si¦ pod dziaªaniem
cz¦±ciowej transpozycji, zatem jest stanem spl¡tanym PPT.

Operacje LOCC zachowuj¡ dodatnio±¢ cz¦±ciowej transpozycji. Wniosek - ze stanu spl¡tanego PPT
nie mo»na wydestylowa¢ »adnych par maksymalnie spl¡tanych. Spl¡tanie stanu PPT jest spl¡taniem
zwi¡zanym. Zachodz¡ nast¦puj¡ce zwi¡zki:
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?
?

destylowalno±¢
ªamanie

nierówno±ci
Bella

NPT

Kryterium odwzorowa« dodatnich Kryterium cz¦±ciowej transpozycji jest wa»nym, ale szcze-
gólnym przypadkiem kryterium odwzorowa« dodatnich.

Je»eli Λ jest odwzorowaniem dodatnim, to dla stanu produktowego ρ ⊗ σ, (I ⊗ Λ)(ρ ⊗ σ) te» jest
operatorem dodatnim. Wªasno±¢ ta zachodzi zatem dla wszystkich stanów separowalnych. Wiemy,
»e je»eli Λ nie jest kompletnie dodatnie, to (I ⊗ Λ) nie jest dodatnie, czyli w dziaªaniu na jaki± stan
da operator niedodatni. W ten sposób wykrywa spl¡tanie stanu. Twierdzenie Horodeckich mówi, »e
dla ka»dego stanu spl¡tanego istnieje odwzorowanie dodatnie które go wykrywa.

Potra�my stwierdza¢ spl¡tanie stanu, je»eli znamy wszystkie odwzorowania dodatnie. Jest to trudne
zadanie. Przykªadem takiego odwzorowania jest transpozycja. Dla wymiarów podukªadów 2 × 2 i
2×3 transpozycja jest (z dokªadno±ci¡ do zªo»enia z odwzorowaniem kompletnie dodatnim i dodania
odwzorowania kompletnie dodatniego) jedynym odwzorowaniem nie kompletnie dodatnim:

Φ : B(Cd1)→ B(Cd1). d1d2 ¬ 6⇒
(

Φ ∈ P ⇐⇒ Φ(ρ) =
∑
i

Aiρ
TA†i +

∑
i

BiρB
†
i

)
(30)

Przykªadem odwzorowania dodatniego, ale nie kopletnie dodatniego i nie powstaj¡cego z transpozycji,
jest odwzorowanie Choi, które de�niujemy w bazie standardowej:

CH(|ei〉 〈ei|) = |ei〉 〈ei|+ |ei+1〉 〈ei+1|
CH(|ei〉 〈ej|) = − |ei〉 〈ej| , dla i 6= j (31)

Odwzorowanie to jest w stanie wykrywa¢ stany spl¡tane PPT.

�wiczenie 40 Dla odwzorowania Choi znajd¹ odwzorowanie dualne

Kryterium realignmentu Innym wa»nym kryterium wykrywania spl¡tania jest kryterium reali-
gnemntu lub normy krzy»owej (crossnorm). Kryterium to polega na skonstruowaniu nowej macierzy:
R(ρ)ij,kl = ρik,jl. Obliczamy norm¦ ±ladow¡ tej macierzy (sum¦ jej warto±ci singularnych). Nie powin-
na ona przekroczy¢ 1 dla stanu separowalnego. Równowa»nie, obliczamy sum¦ pierwiastków warto±ci
wªasnych macierzy Gramma bloków macierzy g¦sto±ci.
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Dowód: �atwo sprawdzi¢, »e dla stanu separowalnego czystego norma wynosi 1. Norma jest funkcjo-
naªem wypukªym (nierówno±¢ trójk¡ta), zatem na stanie mieszanym separowalnym norma powinna
by¢ ¬ 1 �

�wiczenie 41 Dla dwuparametrowej rodziny operatorów o ±ladzie równym 1:

ρ =
1

3(1 + a+ b)



1 · · · 1 · · · 1
· a · · · · · · ·
· · b · · · · · ·
· · · b · · · · ·
1 · · · 1 · · · 1
· · · · · a · · ·
· · · · · · a · ·
· · · · · · · b ·
1 · · · 1 · · · 1


(32)

Narysuj na pªaszczy¹nie ab obszary:

1. stanów

2. stanów NPT

3. stanów wykrywanych przez odwzorowanie Choi

4. stanów wykrywanych przez odwzorowanie Choi dualne

5. stanów wykrywanych przez kryterium realignmentu

Pokazali±my, »e je»eli a < 1 lub b < 1, to stan jest spl¡tany. W tej rodzinie mo»emy pokaza¢, »e
pozostaªe stany (gdy a  1 i b  1) s¡ separowalne. Podziaªajmy na stan ρ operacj¡ D ⊗D∗, gdzie
D jest macierz¡ unitarn¡ diagonaln¡:

D =

 eiφ0 · ·
· eiφ1 ·
· · eiφ2

 (33)

a nast¦pnie wycaªkujmy to wyra»enie po k¡tach φ0, φ1, φ2. Oznaczmy taka operacj¦ na stanie ρ jako
Φ:

Φ(ρ) =
∫
D ⊗D∗ρ(D ⊗D∗)†dφ0dφ1dφ2 (34)

Odwzorowanie takie zachowuje bez zmian warto±ci na diagonali i wyrazy pozadiagonalne w miejscach
gdzie we wzorze (32) znajduj¡ si¦ 1, a pozostaªe warto±ci zeruje (jest zatem projektorem). Co wi¦cej,
dla separowalnego ρ, Φ(ρ) b¦dzie separowalne. Zauwa»my, »e stan (32) powstaje poprzez dziaªanie
odwzorowania Φ ze stanu, w którym w miejsce zer wstawimy jedynki, a taki stan (jako suma macierzy
diagonalnej i projektora na wektor produktowy) jest separowalny.

�wiadkowie spl¡tania

Mo»emy przypisa¢ odwzorowaniu Λ : B(Cd1) → B(Cd2) obserwabl¦ W ∈ B(Cd1 ⊗ Cd2) za pomoc¡
wzoru:

W = (Id1 ⊗ Λ) |Ψ〉 〈Ψ| , (35)
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gdzie Ψ = 1√
d1
〈∑i |ii〉〉). Odwzorowanie to przeprowadza odwzorowania kompletnie dodatnie w opera-

tory dodatnie, a odwzorowania dodatnie w operatory dodatnie na wektorach produktowych. Odwzo-
rowania dodatnie ale nie kompletnie dodatnie przechodz¡ na tzw. ±wiadków spl¡tania - obserwable
których warto±¢ ±rednia jest nieujemna na stanach separowalnych, ale ujemna w pewnych stanach
spl¡tanych. Do wykrycia wszystkich stanów wykrywanych przez Λ potrzebujemy caªej orbity ±wiad-
ków pod dziaªaniem grupy lokalnych operacji unitarnych.

Powy»sze odwzorowanie jest odwracalne i nosi nazw¦ izomor�zmu Jamioªkowskiego.

�wiczenie 42 Poka», »e nierówno±¢ CHSH mo»na zapisa¢ jako warto±¢ oczekiwan¡ pewnego ±wiad-
ka spl¡tania.

�wiczenie 43 Znajd¹ ±wiadków odpowiadaj¡cych odwzorowaniom Choi i Choi dualne.

Je»eli odwzorowanie Φ wykrywa pewien stan ρ, to w ogólno±ci ±wiadek odpowiadaj¡cy odwzorowaniu
nie b¦dzie wykrywaª tego stanu. �wiadka wykrywaj¡cy stan znajdujemy w nast¦puj¡cy sposób: je»eli
(I ⊗ Φ)ρ 6 0, to macierz ta posiada ujemn¡ warto±¢ wªasn¡. We¹my wektor φ z odpowiadaj¡cej jej
podprzestrzeni wªasnej. Mamy: 〈φ| (I ⊗ Φ)ρ |φ〉 = 〈Pφ|(I ⊗ Φ)ρ〉HS < 0. Za ±wiadka nale»y wzi¡¢
W = I ⊗ Φ#Pφ, gdzie Φ# oznacza sprz¦»enie w przestrzeni operatorów.

�wiadek jest obserwabl¡ w przestrzeni ukªadu zªo»onego z dwóch odseparowanych przestrzennie po-
dukªadów. �eby go zmierzy¢, nale»o rozªo»y¢ go na sum¦ iloczynów tensorowych obserwabli lokalnych.
Pomiar ±wiadka odbywa si¦ tak jak pomiar nierówno±ci CHSH (która jest szczególnym przypadkiem
±wiadka spl¡tania).

�wiczenie 44 Dla ±wiadka odpowiadaj¡cego odwzorowaniu Choi, znajd¹ rozkªad na sum¦ iloczy-
nów tensorowych obserwabli lokalnych.

Zbiór stanów w wy»szych wymiarach i kula Gurvitsa

Zbiór stanów qubitu jest kul¡ o promieniu 1/
√

2 wokóª stanu maksymalnie mieszanego. Kula opisana
na zbiorze stanów ma promie«

√
(d− 1)/d, a kula wpisana ma promie« 1/

√
d(d− 1). W wymiarze 2

kule te si¦ pokrywaj¡ i zbiór stanów jest kul¡. W wy»szych wymiarach jego brzeg przebiega pomi¦dzy
sferami. Mo»na udowodni¢, »e kula wpisana w zbiór stanów zawiera tylko stany separowalne. Kula
ta nazywa si¦ kul¡ Gurvitsa. Ka»da kula o wi¦kszym promieniu wokóª stanu maksymalnie spl¡tanego
b¦dzie zawiera¢ ju» stany spl¡tane.
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