1 Zasady dynamiki Newtona dla punktu materialnego

e Uklady w ktorych ciala, na ktore nie dziataja zadne sily, poruszaja sie ruchem jednostajnym prostoliniowym
(nie zmieniaja predkosci), nazywamy uktadami inercjalnymi

e W uktadzie inercjalnym: mi’ = ﬁ, gdzie F- wypadkowa sita dzialajaca na ciato.

o Jezeli cialo A dziala na ciato B sitg F, to cialo B dziala na cialo A sila —F.

1 Cialo o masie m wisi na sprezynie o stalej sprezystosci k i zostaje odciagniete w pionie od polozenia réwnowagi.
Znajdz réownania ruchu ciala.

2 Punkt materialny o masie m wisi na nitce o dtugosci | i zostaje odchylony od potozenia réwnowagi w poziomie
(wahadlo matematyczne). Znajds réwnania ruchu.

3 Znajdz réwnania ruchu uktadu z rysunku

mi

QO

4 Faricuch w chwili poczatkowej zwisa ze stotu w i dtugosci i zeslizguje sie bez tarcia. Znajdz réwnania ruchu.

1.1 Trzecia zasada dynamiki, ped i zasada zachowania pedu

5 Znajdz réwnania ruchu uktadu z rysunku

mi mo -—F>

QO QO

6 Na rakiete dziala stala sita ciagu powstajaca ze spalania w chwili czasu stalej ilosci paliwa. Znajdz réwnanie ruchu
rakiety poruszajacej sie w pionie w stalym polu grawitacyjnym.

1.2 Uklady dysypatywne
7 Klocek o masie m jest przyczepiony do poziomej sprezyny o stalej sprezystosci k i odciagniety od polozenia
réwnowagi. Wspélczynnik tarcia kinetycznego miedzy klockiem a stotem wynosi pu. Znajdz réwnanie ruchu klocka.

8 Rozwiaz zadanie 4 uwzgledniajac wspolczynnik tarcia kinetycznego p pomiedzy taiicuchem a stotem.

9 Rozwiaz zagadnienie rzutu ukosnego w statym polu grawitacyjnym z sita oporu proporcjonalna do predkosci i
przeciwnie do niej skierowana.

1.3 Statyka

Uktad cial pozostaje w spoczynku, gdy sity dzialajace na kazdy element uktadu sa rowne 0 = gdy energia potencjalna
uktadu przyjmuje wartos¢ minimalng.

10 Sztywna rama z drutu w ksztalcie tréjkata jest umieszczona w plaszczyznie pionowej. Na bokach ramy o katach
nachylenia « i § do poziomu i wspélnym wierzchotku nawleczone sa dwa koraliki o masach odpowiednio my i my
polaczone nierozciggliwa nitka. Koraliki moga sie slizgaé¢ po bokach ramy bez tarcia. Jaki kat ~y tworzy nié z poziomem,
gdy ukltad jest w rownowadze?



2 Rachunek wariacyjny

Zadaniem rachunku wariacyjnego jest znajdowanie ekstremoéw funkcjonaléw okreslonych na przestrzeniach funkcyj-
nych, np:

e Po jakim torze pomiedzy punktami (z1,y1) a (z2,y2) cialo w polu grawitacyjnym stoczy sie najszybciej?

e Jaki ksztalt przyjmie barika mydlana rozpieta na okreslonym konturze (membrana stara sie przyja¢ minimalng
powierzchnie)?

e Jaki ksztalt przyjmie nierozciagliwy tancuch zawieszony miedzy dwoma punktami?
e Jaki ksztalt przyjmie rozciagliwy tancuch zawieszony miedzy dwoma punktami?

Niech [a, b] C R. Rozwazamy przestrzeii C!([a,b], R) funkcji rzeczywistych o ciaglej pierwszej pochodnej, wyposa-
Z0ng W norme

/]l = max [f(z)]+ max |f'(z)] (1)

z€la,b] z€[a,b]

oraz przestrzen funkcjonalow ciaglych na tej przestrzeni postaci ®(f) = fxe[a b F(z, f, f) dz, gdzie jest funkcja klasy

C?([a,b] x R?). Funkcjonal taki nazywamy dziataniem a funkcje F nazywamy Lagrangianem tego dzialania.
Zbadajmy roznice ®(f + 5 f) — ®(f), dla funkeji 6 f o malej normie, znikajacych na krancach przedziatu. Liniowy
sktadnik tej r6znicy wynosi

8fF~6fdm—/ £8f/F~6fdx+€)f/F-6f\z 2)

z€[a,b] dx

/ (afF-5f+af,F-5f’)dx=/
z€[a,b]

z€[a,b]

Wyrazenie to musi sie zerowaé w lokalnym ekstremum funcjonatu dla dowolnej funkcji § f znikajacej na koricach
przedzialu. Prowadzi to do rownania rézniczkowego:

d

nazywanego rownaniem Eulera-Lagrange’a dla funkcjonatu.
Roéwnanie to ma nastepujace uogdélnienia:

e Jezeli funkcjonal zalezy od wielu funkcji tej samej zmiennej:
Vi Oy F d 0pF =0 (4)
Z . I ’ =
fl dx fl
o Jezeli f jest okreslona na obszarze U C R™, a §f znika na brzegu obszaru:
afF—En:iaf.on (5)
- dl’j 7
J=1
e Jezeli funkcjonal zalezy od wielu funkcji okreslonych na obszarze U C R", a d f znika na brzegu obszaru:

. d
) F— — 0 F =
Vi Oy jEZl i 0., 0 (6)

Jezeli 0, F = 0, wtedy réwnanie E-L redukuje sie do:
F—fopF=C, (7)

gdzie C' jest pewny, stala.

Jezeli szukamy ekstremum pewngo funkcjonatu F' przy warunku statosci innego funkcjonatu G, szukamy funkcji,
dla ktorych funkcjonal F'— AG sie zeruje. Stala A (mnoznik Lagrange’a) dobieramy nastepnie w rozwiazaniu tak, aby
warto$¢ funkcjonatlu G byta prawidtowa.

11 Znajdz trajektorie miedzy ustalonymi punktami, w jednorodnym polu grawitacyjnym, ktéra cialo pokona w
najkrétszym czasie (brachistona).

12 Znajdz ksztatt, ktéry przybierze nierozciagliwy laricuch zawieszony pomiedzy dwoma ustalonymi punktami w
jednorodnym polu grawitacyjnym.



3 Mechanika klasyczna

3.1 Mechanika Lagrange’a
Réwnanie Newtona mi* = F (jezeli sita jest potencjalna) mozemy przepisaé jako:

d

3 0¢Bk + 07y =0 (8)

Jest to rownanie E-L dla funkcjonatu Ej — E,. Cialo, ktére ma przebyé droge pomiedzy dwoma ustalonymi
punktami w dwéch chwilach czasu, wybierze taka, dla ktérej S = f ») dt (Srednia roznica energii kinetycznej
i potencjalnej) jest najmniejsza. Wielko§¢ S nazywamy dziataniem, a wyrazeme podcatkowe lagrangianem.

Dla ruchu swobodnego w kartezjaniskim ukladzie wspoélrzednych réwnania E-L dla tego funkcjonalu daja réwnania
Newtona. Sformulowanie Lagranzowskie pozwala na uzyskanie réwnar w ogolniejszych sytuacjach, w innych uktadach
wspotrzednych i gdy obecne sg wiezy.

13 Wyprowadz réwnanie ruchu wahadta matematycznego.

14 Wyprowadz réwnania podwdjnego ruchu wahadla sprzezonego.

3.2 Mechanika Hamiltona

Wprowadzmy wielkosci:
pi = a‘iiL’ (9)

nazywane pedami (pedami kanonicznymi) oraz zdefiniujmy nows funkcje H = >, p;g; — L, a nast¢pnie wyrazmy w
niej wszystkie ¢; przez p; odwracajac rownania (9). Mamy:

H(t,p,q szqz p,q) — L(t,q,d(p. ) (10)

Funkcja ta nazywana jest hamiltonianem. Rézniczke zupelna lagranzianu na ekstemali dzialania mozemy zapisaé jako:
dL =", (p; dg; + p; dg;)+0; L dt. Rozniczka hamitonianu jest rowna dH = )", (p; d¢; + ¢; dp;)—dL = 3", (¢; dp; — pi dg;)—
0:L dt. Stad mamy rownania:

.

nazywane réwnaniami Hamiltona.
Teraz zamiast jednego rownania drugiego rzedu mamy dwa réwnania pierwszego rzedu opisujace pole wektorowe na
dwuwymiarowe]j przestrzeni fazowej, ktora jest teraz T* M - wiazka kostyczna do rozmaitosci konfiguracyjnej. Mozemy

je przepisaé jako:
d| p 0| -1
3 [2)- B s

Rownanie to przypisuje wektor styczny w punkcie rozmaitosci gradientowi pewnej funkcji okreslonej na rozmaitosci
(jednoformie). Zeby utozsamié¢ wektor z jednoforma potrzebujemy gltadkiej formy dwuliniowej okreslonej na rozma-
itosci, odpowiednika iloczynu skalarnego. W mechanice hamiltonowskiej forma ta jest niezdegenerowana i antysyme-
tryczna. Taka forme nazywamy symplektyczna.

Do tej pory, nasza przestrzen fazowa ma topologie wiazki kostycznej, poniewaz startowaliSmy z funkcji Lagrange’a
okreslonej na wigzce stycznej do rozmaitosci konfiguracyjnej. Mechanika Hamiltona dopuszcza ogolniejsze topologie
przestrzeni fazowej - wystarczy by miala ona okreslona gtadka forme symplektyczna J(q, p).

3.3 Zachowanie objetosci fazowej, chaos deterministyczny i mechanika statystyczna

Pole predkosci fazowej jest bezzrodtowe:

. f
aqz 6pl) < 0*H 0*°H >
div(q, = - _
v@p = Z ( opi ; 0q;0p;  Op;0g;

Twierdzenie Liouville’a mowi, ze przeplyw bezzrédlowy zachowuje objetosé. Punkty przestrzeni fazowej zachowuja sie
jak przeplywajaca niescisliwa ciecz (mozna udowodni¢ wiecej - zachowana jest forma symplektyczna i jej wszystkie
potegi zewnetrzne, az do najwyzszej - formy objetosci).

Zachowana jest zatem pewna miara na przestrzeni fazowej. Mozemy rozwazaé, jak bedzie ewoluowal rozktad praw-
dopodobienstwa. Opisuje to réwnanie Liouville’a:

d df Oop OH OH 9Jp
o= —dp HVZ — 12
dtp {p, } ZZ: (3%’ Op; 0¢; 3]%‘) ( )




4 Symetrie i prawa zachowania

4.1 Grupy Liego i ich algebry

Grupa topologiczna to grupa wraz z okreslong topologia na zbiorze elementéw, taks ze dzialanie grupowe oraz branie
elementu odwrotnego jest ciagte. Grupa Liego to grupa topologiczna bedaca jednoczesnie rozmaitoscia rézniczkowa
klasy C*°, w ktorej dziatanie grupowe oraz branie elementu odwrotnego jest klasy C°°. Skupimy sie na typowych
przyktadach podgrup Liego - domknietych podgrupach grupy GL(n) (nad R lub C). Ograniczmy sie do grup spojnych.

Algebra Liego to przestrzen liniowa nad R lub C wyposazona w dzialanie [X,Y], ktore jest antysymetryczne i
spelnia tozsamosé Jacobiego: [X,[Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [ X, Y]] = 0.

Przykladem algebry Liego jest R? w iloczynem wektorowym. Innym przykladem jest algebra macierzy kwadra-
towych z dzialaniem komutatora. Kazda algebra Liego da sie zrealizowaé¢ jako pewna podalgebra algebry macierzy
kwadratowych zamknieta na komutator.

Podalgebra - podprzestrzen zamknieta na dzialanie [,]. Podalgebra b jest idealem w g, jezeli VX € g, VY €
h [X,Y] € b. Suma prosta algebr Liego (jako przestrzeni liniowych) jest rowniez algebra Liego z dzialaniem: [X; x
Y1, Xo x Yo] = [ X1, Xo] x [Y7,Ya].

Algebra Liego g grupy G to przestrzen styczna do rozmaitosci grupowej w elemencie neutralnym, z komutatorem
jako dzialaniem. Elementy grupy sa eksponentami elementéw algebry:

g={XeM,: ¥ ecG} (13)

Elementy algebry Liego nazywamy generatorami infintezymalnymi grupy. Wtasnosci grupy Liego sa zakodowane we
wlasnosciach jej algebry Liego: podalgebry odpowiadaja podgrupom, a idealy dzielnikom normalnym. Grupa jest
iloczynem prostym grup, jezeli jej algebra Liego jest suma prosta algebr Liego. Kazdej algebrze Liego odpowiada
sp6jna grupa Liego.

Przyklady:

e Skladowa jedynki w GL(n) — g = M(n)

e Sktadowa jedynki w SL(n) — g={X € M(n): TtX =0}
e On) —g={iX:XeMnAXT=-X}

Lie(SO(2)) = span{{ | _é ]}

1

Lie(SO(3)) = (R?, x)
Un) — g={X € M(n) : Xt = X}



4.2 Twierdzenie Noether

Zalozmy, ze mamy dany funkcjonat I : ¢ — f[a’b] F(x,q,q)dt. Przeanalizujmy jak zmienia si¢ on, gdy oprocz infintezy-
malnych zmian funkcji f na przedziale [a,b] dopuszczamy rowniez przeparametryzowania odcinka [a, b], tzn. zmienna
niezalezna staje sie funkcja: t : [a,b] — R 1 rozwazamy funkcjonal ¢ — f[a’b] F(t,got,got) -t d¢ oraz jego zmiany
zaréwno na zmiany 0q jak i zmiany §t. Ztozenie tych dwoch wariancji oznaczamy jako Ag. Otrzymujemy wyrazenie:

OF  OF  OF 6t
Al = O Ny PEngs P p O g 14
/[a’,,](aq G+ g it ottt dt) ! (14)

gdzie A¢ = A(¢' /) = d%Aq—(jd—dt(St, a Aq = ¢ot+dq. Znow wykorzystujac catkowanie przez czesci mozemy doprowadzié
powyzsze wyrazenie do postaci:

oF doF d [OF
Al = — — —— | dq+ — | ==dq+ Fit | ) dt. 15
/[a,b]«aq dtaq) “dt(aq' " )) 19)
Wyrazenie podcatkowe musi znika¢. Daje to rownanie E-L z dodatkowym sktadnikiem:
oF doF d (OF
— ————|0q+ — | ==6q+ Fiét| =0 16
(aq dt@d) “dt(aq “ ) (16)
Jezeli q jest rozwiazaniem r. E-L, to:
oF
8—qéq + Fot = const (17)

analogicznie, dla trzech niezaleznych wspotrzednych mamy:
oF
Z 8—_6% + Ft = const (18)
o 94

otrzymaliSmy nastepujace:

Twierdzenie Noether: Jezeli Lagrangian jest niezmienniczy na dziatanie pewnej ciaglej grupy symetrii, to kazda
infintezymalna operacja z tej grupy wyprodukuje pewna zachowang wielkos¢ fizyczna. Niezaleznych wartosci zachowa-
nych bedziemy mieli tyle, ile jest generatoréw grupy symetrii.

Jezeli Lagrangian jest niezmienniczy na translacje przestrzenna (6t = 0,0x = const,dy = §z = 0), to L/t =
const.
Jezeli Lagrangian jest niezmienniczy na obrot (0t = 0,0z = 0,0z = yd¢, dy = —xd¢ ), to J. = xp, — yp, = const.

Jezeli Lagrangian jest niezmienniczy na przesuniecia w czasie (Az = Ay = Az = 0, At = const), to ), ¢;0L/0% —
L = const.
Jezeli Lagrangian jest niezmienniczy na pchniecia (z — z + vt), to zachowane jest polozenie srodka masy.



5 Elektrodynamika klasyczna

5.1 Rownania Maxwella

W przestrzeni R? mamy dane cztery pola wektorowe:

— —

e [’ - natezenie pola elektrycznego e H - natezenie pola magnetycznego

—

o D- indukcja elektryczna e B - indukcja magnetyczna

Pola te wiaza réwnania:

e Prawo Gaussa: Prawo Gaussa dla pola magnetycznego:
Joy D-dS = [}, pdV Joy B=0
— strumien indukcji elektrycznej przez powierzchnie — nie istnieje tadunek magnetyczny.
zamknieta jest rOwny zawartemu w niej tadunkowi.

Prawo Amperé’a:

e Prawo Faradaya: fanI:ij—i—d—dthﬁ
fas E-dl= —d—dt ¢B-dS — prad plynacy przez powierzchnie wraz ze zmiana
— zmiana strumienia indukcji magnetycznej przez strumienia indukcji elektrycznej przez powierzchnie
pewng powierzchnie wywoluje wirowe pole elek- daje wirowe pole magnetyczne wzdtuz brzegu tej po-
tryczne wzdluz brzegu tej powierzchni. wierzchni.

Rownania te nazywaja sie rownaniami Maxwella.
Pola E i D oraz H i B wiaza dodatkowo tzw. rownania materiatowe:
e D=¢E
e B= uﬁ
€ 1 p nazywaja sie przenikalnoscia odpowiednie elektryczng i magnetyczna. Wielkosé ta zalezy od materiatu i moze

sie zmienia¢ od punktu do punktu w osrodkach niejednorodnych, a nawet by¢ polem operatoréw liniowych w os§rodkach
nieizotropowych. My bedziemy rozwazali pola tylko w prozni, gdzie wartosci przenikalnosci sa stale i réwne €q, pg.

Prawo Gaussa jest rownowazne prawu Coulomba - pole wokdt tadunku punktowego mozemy obliczyé za pomoca
prawa Gaussa, z powodu liniowosci prawa Gaussa, rozwiagzanie dla pewnej gestosci tadunku jest kombinacja rozwiazan
dla tadunkéw punktowych.

5.2 Elektrostatyka

15 Znajdz pole wytwarzane przez odcinek dtugosci | jednorodnie naladowany z liniowa gestoscig tadunku A (skiero-
wany wzdluz osi x).

Odp.
= A 1 1
E(%Qyz) = Are 5 - 5 ’
AW ) 2 e e
y T3 _ T3
2 2 ’
R R L I
: v+ v

2 2 2 - 2
vt \/(x+é) +y?+ 22 \/(x—é) + 1% + 22
16 W rozwiazaniu poprzedniego zadania przejdz z | — oco.

17 Znajdz pole nieskoriczonego preta natadowanego z liniowa gestoscia ltadunku A z prawa Gaussa.

Jezeli pola sa okreslone wszedzie (nie maja osobliwosci), wtedy wykorzystujac twierdzenie Stokesa mozemy zapisaé
rownania Maxwella w postaci rézniczkowe;j:

oﬁ-D’:p e V-B=0
e VXxE=-0,B o VxH=7+8D



Jezeli nie wystepuja zmienne pola magnetyczne (elektrostatyka), wtedy prawo Faradaya: VxE=0 implikuje
istnienie funkcji skalarnej ¢ takiej, ze: E = —V¢. Funkcje taka nazywamy potencjaem pola elektrycznego.

Potencjal tadunku punktowego ¢ jest réwny ﬁr%. Znajdujemy go calkujac natezenie pola elektromagnetyczne-
go. Potencjal jest okreslony z doktadnoscia do stalej (symetria cechowania potencjatu). Podany potencjal jest tak
wycechowany, by w nieskoriczonosci byt réwny 0.

18 Znajdz potencjal wytwarzany przez odcinek z zadania 15.

Odp.

1
qﬁ(m,y,z):% In|1+ —In|1- xl_2
TEQ \/(Z‘—‘r%) +y2+z2 \/(x_’_é) +y2+Z2

T —

BN~

L
—In 1+ 2 _|_h’1 1—
%@—%f+yl+% %@—éf+yl+ﬂ

19 Znajdz potencjal pola elektrycznego nieskoriczonego preta z zadania 17, catkujac pole elektryczne.

Potencjatu nieskonczonego preta nie da sie wycechowaé do zera w nieskoriczonosci, dlatego nie uzyskamy go wyko-
nujac przejscie graniczne w rozwiazaniu zadania 18.

20 Sprawdz, ze gradient otrzymanego potencjatu rzeczywiscie daje rozwiazanie zadania 15.

Wstawiajac pole wyrazone przez potencjal do prawa Gaussa otrzymamy réwnanie:

Ap=—L (19)

€0

nazywane rownaniem Poissona (lub Laplace’a, jezeli prawa strona jest rowna 0).

21 Znajdz rozklad potencjatu w nieskoriczonej, pustej rurze o przekroju kwadratowym, ktérej trzy Scianki sg uzie-
mione, a czwarta jest odizolowana od pozostatych i ma przylozony potencjat Vj.

5.3 Sila Lorenza
Na czastke naladowana w polu elektrycznym dziata sita Lorenza:

F=q(E+7xB) (20)
22 Znajdz trajektorie czastki natadowanej w jednorodnym polu magnetycznym.

Jezeli przez przewodd umieszczony w polu magnetycznym plynie prad, to wypadkowa sil Lorenza dzialajacych na
poruszajace sie w przewodniku tadunki daje site elektrodynamiczng:

F=1IxB, (21)
gdzie wektor [ taczy konce przewodu i ma zwrot zgodny z kierunkiem pradu.

23 Jaki moment sity dziala na prostokatna ramke z pradem umieszczona w polu magnetycznym? (silnik pradu
stalego).

Sita Lorenza dzialajaca na tadunki w przewodzie spowoduje gradient gestosci ladunku w kierunku prostopadtym
zarowno do kierunku przewodnika jak i pola magnetycznego, zatem pojawi si¢ w tym kierunku napiecie. Nazywamy
to efektem Halla.

24 Zakladajac jednorodna gestosé pradu na calym przekroju przewodu, znajdz napiecie Halla (calkowita sila Lorenza
dziatajaca na ltadunki musi wynosié 0).

5.4 Magnetostatyka

Podobnie jak prawo Gaussa w elektrostatyce, prawo Ampere’a pozwala oblicza¢ pole magnetyczne pochodzace od
rozktadoéw pradu o wysokiej symetrii.

25 Jakie pole magnetyczne wytwarza wokél siebie nieskoriczenie dltugi prosty przewdd, przez ktéry plynie prad I 7
26 Jakie pole magnetyczne wytwarza nieskoriczona zwojnica o n zwojach na jednostke dtugosci?

Dla przewodu o niesymetrycznym ksztalcie, mozna otrzymaé¢ wytwarzane przez niego pole calkujac wkitady od
fragmentow przewodnika:

dB() = ==
)=t |7 — 7 (1)

Prawo to nosi nazwe prawa Biotta-Savarta i jest odpowiednikiem prawa Coulomba dla magnetostatyki.

pl dlx (F— (1))
TR (22)



5.5 Indukcja elektryczna

27 Po dwdch szynach toczy sie metalowa rura, prostopadla do szyn. Skladowa pionowa pola magnetycznego pomiedzy
szynami jest réwna B. Jakie jest napiecie pomiedzy szynami? Jezeli zewrzemy szyny przewodem z zaréwks, powinna
ona Swieci¢ - skad zaréwka pobiera energie do Swiecenia?

28 Wyttumacz jakosciowo zjawisko pojawiania sie napiecia w powyzszej sytuacji przez efekt Halla.
29 Ramka z przerwa obraca sie w polu magnetycznym. Jak zmienia sie napiecie na przerwie? Jezeli zewrzemy ramke

odbiornikiem, jaki moment przeciwdzialajacy ruchowi pojawi sie na osi ramki? (pradnica).

5.6 Zasada zachowania ladunku

Biorac obustronnie dywergencje w prawie Ampere’a i wykorzystujac prawo Gaussa dostaniemy:

V-7+0p=0 = / j’~d§+/pdV:O (23)
v

(implikacja w druga strone dla obszaréw jednospojnych) Réwnanie to mowi, ze zmiana fadunku w jakimg obszarze jest
réwna jego wyplywowi przez granice obszaru - tadunek jest wielkoScia zachowana. Réwnania tej postaci nazywamy
réwnaniami ciagtosci.

Zasada zachowania energii

Znajac pole Ei prady 7, mozemy policzy¢ prace, jaka pole wykonuje nad materia:

/E 7dV = / VxH 8.0 ) —A(ﬁ-(Vxﬁ)—V (HxE) E. 8tD)dV
_/A( it-08 - E-00-v- (i x E))av

przenoszac wszystko na jedna strone dostajemy réwnanie:

1 — — — — —
ﬂjLar/(H.BJrE-D)dVJF/ (F x B)-d§ =0 (24)
de 2 Ja aA

roéwnanie to ma postaé¢ réwnania ciaglosci energii: wyplyw energii do energii mechanicznej + zmiana energii pola +
strumieni energii przez brzeg obszaru jest zero. Wektor H x E nazywamy wektorem Pointinga. Jest to wektor strumienia
energii pola.

5.7 Roéwnanie falowe

Podzialajmy rotacja na prawo Faradaya, a nastepnie skorzystajmy z réwnan materialowych i prawa Gaussa. Dosta-
niemy

- 1
AE — ped?E = —~Vp + pds 7 (25)
€
jest to rownanie falowe z predkoscia fali 1/,/eq = c¢. Podobuie, dzialajac rotacja na prawo Ampere’a:
AB — ped?B = puV x J (26)

5.8 Potencjaly

Rownanie (34) mowi, ze forma B jest zamknieta. Jezeli rozwazamy elektrodynamike na obszarze jednospojnym, musi
to by¢ rézniczka pewnej 1-formy, nazwijmy ja A:

B=VxA (B:dA) (27)

Wstawiajac to do prawa Faradaya dostaniemy, ze forma E + 9; A jest zamknieta, zatem jest r6zniczka pewnej O-formy
—¢ ("-" ma znaczenie historyczne):

—-Vo-0Ad (E=-di-aA) (28)
Pozostate rownania Maxwella przyjma teraz postac:
- 1
AV+OV-A=——p (29)
€0
D R L1 .
AA— C—QafA —V(V-A+ C—28tV) = —lo] (30)



Zauwazmy, ze transformacja potencjatow:

A— A+VA
31
{ VoV — 9\ (31)
nie zmienia pol. Transformacje takie nazywa sie transformacjami cechowania, a niezmienniczos¢ réwnan Maxwella ze
wzgledu na te transformacje nazywa sie symetrig cechowania. Mozna tak wybra¢ cechowanie, by V- A = —ci;,atv
(cechowanie Lorenza). Wybor ten prowadzi do szczegolnie tadnej postaci rownan (29,30):
1 1
AV — 02V = —— 32
02 t EOp ( )
I R .
AA - CjafA = —HoJ (33)

5.9 Geometryczna natura pola elektromagnetycznego

Do tej pory pola E7ﬁ ,5, Bi 7 nazywaliSmy nieprecyzyjnie polami wektorowymi. Zauwazmy jednak, ze D, B i j
wycalkowane po dwuwymiarowych rozmaito$ciach daja skalar, natomiast £ i H daja skalar wycatkowane po jedno-
wymiarowych rozmaitosciach. Sg one zatem odpowiednio dwuformami rézniczkowymi i jednoformami rézniczkowymi,
powiazanych réwnaniami:

o fovD= [0 * foy B=0
'fasE:_d%fsB 'fasﬁ:fsj+d%fsﬁ

Dla pél bez osobliwosci, twierdzenie Stokes’a daje rownania Maxwella w postaci rézniczkowe;j:

dD =p (34) dB =0 (36)
dE = —0,B (35) dH = j+0,D (37)

Gestosé tadunku nazywaliémy funkcja skalarna, ale jest tak naprawde 3-forma rézniczkows — dopiero catka po
trojwymiarowym obszarze daje skalarna wielko$¢ fizyczna, niezalezng od ukladu wspotrzednych - tadunek zawarty w
obszarze.

Przestrzen k-form antysymetrycznych nad R™ jest (Z)—Wymiarowa, co oznacza ze przestrzenie k-form i (n— k)-form
antysymetrycznych majg ten sam wymiar. Jezeli w R™ mamy okreslong dwuforme symetryczna (iloczyn skalarny),
to mozna skonstruowaé izomorfizm pomiedzy tymi przestrzeniami, nazywany izomorfizmem Hodge’a. Izomorfizm ten
przenosi sie na izomorfizm pomiedzy k-formami rozniczkowymi i (n — k)-formami roézniczkowymi. Izomorfizm Hodge’a
oznacza sie przez x i dziata on na formach bazowych poprzez uzupeinianie:

V| det g|
)= Z (nfk)!g
J1seesdn

*(d.%‘il /\"'/\dl‘i,C i1g1 c+ Qinin€i1..dn d.’l?jk+1 A\ "'/\d!Ej71 (38)

Izomorfizm Hodge’a pozwala zapisaé¢ rownania materialowe:
*D = ek (39)
*B = uH (40)
Jezeli pola sa okreslone w trojwymiarowej przestrzeni afinicznej ze standardowym iloczynem skalarnym, to izomor-
fizm Hodge’a i iloczyn skalarny pozwalaja na utozsamienie jednoform i dwuform rézniczkowych z polami wektorowymi:
dx Ady «— dz +— €,

dy Adz +— dz +— €,
dz Adx +— dy <— €},

a operator rézniczki zewnetrznej d staje sie rotacja lub dywergencja, w zaleznosci od tego czy pole pochodzi od
jednoformy czy dwuformy (lub gradientem dla funkeji skalarnych czyli 0-form):

0-formy v 1-formy v 2-formy v 3-formy

w

Natomiast jezeli rozwazamy niekartezjanskie wspolrzedne lub elektrodynamike na rozmaitosciach, trzeba pamietaé¢ o
geometrycznej naturze pol.



5.10 Zapis czterowymiarowy

Do tej pory traktowaliSmy czas jako niezalezny parametr. Potraktujmy teraz xy = ct jako dodatkowy, zerowy wymiar.
Zdefiniujmy dwie nowe 2-formy rézniczkowe okreslone na czterowymiarowej rozmaitosci:

= fdxo ANE-B (41)
G:%d:co/\HwLD (42)
i policzmy ich rézniczki zewnetrzne:

dF = —% dao A dE — % dzo A OB — (VB)dzy Adzg A das (43)
4G = —% dzo AdH + % dzo A9, D + (VD) day A dag A das (44)

Roéwnania Maxwella mozna zapisaé jako:
dF =0 (45)
dG = —%j, (46)

gdziej to 3-forma gestosci czteropradu: j = dzg Aj)— cp. Biorac rézniczke zewnetrzna drugiego réwnania, otrzymujemy
zasade zachowania ladunku. Réwnania materialowe mozemy zapisa¢ jako: —, /% «F =G, Zdefiniujemy 1-forme

czteropotencjatu:
o 1 A o
A:fdxo/\qﬁ—A (47)

tatwo sprawdzié, ze dA = F. Potencjal jest okreslony z dokladnoscia do transformacji cechowania A — A +d\
Skladowe form =F', G i *j mozna zapisa¢ w macierzach:

0 B, B, B, o -b, -D, -D, cp

-B. 0 —tE. <(E, p, o0 -lm 1@, | g
F= 1 ¢ “ G= 1 ¢ “ ji=1" (48)

-B. -ig, lE, 0 D, -iH, 1iH, 0 Jz

W tej notacji, rownania Maxwella zapisujemy jako:
OFH oG+ 1

=0 =——j# 49
oxv oxv ! (49)

Skladowe potencjatu A ukladamy w jednowymiarowa macierz A = [/c, Awy Ay, AL]T. Wyrazy macierzy G otrzymu-

jemy z czteropotencjatu:
v €0 by 814” A 8A”
=\ (z S TR )
A A

przy pomocy stalej macierzy n = diag{1, -1, —1, —1}. Rownania Maxwela wyrazaja sie przez potencjaly nastepujaco:

9% A+
A VA _ -
Z g al‘”a.’L‘)‘ Zn ox? OxA - 7NJO‘7M (51)
A

s

Drugi sktadnik mozemy wyeliminowa¢, ustalajac cechowanie Lorenza: J,A" = 0. Wtedy réwnania Maxwella przyjma
prosta postac:

v df 72 _ 3%
UA E x“8x>‘ = —HoJ (52)
doktadnie te sama, ktéra podaja rownania (32,33).

Lagrangian pola elektromagnetycznego

Okreslmy gestosé¢ funkcjonatu L(AH*) wzorem:

1 o oy aA 8A“
,TGOQZBGMG 57;]1/14 = 4MOZZ(77QA86 77[”\ >;< BAOAT oA > Zj Mo A",

a,f A
30 Sprawdz, ze rownania L-FE dla funkcjonatu fov LAt dV to réwnania Mazwella (51).
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Pelne dziatanie dla czastki o masie m i tadunku ¢ oddzialujacej z polem elektromagnetycznym:

3
S =— / ZG 5Gaﬁdtdqu/ A%t & dt+q/ Zx“A” )dt+T/ > (@#)? dt. (54)
deo TV, 2 T,=1

pn=1

Pochodna funkcjonalna po A* daje réwnania Maxwella. Pochodna po x* daje rownania Newtona z energia po-
tencjalng qA°, a potencjal wektorowy modyfikuje ped. Ped nie jest juz réwny md, ale otrzymuje wktad mEA* od sit
magnetycznych.

Rownania Maxwella, a przez to powyzszy Lagrangian, nie sa niezmiennicze na transformacje Galileusza. Okazuje
sie, ze nalezy zmodyfikowaé¢ Lagrangian czastki, by uzgodni¢ go z symetriami elektromagnetyzmu. Macierz 7, ktora
pojawila sie w rownaniu (50) i posrednio w rownaniu (48) odpowiada za gemetrie czasoprzestrzeni - rozmaitosci ktora
stanie sie T' x V.

Jezeli wyrazimy gestosé Lagrangianu przez pola Ei §7 to otrzymamy:

1 1 | SO | - -
L= §(eOE2 — ;BQ) —pp+7- A= (eo(v¢+ 0pA)? — B (V x A)2> —pp+7-A (55)
0 0

Mozemy stad obliczy¢ gestosé pedu: p= —Di przejé¢ do gestosci Hamiltonianu:

1 o o o
H=_(—D>+—B+pp—7 A+D Vo (56)

Zasada zachowania ladunku z niezmienniczosci na transformacje cechowania Jezeli wykonamy transfor-
macje cechowania:
Ay — Ay 40, (57)

to spowoduje to zmiane dzialania w obszarze T' x V o:

68 = jraNdtdV. (58)
TxV

Poniewaz rownania Maxwella sa niezmiennicze na cechowania, zmiana ta powinna wynosi¢ zero. Ograniczmy sie do
podgrupy cechowan znikajacych dla ¢ = £oo. Mamy wtedy:

55:/ 9, (5" \) dthf/ (8ﬂj“))\dth:/ (Bt(p)\)fﬁ-(j’p))dtdvf/ (O j")ANdtdV (59)
TxXV TxV TxV TxV

7 twierdzenia Stokesa:

58 = / (p)\)dV
1%

/ / -a§dt - / (97" A dt dV. (60)
oV TxV

Oba pierwsze sktadniki znikaja (z zatozenia: A '_)—>Oo 0 i ze znikania pradéw w nieskoriczonosci przestrzennej). Ostatni
sktadnik powinien by¢ réwny 0 dla dowolnego wyboru A, zatem 9,5* = 0.
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6 Szczegoblna teoria wzglednosci

6.1 Symetrie czasoprzestrzeni

Na poczatek rozwazmy dwuwymiarowa czasoprzestrzen R x R z jednym wymiarem przestrzennym i zastanéwmy
sie, jak wyglada ruch w réznych inercjalnych ukladach odniesienia. Uklady inercjalne poruszaja sie wzgledem siebie
ruchem jednostajnym prostoliniowym. Jest to relacja przechodnia - ruch jednostajny prostoliniowy jest dalej ruchem
jednostajnym prostoliniowym w innym uktadzie inercjalnym. Linia prosta w jednym UI jest prosta w innym UI. Trans-
formacje miedzy UI powinny byé¢ zatem odwzorowaniami afinicznymi. Bedzie to pewna dwuwymiarowa reprezentacja
macierzowa grupy (R, +).

Macierz A(v) powinna transformowaé ruch z predkoscia v w spoczynek:

wl 414

co implikuje, ze as1(v) = —vags(v). Zapiszmy zatem macierz A(v) jako
_ a(v)  b(v)
Aw =2 | ) %

Z wtasnosci grupowej mamy: A(v)A(—v) = I, co daje: a(v) = 1,b(—v) = —b(v),v(v)y(—v)(1 + vb(v)) = 1. Ostatni
wynik mozna przepisaé jako:

gdzie ¥ = v(v)/1 + vb(v).
Ztozenie dwoch transformacji w predkosciami vy i vy daje transformacje o macierzy:

1 —wvab(v1) b(ve) + b(vy)
—UV1 — V2 1-— ’Ulb(Uz)

YW (=v) =1, (61)

Y(v1)7y(v2)

jezeli macierz ta ma spelniaé¢ ograniczenia wyprowadzone do tej pory, po pierwsze elementy diagonalne musza by¢
sobie rowne, co daje
Vvl V’Ug b(U1)1}2 = U1b(U2).

Jedyna funkcja ktora to spelnia jest funkcja liniowa, zatem b(v) = Bv dla pewnego B. Po drugie, element diagonalny
musi byé elementem diagonalnym innej macierzy szukanej postaci, zatem

Yoy Yoz y(v1)y(v2)(1 — Buivz) = y(v1 @ v2), (62)

gdzie @, zdefiniowane jako v @ vo = (v1 + v2)/(1 + Bvyvs), jest pewnym dziataniem przemiennym (wida¢ od razu) i
tacznym. Przepiszmy (62) uzywajac wielkosci 7(v1) 1 7(v2):

V1 + V2

2
- < ) =5 63
1 —Bvlvz) V(01 v2) (63)

F(v1)7(v2) = y(v1 ® 7)2)\/1 +B (

Pokazalismy do tej pory ((61) i (63)), ze funkcja ¥ jest homorfizmem grup (R, ®) i (R, ). Chcielibysmy sklasyfikowaé
wszystkie takie homomorfizmy. Mozliwe sg trzy przypadki wartosci B.

Najprostszym przypadkiem jest B = 0. Wtedy dodawanie predkosci jest standartowym dodawaniem predkosci, a
zmienna czasowa nie podlega transformacji (rownoczesno$é dwoch zdarzen nie jest subiektywna, istnieje niezalezne od
obserwatora rzutowanie na o$ czasowa, czasoprzestrzen ma strukture wiazki). Grupa ta nazywa sie grupa Galileusza i
jest izomorficzna z (R, +).

Rozwazmy przypadek B > 0. Mozemy wtedy wprowadzi¢ oznaczenie B = 1/c*>. Wzér na dodawanie predkosci

przyjmie wtedy postaé %(vl @ vy) = % Zauwazmy, ze wprowadzajac oznaczenie tga = v/c¢, dostaniemy

%(vl ® vy) = tg(ar + as), zatem funkcja a — ctga jest izomorfizmem grup (R,4) i (R,®) i mamy nastepujacy
diagram komutujacy:

(R,+) T (R, ®)

(Rv )

Mamy zatem 7(v) = a?te(v/¢) - Jednoczesnie chcieliby$my, by nasza przestrzeri byta izotropowa (prawo skladania
nie powinno sie zmienia¢ po transformacji « — —x), wiec ¥ powinna by¢ funkcja parzysta - jedyna mozliwoscia jest
homomorfizm trywialny ¥ = 1, stad mamy y(v) = 1/4/1 4 v2/c2. Ostatecznie dostajemy wzor na macierz transforma-
cji:

1 1 2
A = | L (o)
1+ (w/e)2 | —v 1
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ktora mozemy zapisa¢ jako:

1 v/c

/e 0 ViIH@/e?  \/1+(v/0)? c 0| _[1/ec O cosa sina c 0
0 1 /e 1 0O 1| | 0 1 —sina  cosa 0 11’
Vit@/e)?  \/1+(v/c)?

dla kata « okreslonego jak poprzednio wzorem tga = v/c, zatem dla B > 0 dostajemy grupe obrotow SO(2).

Jezeli B < 0, mozemy je zapisaé¢ jako B = —1/c? i otrzymamy:
1 v/c
—1/c 0 VI—(w/e)  /1=(v/c)? —c 0
0 1 v/e L 0 1
Vi-@/e)?  /1=(v/e)?
| —=1/e O cha sha —c 0
_[ 0 1][sha cha}{O 1}’ (65)

dla parametru « okreslonego wzorem tgha = v/c. Dla B < 0 mamy grupe obrotéw hiperbolicznych SO(1,1).

W czasoprzestrzeni czterowymiarowej beda to odpowiednio grupy (R3, +)xSO(3) (Galileusza), SO(4) oraz SO(1, 3)
(Lorenza). Jezeli uwzglednimy translacje przestrzenne i czasowe uzyskamy grupy (R%, +) x ((R3,+) x SO(3)) (Galile-
usza), (R*, +) x SO(4) oraz (R*,+) x SO(1,3) (Poincaré).

6.2 Kinematyka relatywistyczna

Rozwazmy dwa uklady odniesienia poruszajace sie wzgledem siebie. Tak je zorientujmy, by ich osie = i z’ byly skiero-

wane wzdhuz kierunku predkosci wzglednej. Relatywistyczne prawo transformacji do uktadu poruszajacego sie wyraza
wzOr: /

= t

{ T YT + YU (66)

t' =yt +y5T
w przeciwienistwie do transformacji Galileusza: ' = x + vt,t' = t. Czasoprzestrzeri Galileusza ma strukture wiazki
- jednoczesnos¢ zdarzen jest obiektywna. W czasoprzestrzeni Minkowskiego dla dwoch zdarzen zawsze istnieje uktad
odniesienia, w ktéorym zachodzg one w tym samym miejscu albo sg réwnoczesne. Rownoczesnosé jest wzgledna, mamy
strukture rozmaitosci.
Czas w ukladzie poruszajacym sie ptynie wolniej, a obiekty podlegaja skroceniu wzdiuz kierunku ruchu. Dwoch
mijajacych sie obserwatoréw trzymajacych identyczne prety zauwazy, ze pret drugiego jest krotszy.

ct

ct!

Rysunek 1: Uktad odniesienia spoczywajacy (z, ct) i uktad (2/, ct’) poruszajacy sie wzgledem niego z ujemna predkoscia.
Pret czerwony, spoczywajacy w ukltadzie ruchomym, jest widziany w ukltadzie nieruchomym jako krotszy. Odcinek czasu
w uktadzie poruszajacym sie, jest widziany jako kroétszy z zewnatrz. Linia przerywana to granica stozka swietlnego.

Metoda, by zmieéci¢ w garazu dluzsza od niego drabine, jest wbiec do niego z drabina odpowiednio szybko. Z
drugiej strony, z punktu widzenia drabiny, garaz bedzie krétszy niz gdyby byl w spoczynku, zatem sytuacja bedzie
jeszcze gorsza. Rozwiaza¢ paradoks rysujac diagram czasoprzestrzenny.

Na skutek promieniowania kosmicznego w goérnych warstwach atmosfery tworzg sie nietrwale czastki o predkosci
bliskiej predkosci swiatta. Sa one rejestrowane na Ziemi, poniewaz w ich uktadzie odniesienia czas ptynie wolniej i nie
zdaza sie rozpasé (z ich punktu widzenia czas ptynie normalnie, ale odlegltosé do Ziemii sie skraca).
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7 Ogoblna teoria wzglednosci

7.1 Rozmaitosci Riemannowskie

Rozmaitosé¢ rézniczkowalna M nad R™ nie definiuje odlegtosci miedzy punktami (rézniczkowanie) ani miary (cal-
kowanie). Mozemy to mie¢ zewnetrznie, jezeli znamy zanurzenie rozmaitosci w R™ (metryka i miara indukowane z
R™), lub wewnetrznie - wprowadzajac funkcje rézniczkowalng g przypisujaca kazdemu punktowi rozmaitosci dwuforme
kwadratowa na przestrzeni stycznej (tensor metryczny). Rozmaito$é rozniczkowalna wyposazona w tensor metryczny
nazywamy rozmaitoscia Riemanna.

Wybierajac lokalny UW £ : R — M C R™ w kazdym punkcie x € M przestrzeni styczna T, ma naturalng baze
ei(z) = 05,&(x) 1 tensor metryczny staje si¢ macierza o wyrazach bedacych funkcjami wspotrzednych. W kazdym
punkcie rozmaitosci tensor ten ustala izomorfizm pomiedzy przestrzenia T, wektoréw stycznych, a przestrzenia 7T
jednoform. Przez g, 5(x) oznaczamy wspolrzedne tensora metrycznego w punkcie z, a przez g“%(x) wspotrzedne tensora
odwrotnego.

Policzmy pochodng pola wektorowego V : M — TM wdltuz wspotrzednej x:

0,8V = 0ys Ve, | = 0,8V eq + V¥, 8eq ¥ 0,8V eq + Vert e
af~H

o a o
=> (axgva +y V“F%) ea (67)
« H

obok znanego z plaskiej geometrii pierwszego czynnika, pojawia si¢ drugi czynnik. Wielkosci Fgﬁ (1 -ta sktadowa
pochodnej po wspotrzednej z° wektora e, bazy przestrzeni stycznej) nazywaja si¢ symbolami Christoffela. Drugi
sktadnik zapewnia prawdziwosé wzoru we wszystkich lokalnych UW.

Zapominajac o zmiennosci bazy lokalnej, w danej parametryzacji mamy po prostu n funkcji skalarnych V¢, dla
ktorych mozna liczyé pochodne czastkowe. Pochodna czastkowa zapisujemy po przecinku. Z drugiej strony, jezeli
funkcje te sa wspotrzednymi pola wektorowego, do pochodnej pola wchodzi rowniez sktadnik od zmiennosci bazy
lokalnej, jak w réwnaniu (67). Pochodna te zapisujemy ze $rednikiem i nazywamy pochodna kowariantna. Réwnanie
(67) mozemy zapisaé jako

B=VE+D VT (68)
123

7 przemiennosci pochodnych czgstkowych mamy J;e; = 0je;, a stad Ffj = F?l Zauwazmy, ze €; - €; = §ij.

Korzystajac z tych obserwacji mozna pokazaé (éwiczenie), ze

1 "
Tos = 59’” (97a.8 + 9vB.a — YaB ) (69)

W danym punkcie zawsze mozemy znalezé wspotrzedne, w ktorych tensor metryczny g, jest diagonalny z wartosciami
na diagonali +1 (uktad lokalnie ptaski). W lokalnie ptaskim UW przy catkowaniu Jakobian parametryzacji wynosi 1.
W dowolnym UW wynosi on (éwiczenie) /| det g

7.2 Geodezyjne i krzywizna

Rozwazmy krzywa v : [0,1] — M. Jej wektorem stycznym jest u® = %’yﬂ . Wektor v jest przenoszony réwnolegle
wzdtuz krzywej , jezeli d%\vo‘ =5 3 uﬁv% = 0, w szczegblnosci wektor styczny jest przenoszony réownolegle gdy

uPuly = ulu + T, utu” =0 (70)
e ., detdz”

Powyzsze rownanie mozna rowniez otrzymac jako rownanie E-L dla funkcjonatu v — fv |gap dz® da? |1/ 2 (éwiczenie,
wazne by w minimalizacji ograniczy¢ si¢ do krzywych parametryzowanych parametrem afinicznym, tzn. g, &,.%, =
const). Krzywa przenoszaca rownolegle swoj wektor styczny jest jednoczesnie krzywa o minimalnej dtugosci. Krzywe
takie nazywamy geodezyjnymi. Sa to odpowiedniki linii prostych w przestrzeni plaskie;j.

W pewnym lokalnym UW wybierzmy dwie wspotrzedne x!, 22 i rozwazmy figure ograniczona czterema hukami o
stalych wartogciach wspotrzednych (jedna para przeciwlegtych ma stale wartosci ! réwne a i a + Aa, druga para ma
state wartoéci 22 rowne b i b+ Ab). Pytamy co sie stanie z wektorem, gdy przeniesiemy go réwnolegle po takiej petli
- interesuje nas réznica wektora na poczatku i na koricu operacji (w najnizszym rzedzie rozwiniecia). Okazuje sie, ze

AV = AaAbRS, V7,

gdzie R\ = T35, — Ton + D505 — Tl 0 = 59°*(9ur80 — Guo,pr + 9Boax — Gr.ac) jest nazywany tensorem
Riemanna. W plaskiej przestrzeni jego wszystkie sktadowe wynosza 0, zatem jest on miara krzywizny rozmaitosci.
Co ciekawe, komutator dwoch pochodnych kowariantnych jest rowny: [V,, Vg]V# = RY gV, zatem krzywizna jest
jednoznacznie zwigzana z niekomutowaniem pochodnych kowariantnych.
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7.3 Zasada ré6wnowaznosci

Masa grawitacyjna = masa bezwladna. Wszystkie ciala spadaja z tym samym przyspieszeniem - po przejsciu do uktadu
swobodnie spadajacego lokalnie uktad jest inercjalny i torami sa linie proste. Globalnie - liniami sg linie geodezyjne,
lokalnie przestrzen jest ptaska i sa to linie proste.

Pole grawitacyjne zakrzywia czasoprzestrzeri. W ptaskiej przestrzeni Minkowskiego czastki nieoddziatujace porusza-
ja sie po liniach prostych wewnatrz stozka $wietlnego - geodezyjnych czasowych w plaskiej przestrzeni. W przestrzeni
zakrzywionej czastki beda poruszaly sie po liniach geodezyjnych wzgledem nowej metryki. To ze linie §wiata nie
sa liniami prostymi, co tlumaczymy dzialaniem sil grawitacji, teraz tlumaczymy tym ze sa to linie geodezyjne na
zakrzywionej czasoprzestrzeni.

7.4 Energia, ped i gesto$¢ pedu

Czteropredkosé to wektor styczny do linii $wiata czastki. Wyraza sie wzorem: u* = \/172[171)1,,%71)2:] lub u, =
-

1
energia czastki (einsteinowska rownowazno$¢ masy i energii mowi, ze energia spoczywajacej czastki o masie m jest
réwna mc?), a pozostate trzy sktadowe to sktadowe pedu. Rozwijajac w szereg energie, otrzymamy energie spoczynkowa
i energie kinetyczna.

[c?, vz, vy, v;]. Czteroped to (podobnie jak ped czastki swobodnej) p, = mu,. Jego pierwsza skladowa jest

7.5 Rownania Einsteina

W teorii Newtona pole grawitacyjne jest opisane rownaniem analogicznym do réwnania Gaussa (Poissona):
A¢ = 4AnGp, (72)

gdzie p jest gestoscia masy. Relatywistycznie, gestosé masy zalezy od obserwatora i skaluje sie przy zmianie uktadu
2
odniesienia przez czynnik (1 — %) - jest zatem wyrazem pewnego tensora drugiego rzedu, ktory powinien ja zastapic
w relatywistycznym uogélnieniu tego réwnania - jest to tzw. tensor energii-pedu o wlasnosci T,%ﬂ =0
p p° pY p
Taﬁ _ pac PZC O.xy O.Zfl'
| py o™ Py gvE |
Pz Ozx Oyz P=

(73)

gdzie p to wspomniana gesto$é¢ energii, p’ to sktadowe gestosci pedu, P? to cinienia, a 0;; to naprezenia écinajace. Do
calkowitego tensora energii-pedu maja wklad czastki materialne i pola.

Podobnie lewa strona réwnania powinna przejs¢ w dwu-kontrawariantny tensor kodujacy krzywizne czasoprzestrze-
ni - powinien on réwniez posiadaé¢ wlasnosé G;aﬁﬁ =0.

.. . . . d . ..
Zwezajac tensor Riemanna otrzymujemy tensor Ricciego: R,g 4 R, - Dalej, zwezajac z tensorem metrycznym

definiujemy skalar Ricciego: R 4 9" R,,,,. Z tensora Ricciego i skalara Ricciego tworzymy tensor Einsteina: G =
RP — %g‘XBR = GB. Ma on wlasnosé G%ﬁ = 0 i on wchodzi do lewej strony rownania:

8rG
B — B
G*” = CTTO‘ (74)
Stalg proporcjonalnosci dobieramy tak, by dla stabych pol przejsé do prawa Gaussa.
7.6 Granica stabego pola
Jezeli pole grawitacyjne jest stabe, to metryka jest bliska metryce ptaskiej czasoprzestrzeni:

Guv = Npv + h,uu

Obliczamy tensor Riemanna z dokladnoscia do wyrazow pierwszego rzedu w h, nastepnie tensor Ricciego, skalar
Ricciego i ostatecznie tensor Einsteina, ktory po odpowiedniej zmianie wspohrzednych (na takie w ktorych h%ﬁ =

%n“ﬁhﬁ) przyjmie postac:
1 1
GPY = —§D(hﬂ” — 5775"1%), (75)

(gdzie hf; = Trh), a rownanie Einsteina przyjmie postac:

v 1 v df —7 8y G v
O(h* — o0 Teh) < OB = ~167 277 (76)
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Granica nierelatywistyczna. Gdy predkosci cial sg mate w poréwnaniu z ¢, jak np. w Ukladzie Stonecznym, to
h% dominuje pozostale sktadowe h, ktére w granicy matych predkosci uznajemy za réwne 0. W réwnaniu Einsteina
0 — —V?2. Rownanie Einsteina redukuje si¢ do réwnania na jedna sktadowa: V2h% = 167G/c*(pc?). Poréwnujac
to z prawem Newtona (zapisanym w postaci prawa Gaussa), widzimy, ze utozsamiamy potencjal grawitacyjny z
6= 2 /4.

Zeby znalezé tensor h, najpierw zauwazmy, ze Trh = —Trh = —Lf%(b. Widzimy, ze pozadiagonalne wyrazy h sa
zerami. Dla wyrazow diagonalnych zachodzi h®* = c%¢. Ostatecznie dostajemy metryke

ds? = (1+ c%qﬁ) det)? — (1 - %d))(de +dy? + d2?). (77)

Mozemy teraz obliczyé wspotezynniki I'? L Poniewaz tensor metryczny jest diagonalny, przynajmniej dwa wspot-
czynniki musza by¢ réwne by I') 5 bylo niezerowe. Obliczamy:

1

[oa ® 517" 0ad (78)
1

a#tfB = D5~ =17 0a (79)
1

a#t B = Ta =T = 5177 0at (80)

Rownanie czastki swobodnie spadajacej, to rownanie geodezyjnej (70), w ktorym parametr afiniczny jest czasem
wlasnym, a wektorem stycznym jest czteropredkosé w uktadzie (ct,z,y, 2): u®* = 7y[c, vy, vy, v;]. Zapiszmy réwnanie
dla sktadowej 2! na geodezyjnej:

d 1 1 a, o 1 1«
e + I u%u™ 4+ 2u ;Flau

d 1 2
= Eul + 0—281¢>((u0)2 = (u)? + (u*)? + (u*)?) - ;Qul(c?osbuo + Oy’ + Dz pu’)
d 1 2 2
= Eul + galqb(uaua) - 0—281¢((u2)2 + (u?)?) — c—Qul(aogbuo + Oapu® + D3 ¢u®)
d
~ Eul +01p=0 (81)

(pozostate wyrazy sa dzielone przez wyzsze potegi ¢, zatem sa pomijalnie mate w przyblizeniu matych predkosci).
Pomnoézmy réwnanie przez m:

d
dr

() & <. = ~01(mo) = F, (2)

(zgodnie ze wzorem na sile grawitacji). Podobnie bedzie dla pozostatych sktadowych przestrzennych. Otrzymalismy
druga zasade dynamiki Newtona.

Fale grawitacyjne W pustej przestrzeni rownanie falowe (76) ma posta¢ Jh”” = 0. Baza jego rozwiazan sa funkcje
hPY = APVekar® dla kok™ = 0. Predkosé fali wynosi c.

Odlegtosé miedzy czastkami bedzie oscylowaé¢, mimo ze nie zmieniaja one potozenia. Jezeli beda to dwa lustra ze
stojaca falg elektromagnetyczna pomiedzy nimi, moze sie zmieni¢ warunek konstruktywnej interferencji. Zjawisko to
jest podstawa eksperymentow wykrywajacych fale grawitacyjne.

7.7 Rozwiazanie Schwarzschilda

Wprowadzmy w czesci przestrzennej rozmaitosci wspotrzedne sferyczne

x = rsinfcos ¢
r =rsinfsing

z=1rcost

W plaskiej przestrzeni tensor metryczny ma postaé ds? = — dt? + dr? + r2(df? + sin?  dp?) (éwiczenie).
W kazdym punkcie rozmaitosci jest okreslona przestrzen styczna, ktorej naturalng baza sa wektory {€;, €., €y, €p}.
W tej bazie sa okreslone sktadowe symetrycznego tensora metrycznego:

gt Gitr Gt Gto
9rt  Grr YGr¢o 9gro (83)
9ot YGor Yoo Yoo
got  Gor Gop goo
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Poszukujemy rozwiazania statycznego i sferycznie symetrycznego. Sktadowe tensora nie mogg zaleze¢ od 6, ¢ ani t.
Co wiecej zmiana kierunku czasu zmiana znaku ¢ ani zmiana znaku 6 nie mogg zmieni¢ postaci tensora (na mocy
stacjonarnosci i sferycznej symetrycznosci). Tensor jest zatem diagonalny, a jego wspoéltrzedne zaleza tylko od r. Element
dtugosci na rozmaitosci jest zatem réwny:

ds? = gy dt* + grp dr? + gy dP® + goo d6? (84)

Niezmienniczo$¢ na obroty powoduje, ze gy = sin? fggpg. Przeparametryzujmy wspolrzedna r tak, by ggo = r? (tak
jak dla ptaskiej przestrzeni). Zostaja nam dwa stopnie swobody: g, 1 gs. Tensor odwrotny ma na diagonali 1/gs,
1/Grr, 1/r%sin? 6, 1/r2

Policzmy symbole Christoffela (¢wiczenie):

/ / / s 29
It —rt — Gt Ir — Gt rro— Grr ro_ T po__rsin
rt tr 29tt tt 297"7“ rr 2grr 00 » PP Grr
1 1
6 _ o _ 0 _ . ¢ _ 1o _ ¢ _ 179 _
FTG—FQT—; gy = —sinfcosb Fm&_rdw_; F¢0—F0¢—Ctg9

Sktadowe tensora Ricciego okresla wzor: Rop = T')

' . apy Lot Flﬁl"fsyé - Fléf‘iﬁ. Otrzymamy diagonalny tensor
o skladowych (éwiczenie):

R 9t . 9% ., Y Iu (85
tt — 2 )
297‘7‘ 4grrgtt 4grr TGrr
" 20t 493 AGreGu  TGrr
! !
Tt TGrr 1
Rgg = — + +1—-— 87
2grrgtt 29%7’ Grr ( )
Ryp = sin®(0) Ryg (88)
Teraz mozemy obliczy¢ skalar Ricciego
1 12 / / 2 / 2 / 2 2
R:g“"BRag ___9u + Itz -+ grggtt 494 + ggr + o (89)
GrrJtt 2grrgtt 2gr7~gtt TGrrgtt TGrr r ™ grr
Oraz tensor Einsteina:
it
Gtt = 774292 (Tg;,r + ng - grr) (90)
rr
!
_ 9u 1 1
Grr - st - ﬁgrr + ﬁ (91)
oo rgh vk 09k | T9u T (92)
290091t A9 40290 20m9n 297,
Gy = sin’(0)Goo (93)

Interesuje nas rozwigzanie w pustej przestrzeni, gdzie znika tensor energii-napie¢. Przyrownujemy sktadowe tensora
Einsteina do zera i rozwigzujemy réwnania rozniczkowe (éwiczenie):

r

rr = 94
g r—7To ( )

r—7To

gu=0C (95)
Dla r — oo metryka powinna dazy¢ do metryki plaskiej przestrzeni, stad C = 1. Ostatecznie otrzymaliSmy metryke
Schwarzschilda:

ds? = — (1 — %0) de? + + 72 (sin2(9) d¢? + d92) (96)

1_ o
T

17



8 Mechanika kwantowa

8.1 Macierzowa reprezentacja rachunku prawdopodobienstwa

W rachunku prawdopodobienstwa podstawows, role odgrywa trojka: (X, F, u) - przestrzen probabilistyczna, o-algebra
jej podzbioréw i miara - funkcja przeliczalnie addytywna na roztacznych podzbiorach t.ze u(X) = 1 (unormowana).
Funkcja mierzalna pomiedzy przestrzeniami probabilistycznymi f : (X, Fx) — (Y, Fy) to funkcja dla ktorej VA €
Fy f~1(A) € Fx. Dalej bedziemy skupia¢ si¢ na przypadku #X =n < oo i F = 2%,

Klasycznie, jezeli mamy skoniczong o algebre zbioré6w, to dowolng miare probabilistyczna mozemy przestawié jako
wektor |p) jej wartosci na zdarzeniach elementarnych, o dodatnich sktadowych sumujacych sie do 1. Zbiorem stanow
jest n — 1 wymiarowy sympleks A"~ = {(p1,...,p,) € R : >, p; = 1}. Punktami ekstremalnymi zbioru stanoéw sa
stany czyste, przyjmujace dla pewnego zdarzenia elementarnego wartosé 1.

Kazda funkcja f : X — R jest teraz mierzalna i mozna ja przedstawi¢ jako kowektor (f| jej wartosci. Wartosé
oczekiwang obliczamy jako E,(f) = (f|p). Funkcje mierzalna bedziemy nazywaé obserwabla.

Zamienmy teraz wektory prawdopodobienistwa p na macierze diagonalne i podobnie wektory reprezentujace funkcje
mierzalne. Mamy wtedy

P1 f

E,(f)=p-f=Tr (97)
Dn fn

Stanem ukladu zlozonego jest wektor z R}**"? = R}* @ R'}2. W zapisie macierzowym, bedzie to macierz diagonalna
z BRM*™2) = B(R"}) @ B(R"}). Dwa poduklady sa niezalezne (nieskorelowane), gdy stan uktadu jest iloczynem
tensorowym stanéw poduktadéw.

Rozklady brzegowe uzyskujemy biorac slady czedciowe:

[palij = Zpik,jk
k

[oBli; = ) priki
k

macierz $ladéw blokow (98)

suma blokow diagonalnych. (99)

Slady czesciowe macierzy diagonalnych sa diagonalne i odtwarzamy klasyczne wzory na rozktady brzegowe.

Pomiar projektywny (PVM - projective valued measure) obserwabli F' jest dany przez rozbicie przestrzeni proba-
bilistycznej na roztaczne podzbiory, mierzalne wzgledem op (nie moga rozréznia¢ punktéow dla ktorych F' ma te sama
wartos¢). W zapisie macierzowym bedzie to zbior projektoréw sumujacych sie do I. Podprzestrzenie, na ktoére rzu-
tuja projektory muszg by¢ sumami podprzestrzeni niezmienniczych F' (przeformutowanie warunku o mierzalnosei).
Prawdopodobieristwo otrzymania i-tego wyniku wynosi Tr(pP;), a stan po pomiarze: P;pP;/Tr(pP;) (reguta Borna).

Mechanika kwantowa to rozszerzenie teorii probabilistycznej sformutowanej za pomoca macierzy: zaréwno macierze
stan6éw jak i obserwabli sa macierzami hermitowskimi - uwalniamy ich bazy wtasne.

8.2 Postulaty nierelatywistycznej mechaniki kwantowej

Tak jak z kazdym uktadem klasycznym wiazemy pewna przestrzen fazowa X, tak z kazdym ukladem kwantowym
wiazemy pewna zespolong przestrzeri Hilberta H. Mechanika kwantowa jest niekomutatywnym uogdélnieniem klasycznej
mechaniki statystycznej i jako taka jest teorig liniowa

Postulat mechaniki kwantowe;j \ Odpowiednik klasyczny

Algebra obserwabli i przestrzen stanow

1.1 algebra obserwabli B(H) Loo(X)
1.2 przestrzen stanow Br(H) Loo(X)*
1.3 stany czyste p = V)W p=9d(x,x0)

1.4 przestrzen stanoéw ukladu
ztozonego
1.5 stany podukltaddw

B(H1) @ B(Hsa) = B(H1 @ Ha) Loo(X1)* ® Loo(X2)* = Loo(X1 X X2)*

p1 = Trap p1 =[x, dp

Pomiar obserwabli A

2.1 instrument pomiarowy

2.2 prawdopodobieristwo

odwzorowanie zbioru wynikéw w w
rozklad I na skoniczona sume
ortogonalnych projektoréw a; — P;

P; “zachowuje podprzestrzenie wtasne”

odwzorowanie zbioru wynikéw w w
skoniczone rozbicie X na rozltaczne

podzbiory a; — A;

kazda poziomica lezy w doktadnie

jednym A;

otrzymania wyniku a; Tr(pF) p(Ai)
2.3 stan po pomiarze z 5 : ‘
Wynlklem a; PZpPZ/T\er’L XA-L/p(AZ)
Dynamika
3.1 generator ewolucji dowolna obserwabla H dowolna obserwabla H
3.2 rownanie ewolucji ihdyp = [H, p] O = {H, p}
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Zauwazmy, ze ewolucja przeprowadza stany czyste w stany czyste. Jezeli zapiszemy p(t) = |1(t)) (¥ (t)|, to wektor
¥(t) (zwany wektorem stanu) podlega rownaniu:

ihdph = Hy

znanemu jako rownanie Schrédingera.

8.3 Uklady o spinie 1/2

Najprostsza nietrywialng przestrzenia Hilberta jest C2. Dowolny operator samosprzezony o §ladzie 1 mozna zapisaé
jako:
1{ 1+2z z—1y

p:§ r+iy 11—z

jest od dodatniookreslony wtw gdy z2 4+ y2 + 22 < 1. Stany czyste - projektory jednowymiarowe spelniaja warunek
22 + 32 + 22 = 1. Ortogonalne projektory odpowiadaja punktom antypodycznym na sferze. Dynamika polega na
jednostajnym obracaniu sie kuli wokdl osi wyznaczonej przez baze wtasng generatora dynamiki. Pomiar polega na
rzutowaniu kuli na 0§ wyznaczona przez dwa punkty antypodyczne (zbior ortogonalnych projektorow).

(100)

Rysunek 2: Pomiar projektywny nieinformujacy (rzutowanie na $rednice) i informujacy (kolaps) w sferze Blocha.
Ptlaszczyzne rysunku wyznaczaja projektory pomiaru i mierzony stan.

8.4 Zasada nieoznaczonoéci i kryptografia kwantowa

Konsekwencja niekomutowania obserwabli jest zasada nieoznaczonosci. Jezeli nieoznaczono$é pewnej obserwabli w
pewnym stanie jest 0, musi to by¢ jej stan wlasny. Dla kazdej innej obserwabli, ktéra z nia nie komutuje, nie bedzie
to stan wtasny i nieoznaczonosé nie bedzie wynosita 0.

BB84 W protokole BB84 strony A i B chcg ustali¢ wspolny klucz bitowy, nieznany osobom trzecim. Protokot pozwala
na znalezienie wspoélnego klucza i mie¢ pewnosé ze nikt inny nie ma o nim informacji.
Strona A losuje ciag wartosci bitow: 0,1 i ciag baz ze zbioru
1

{|0>7\1>},{%(|0>+\1>)7\/5(|0>—|1>)}-

Koduje i-ty bit w i-tej bazie i wysyta do B. Strona B losuje dla kazdego bitu jedna z baz z powyzszego zbioru i dokonuje
pomiaru. Po przestaniu wszystkich bitéw, Strona A informuje publicznie o ciaggu uzytych baz. Strona B odpowiada,
ktore z baz wybranych przez niego byly zgodne. Bity, dla ktorych bazy sie nie zgadzaly (potowa wszystkich) sa usuwane
i obie strony maja ten sam ciag bitow.

Zalézmy teraz, ze w tor wlacza sie podstuchiwacz , ktéry dokonuje pomiaru w jednej z baz a nastepnie dokonuje
przygotowania bitu w tej bazie zgodnie z otrzymanym wynikiem pomiaru. Podstuchujacy dla potowy bitéw trafia z
wyborem bazy, wtedy odczytuje prawidtowa warto$¢ bez zmieniania jej. Jezeli natomiast wybierze baze niezgodna z
nadawca, wtedy z prawdopodobieristwem 1/2 podstuchiwacz odczyta prawidtowa wartosé i niezaleznie z prawdopodo-
bienistwem 1/2 odbiorca odczyta niezmieniona warto$é¢ bitu. Oznacza to, ze 1/4 wystanych bitow zostanie podstuchana
nieprawidtowo, ale tez 1/4 podtuchanych bitow bedzie miata u nadawcy inng wartosé niz u odbiorcy. Poswiecenie czesci
bitéw klucza pozwala na wykrycie podstuchu.
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8.5 Niekolmogorowsko$é nierelatywistycznej mechaniki kwantowej

Rozwazmy cztery zmienne losowe Aj, As, By, Bs okreslone na przestrzeni probabilistycznej €2 i przyjmujace wartosci
+1. Zauwazmy, ze zachodzi ograniczenie A1 B1 + A1 By + A3 B — A3 By < 2 dla kazdego punktu w Q. Biorac $rednig
dostaniemy

E(A1By) + E(A1Bs) + E(AsBy) — E(A3Bs) < 2 (101)
Zalozmy ze mamy zrodlo par czastek o spinie 1/2 ktore rozbiegaja sie w przeciwnych kierunkach i nastepnie sa
mierzone jednoczesnie (wzgl. zrodta) w dwoch odleglych laboratoriach. Kazde laboratorium (A i B) wybiera losowo z
rownym prawdopodobienstwem jeden z dwoch kierunkéw spinu (1 lub 2) i dokonuje pomiaru. Wynik pomiaru spinu ¢
w laboratorium C' to zmienna losowa C;. Zmienne Aj, Ay, By, Bo powinny spelia¢ nier6wnosé (101). Przyjrzyjmy sie
co sie stanie, jezeli mierzonymi wielkosciami sg sg Al =0, Ay =0,,B; = (0, +0.)/V2, By = (0, —0.)/V/?2, a 7rodlo
produkuje stan czysty reprezentowany przez wektor |¥) = (|00) + |11))/v/2:

(U|A; @ B1|0) + (U] A; @ By|U) + (U|Ay @ By|U) — (U] Ay @ By|U) = 2v/2

Zatem nieréwnos¢ (101) jest famana, co przeczy zalozeniu, ze istnieje jedna przestrzen probabilistyczna (przestrzen pa-
rametrow ukrytych) na ktorej zmienne sa zdefiniowane. Zgodnie z aksjomatyka Kotmogorowa, kazdemu doswiadczeniu
losowemu mozna przypisaé¢ przestrzen probabilistyczna. Tutaj ten aksjomat jest nieprawdziwy.

8.6 Teleportacja

Zalozmy ze strony A i B wspoldzielg stan czysty splatany dwoch qubitow reprezentowany przez wektor % (]00) + |11))

i dodatkowo A posiada qubit w pewnym stanie a|0)+ 5 |1). A wykonuje na posiadanych dwoch qubitach pomiar laczny
w bazie magicznej:

1 1 1 1
% 7 Wi (101) +[10))

Z réwnymi prawdopodobieristwami, po pomiarze stanem ostatniego qubitu bedzie:

alo)+B1)  al))=g[1)  afl)+p[0) i) = 5[0)

(100) +[11)) (100) — J11)) (lo1) — [10))

S

2

A informuje o swoim wyniku B (przesylajac 2 bity), ktory stosujac stosowna operacje unitarng przeksztalca stan
swojego qubitu do stanu posiadanego poczatkowo przez A. Wspotdzielony stan splatany zostal zniszczony, a A posiada
teraz dwa qubity w stanie czystym reprezentowanym przez jeden z wektoréow bazy magicznej. Do przestania jednego
qubitu musimy zuzy¢ dwa bity i jedng pare w stanie maksymalnie splatanym.

8.7 Oscylator harmoniczny

Jezeli rozwazamy czastke w jednym wymiarze, jej przestrzenia Hilberta jest przestrzen L?C(R). Jezeli ustalimy baze
przestrzeni tak, by operator polozenia byl diagonalny (mnozenie przez x), to operator pedu bedzie postaci —ihd,.
Komutator tych dwoch operatorow jest rowny ihl. Jest to szczegolny przypadek procedury kwantowania kanonicznego,
gdzie zmiennym kanonicznie sprzezonym klasycznie przypisuje sie operatory komutujace do il (nawias Poissona staje
sie komutatorem). Zauwazmy, ze takie pary operatoro6w moga istnie¢ tylko dla nieskoniczenie wymiarowych przestrzeni
Hilberta.

Klasyczny Hamiltonian oscylatora harmonicznego (kulka na sprezynce) ma postaé:
§ 1 5o P L

H(p,x) = 2pim + Jmwe — H= o + 5w z° = o (m*w?@* — (ip)?) (102)

Znany ze szkoly wzor na roéznice kwadratéw w przypadku niekomutatywnym ma postaé a® —b? = (a —b)(a+0b) —[a, b].
Pozwala on przepisa¢ hamiltonian jako:

~ 1

H:ﬁw(aTa+2), (103)
gdzie & = (mwi + ip)/V2mhw (éwiczenie). Operatory te nazywamy operatorami kreacji (af) i anihilacji (a).
Rozwiazanie zaganienia wlasnego (éwiczenia) Operatory af i @ speliaja relacje komutacji [a,a'] = 1. Roz-
wigzujemy zagadnienie wlasne dla afa. Wezmy unormowany wektor wlasny Wy do wartosci wlasnej \. Zauwazmy, ze

atWy ~ Wy ialy ~ ¥y ;. Mozna pokazad, ze [[aW || = Vi l|aT 0y = VA + 1 (éwiczenie).
Ciag ten musi by¢ ograniczony z dotu (H jest dodatnio okreslony), zatem dla pewnego A, a¥, = 0 = A = 0. Latwo

obliczyé¢, ze:
[mw mw?
Uy =/ — - 104
0 h eXp< 2h > ) ( 0 )
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a wektor wlasny W, obliczamy dzialajac na Wy n-krotnie wektorem kreacji i dzielac przez vn!. Jezeli wprowadzimy
zmienng bezwymiarows y = /mw/kx, dostaniemy wzor rekurencyjny na U,,:

U, (y) = ¢ %#Hn(y) exp —y—Q gdzie H,1=2yH, - 0,H, Hy=1. (105)
7Th /727?/!77/ 2 ) Yy )

Wielomiany H,, to wielomiany Hermite’a.
Oscylator w najnizszym stanie wykonuje drgania zerowe o energii hw/2. Kolejne poziomy sg rownoodlegle - operator
kreacji tworzy jeden kwant energii.
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