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Krzywe regularne

Krzywa regularng nazywamy odwzorowanie
v e C* ([a,b], R™)
lokalnie odwracalne
Vt € (a,b) v/ (t) # 0.

.

Definicja:

Odwzorowanie ciagte 7 : [a, b] — R™ nazywamy krzywa kawatkami regularng, jezeli
istnieje podziat a =ty < t; < ...t, = b taki, ze

Vi ’7|[tz—_1,ti] jest krzywga regularna

.

Uwaga: Krzywa ciagta v € C? ([a,b], R?) moze wypetnia¢ obszar (Peano,
Sierpinskiego)



Lokalna odwracalnosé

Przyktad: Krzywa regularna
v(t) = [cos 3t cost, cos 3t sint]
Jjest lokalnie odwracalna, ale nie globalnie.




Krzywe geometryczne

Dwie parametryzacje
71t [a, 0] = R", 2t [e,d] - R"

nazywamy réwnowaznymi, jezeli réznia sie o dyfeomorfizm ¢ € C1(R, R):
Y2 =700

Jest to relacja réwnowaznosci. Jej klasami réwnowaznosci s niezorientowane krzywe
geometryczne.

Jezeli dodatkowo dotozymy warunek V¢ ¢/(t) > 0, to klasami abstrakcji beda
zorientowane krzywe geometryczne.



Dtugosé krzywej

Dla krzywej regularnej v : [a, b] — R™ definiujemy:

Definicja:
Niech P - zbiér podziatéw odcinka [a, b]. Wielko$¢
#p
L[y] = sup Y |7(px) — Flpr—1)|
peP k1

Nazywamy dtugoscia krzywej .

Mamy nastepujace:

Twierdzenie (o dtugosci krzywej):

b
L] = f y (6)lat




Dtugosé krzywej

Zauwazmy, ze definicja dtugosci jest poprawna dla krzywych geometrycznych, t.j. nie
zalezy od krzywej regularnej bedacej jej parametryzacja.

Wyrazenie ds = |y/(t)’|dt nazywamy rézniczka dtugosci tuku.



Catka krzywoliniowa funkcji skalarne;

Niech v : [a,b] — R"™ bedzie jedna z parametryzacji krzywej geometrycznej C. Niech
f :R™ — R bedzie catkowalna w sensie Riemanna

Przez podziat oznaczony odcinka [a, b] rozumiemy skofczony cigg p punktéw
posrednich:
a=thg<ti1 <---<t,=0b

wraz z ciggiem 7 punktéw wewnetrznych odcinka: 7; € [tx_1, tx]-

Dla podziatu oznaczonego budujemy squ Riemanna
Z f(v(Tk)) Asye,

gdzie sy = L[|, , ¢,1]s 2 [Ip]| = maxy Ask (Srednica podziatu).



Catka krzywoliniowa funkcji skalarnej

Definicja:

Granice
lim S(p,7) f fds

|lpl|—0

nazywamy catka krzywoliniowa.

Wykorzystujac wzér na rézniczke dtugosci tuku mamy:
f fds —f fly (t)|dt

Cwiczenie: Pokaz niezalezno$¢ catki krzywoliniowej od parametryzacji krzywej



Zastosowania catki krzywoliniowej skalarnej

Niech C' bedzie figura jednowymiarowa (tukiem), zadana parametrycznie przez

V() = (2(t),y(t),2(1)),  tela,b],
wtedy ds = |[7/(t)]dt.

Masa figury jednowymiarowej: Masa figury C o gestosci liniowej p = p(z,y, z) dana
jest wzorem:

m = fpds—j A1) | ()]t

wyrazenie pds nazywamy rézniczka masy i oznaczamy jako dm.

Srodek ciezkosci figury jednowymiarowej: Wspétrzedne $rodka ciezkosci figury o o
gestosci liniowej p = p(x y,z) dane sa wzorem:

J rdm = J (t)|dt.
m m



Catka krzywoliniowa pola wektorowego

Definicja:
Polem wektorowym na R" nazywamy funkcje F' : R” > {2 — R".

Definicja:

Dla krzywej geometrycznej C' w parametryzacji v : [a, b] — R", rézniczka wektora
pofozenia nazywamy rézniczke +/(t)dt =: dr.

Fakt: Definicja rézniczki wektora potozenia jest niezalezna od parametryzacji

Definicja:

Catka krzywoliniowa pola wektorowego nazywamy wielko$¢
n n b
[ Frar= Y [ Rani= 3 [ R
¢ i=17C i=17a

Fakt: Catka ta zmienia znak przy zmianie orientacji krzywej.




Interpretacje fizyczne

@ praca: W = Scﬁ'dF
@ napigcie: U = SCE -dF

@ sita elektromotoryczna w obwodzie elektrycznym: U = <§C E - dF

—

@ sifa elektromotoryczna w obwodzie magnetycznym: U = §Cﬁ - dr

Cwiczenie: Wzdtuz osi z dziata pole magnetyczne liniowo rosnace w czasie. Wywotuje
ono pole elektryczne E' = 1 B[y, —x], wiec na fadunek ¢ dziata sita. Jaka prace
wykonamy przenoszac fadunek po okregu w ptaszczyznie XY o promieniu 7.

Cwiczenie: Jaka prace wykonamy przenoszac tadunek po okregu w ptaszczyznie XZ w
polu sity grawitacji mge, ?



Pola potencjalne

Twierdzenie:

Jezeli F = VV, to

Whiosek: Catka po krzywej zamknietej z pola potencjalnego wynosi 0.



Kryterium potencjalnosci

Jezeli ﬁjest polem potencjalnym w obszarze €2, to V x F=0.

Jezeli V x F' = 0 w obszarze jednospéjnym, to F=VV.

Niech Q = R*\B?(0,1). Pole
[_ya ‘T]

F(z,y) = 2+ g2

spetnia V x F =0, ale nie jest potencjalne (policz catke po okregu).



