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1 Wstep

Definicja 1. Statystyka matematyczna opisuje i analizuje zjawiska masowe przy uzyciu
metod rachunku prawdopodobienstwa.

Definicja 2. Populacja (zbiorowos$é¢) generalna - zbiér Z elementéw podlegajacych bada-
niu ze wzgledu na jedng lub wiecej cech. Elementy tego zbioru maja przynajmniej jedna ceche
wspolng i jedna ceche, ktéra je rézni od siebie.

Definicja 3. Prébka - skoniczony podzbiér Z; zbioru Z (Z; C Z), ktéry badamy ze wzgledu
na interesujaca nas ceche.

Prébka powinna stanowi¢ reprezentacje populacji Z, tzn. czestos¢ wystepowania w prébcee ba-
danych cech nie powinna w znacznym stopniu rozni¢ si¢ od czestosci wystepowania tych cech
w populacji generalnej. W celu osiagniecia tego elementy probki zwykle losujemy sposrod ele-
mentéw zbioru Z. Otrzymujemy w ten sposob zbiér nazywamy prébka losowa.

Proébka losowa prosta n-elementowa - jest to probka wylosowana z populacji w taki sposéb,
ze przed jej pobraniem kazdy podzbior sktadajacy sie z n elementéw populacji generalnej ma
takie same szanse (to samo prawdopodobienstwo) wylosowania.

Definicja 4. Statystyka opisowa zajmuje sie wstepnym opracowywaniem probki bez poshu-
giwania sie rachunkiem prawdopodobienstwa.

2 Szereg rozdzielczy, histogram, lamana czestosci

Niech

T1yeon, Xy (2.1)
bedzie n-elementows probka losows.
Definicja 5. Rozstep badanej cechy X w prébcee (?7) nazywamy réznice

R = Lmax — Lmin, (22)

gdzie Tyax, Tmin 0znaczaja najwieksza i najmniejsza liczbe ciagu (77).
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Definicja 6. Klasa - Przedzialy (najczesciej jednakowej dtugosci), w ktérych zaklada sig, ze
wszystkie wartosci posiadaja t¢ sama wartos¢. W klasy grupujemy wyrazy dla prébek o wigksze;j
ilodci elementéw (powyzej 30).

Klasy ustalmy zwykle na podstawie wzordéw: k < 5lnn, k = 1+ 3.322Inn, k = y/n. Mozna
korzystac z tabeli

Liczba pomiaréw n | Liczba klas k
30 - 60 6-38
60 - 100 7- 10
100 - 200 9-12
200 - 500 11-17
500 - 1500 16 - 25
Dlugosé klasy okreslamy wzorem
R
b~ — 2.3
k ’ ( )

tak aby bR > k (przyblizamy ja z nadmiarem).

Punkty graniczne klas ustalmy z doktadnosciag do %oz, gdzie a oznacza doktadnos¢ z jaka wy-
znaczona jest wartos¢ w probce.

Liczebno$é (licznosé) i-tej prébki - liczba wartosci probki w i-tej klasie, oznaczamy n;.
Wiadomo, ze

n = ;nl (2.4)

Jezeli licznos¢ probki kwalifikuje ja do podziatu na klasy to otrzymujemy szereg rozdzielczy,
ktory stanowia pary liczb: érodki klas Z; oraz ich licznosé n;.

Zadanie 1. Z pewnej populacji wybrano probke n = 50-elementowa i przebadano ze wzgledu
na pewng ceche X.

Otrzymane wyniki: 3.6, 5.0, 4.0, 4.7, 5.2, 5.9, 4.5, 5.3, 5.5, 3.9, 5.6, 3.5, 5.4, 5.2, 4.1, 5.0, 3.1,
5.8,4.8,4.4,4.6,5.1,4.7, 3.0, 5.5, 6.1, 3.8, 4.9, 5.6, 6.1, 5.9, 4.2, 6.4, 5.3, 4.5, 4.9, 4.0, 5.2, 3.3,
54,4.7,6.4,5.1, 34,52, 6.2,4.4,4.3,5.8, 3.7

Sporzadz histogram i szereg rozdzielczy.

Rozwigzanie:

Przyjmujemy, ze liczba klas wynosi k = 7 (z tabeli). Liczba elementow n = 50, . = 6.4,
Tmin = 3.0, stad rozstep

R = 2pax — Tppin = 6.4 —3.0=34 (2.5)
R
T R049~05=) (2.6)

doktadno$é¢ w tym przypadku wynosi o« = 0.1, wiec dolna granica wynosi &y, — 0.05 = 2.95.



Nr klasy ¢« | Klasy | Grupowanie wartosci probki | srodki klas z; | Liczebnosé klas n;
1 2.95-3.45 IIIT 3.2 4
2 3.45-3.95 IITIT 3.7 5
3 3.95-4.45 IITIT 1T 4.2 7
4 4.45-4.95 IIIIT TT1T 4.7 9
5 4.95-5.45 IITIT TITIT 11 5.2 12
6 5.45-5.95 IIIIT III 5.7 8
7 5.95-6.45 IITIT 6.2 5

ng

Histogram w zeszycie (z odtozonymi licznodcia n;, czestoscig (frekwencja) w; = ™ (wyrazone w
procentach), lub w v; = % (pole réwne 1)).

Laczac punkty o wspolrzednych (z, — b,0), (Z;,v;), (i = 1,2,...,k), (Zx + b,0) otrzymujemy
tzw. famang czestos$ci, pole réwniez jest réwne 1.

3 Mediana i moda

Definicja 7. Mediana (wartosé¢ srodkowa) m, probki x4, ..., x, - srodkowa liczba w upo-
rzadkowanej niemalejaco probce.

Z‘(l) < .T(Q) < e < [L’(n) (31)
S T(nt1)/2 dla n — nieparzystego (3.2)
c % T(ny + :L’(%H)) dla  n — parzystego '

Definicja 8. Moda (warto$é modalna, dominanta) mg prébki z1, ..., x, o powtarzajacych
sie wartosciach (najczesciej powtarzajace sie wartosci, o ile istnieje) nie bedaca Ty ani pax.

4 Srednie klasyczne

Definicja 9. Srednia arytmetyczna z liczb x4, ..., z,

ixi (4.1)

T =

S|

Definicja 10. Srednia arytmetyczna wazona

1
N =1
(w prébee wynik pomiaru x; wystapit n; razy, gdzie i = 1,2,..., ki >Fn; = n).

Interpretacja: wspotrzedne srodka masy punktéw materialnych o masach n;.



Definicja 11. Srednia geometryczna g liczb 21, ..., 2, > 0

g=r ﬁxz (4.3)

1 n
logg = " > log (4.4)
i=1

Jesli wszystkie liczby x; > 0, to

Definicja 12. Srednia geometryczna wazona

k
g=/at ko, =) n (4.5)
i=1
Definicja 13. Srednia harmoniczna h liczb z1, ..., z, #0
- 1 & 11 "1
h=(->) — — #0 4.6

h= (l > (4.7)

Nz i
Definicja 15. Srednia potegowa rzedu r dodatnich liczba 1, . . ., z,, ktéra oznaczamy 5",
nazywanmy
_(r |

Miedzy érednimi Z, g, h, p") dodatnich liczb z1, ..., z, zachodza nastepujace zwiazki:

pY=h , pM=z , limp" =g (4.9)

Srednie dla szeregu rozdzielczego oblicza sie, stosujac odpowiednie wzory na $rednie wazone.

5 Miary rozproszenia

Miary rozproszenia (rozrzutu, rozsiania) probki xy, ..., z,. (Najprostrza to rozrzut).



Definicja 16. Wariancja (dyspersja) s? probki zy, ..., x, nazywamy $rednia arytmetyczna
kwadratow odchylenia poszczegdlnych wartosci x; od sredniej arytmetycznej r probki

1 n
— — 5.1
DICEL 6.1)
lub (réwnowaznie)
21 o o 2 1o 2 - 2
==Y a; -5 lub == (z;—a)’—(z—a) (5.2)
=1 ni=1
przy dowolnym a.
Jezeli w probee x; wystepuje n; razy (i = 1,2,...,k) SF  n; = n to mamy
1 & 1 &
§° == (z; —&)’n; = = > _nu; — & (5.3)
n‘ n “

taka wariancja okresla nam moment bezwladnosci uktadu mas punktowych wzgledem $rodka
masy tego uktadu.

Definicja 17. Odchylenie standardowe pierwiastek z wariancji

5=V = \l 1 Zn:(mz —I)? (5.4)

iz
Definicja 18. Odchylenie przecietne d; od wartosci sredniej = probki xq,...,z,
1 & _
[t

Definicja 19. Odchylenie przecietne d; od mediany m, préobki zy,...,z,

Z |z; — me| (5.6)

Definicja 20. Niech z() < z(2) < ... < () oznacza uporzadkowang probke xy, s, ..., xy.
Wartosci w uporzadkowanej probcee dzielimy na dwie grupy: do pierwszej zaliczamy wszystkie
warto$ci mniejsze od mediany i mediane, do drugiej wszystkie wartosci wieksze od mediany.
Kwartyle @1 probki xq, ..., x, nazywamy mediang pierwszej grupy, a kwartylem gérnym @3
median¢ drugiej probki.

Odchylenie ¢wiartkowe jest zdefiniowane jako potowa réznic miedzy géornym i dolnym kwar-

tylem:
Q3 — Q1

5 (5.7)

Q=



Mamy jakas probke, z ktérej pobieramy r probek, dla ktérych mozna wyznaczy¢ odpo-
wiednie charakterystyki. Jezeli mamy dane N;, 7;, s? dla i = 1,2,...,7, gdzie N; licznosé
i-tej probki, 7; érednia probki i-tej i s? wariancja i-tej probki. Wtedy wariancja s?, $rednia
arytmetyczna ¥ potaczonych r probek wynosi.

1 T
= _ = ;N 5.8
x N ;1’ (5.8)
S = YN ALY @ - arN, (5.9)
N =1 v N =1 ' ' .

gdzie N =377 | N,.

6 Momenty i inne charakterystyki

Definicja 21. Moment zwykly m; rzedu [ prébki zy, ..., x,, nazywamy srednig arytmetycz-
ng [-tych poteg wartosci z;

m==Y x , le€
na4

Definicja 22. Moment centralny M, rzedu [ probki zq, ..., x, nazywamy srednig arytme-
tyczng [-tych poteg odchylen wartosci ; od sredniej arytmetycznej & probki
1 n
MZI*Z(JZ'Z'—E)Z s l e
iz

Pierwszy moment centralny jest dla kazdej probki rowny zero.
Definicja 23. Moment absolutny zwykty rzedu [ probki x4, ..., z, wyraza sie wzorem
1 n

=S fal (61)

i=1

a; =
Definicja 24. Moment absolutny centralny b, rzedu [
1 n
by=—>|o;—z| (6.2)
iz

Jezeli wartosci probki pogrupowane sa w k klasach o srodkach Z; i licznosciach n;, 1 =
1,...,k, to momenty wyrazaja si¢c wzorami:

e moment zwykty rzedu [ (grupowy)

m; =

k
> zln, (6.3)
=1

S|



e moment centralny rzedu [ (grupowy)
> (@ —1)'n; (6.4)
e absolutny moment zwykty rzedu [ (grupowy)
LA
w == |z|'n; (6.5)
iz
e absolutny moment centralny rzedu [ (grupowy)
L&,
b = —Z\xi—xl n; (6.6)
[t

Dla rozktadéw symetrycznych wszystkie momenty rzedéw nieparzystych sa réwne zero.
Definicja 25. Sko$noéé (wspolczynnik asymetrii zdefiniowny jest jako

_ My

=3 (6.7)
gdzie s jest odchyleniem standardowym.
Definicja 26. Wspétczynnik koncentracji (skupienia) (kurtoza)
M,
Definicja 27. Zmienno$¢ (wspélezynnik zmiennoscei)
s
v=—-100% (6.9)
z
Noeréwnomiernoéé (wspotezynnik nieréwnomiernosei)
d
H=—-100% (6.10)
z

dy - odchylenie przecietne od Sredniej.



7 7Zdarzenia losowe

Q) - przestrzen zdarzen elementarnych
Definicja 28. Zdarzenie elementarne w € ) - poszczegdlne wyniki doswiadczenia losowego.

Definicja 29. Doswiadczenie losowe - realizacja okreslonego zespotu warunkéw, wraz z géry
okreslonym zbiorem wynikéw

Definicja 30. Przeliczalnie addytywnym cialem zdarzen (o - cialem zdarzen) przestrzeni €2
nazywamy niepustg klase Z jej podzbioréw spetniajacych:

i) Q € Z: cala przestrzen zdarzen elementarnych nalezy do tej klasy

i) Ae Z= A'"= A° € Z: dopelnienie dowolnego zbioru A (czyli A’ = Q\ A) nalezacego do
klasy Z jest elementem tej klasy.

i) Ay,...,A,,... € Z= (A U...UA,U...) € Z. Suma co najwyzej przeliczalnej liczby
zbioréw nalezacych do klasy Z réwniez nalezy do tej klasy.

Rzucamy kostka:
Q= {{1},{2}.{3}. {4}, {5}, {6} } (7.1)
zdarzeniami losowymi moga by¢:
e 1,2, 3,4,5,6
e liczby parzyste
e liczby nieparzyste
o itd.

Definicja 31. Zdarzenie losowe (zdarzenie) to kazdy zbiér nalezacy do addytywnego ciata
Z. Zdarzenie pewne to caly zbior Q, zdarzenie niemozliwe to (). A’ to zdarzenie przeciwne do
zdarzenia A.

7.1 Dzialanie na zdarzeniach

Dziatania na zdarzeniach jest analogiczne do dziatan na zbiorach.

Definicja 32. Koniunkcja (iloczyn) dwoch zdarzen A, B € Z nazywamy zdarzenie AN B
(oznaczane krocej AB), sktadajace sie z tych zdarzen elementarnych, ktére naleza zaréwno do
zdarzenia A jak i do zdarzenia B. Dla przeliczalnie wielu zdarzen (;cr A;, jest to zdarzenie
nalezgce do kazdego zdarzenie A;.



Definicja 33. Alternatywa (suma) zdarzei A, B € Z nazywamy zdarzenie AUB, sktadajace
sie ze zdarzen elementarnych w, ktére nalezg co najmniej do jednego ze zdarzen A, B. Dla

przeliczalnie wielu zdarzen ;e A; to zdarzenie, ktore nalezy do co najmniej jednego zdarzenia
A;.

Definicja 34. Réznica A\ B (oznaczana A — B) zdarzen A, B € Z nazywamy zdarzenie
sktadajace sie z tych zdarzen elementarnych w, ktére nalezg do zdarzenia A, ale nie nalezg do
zdarzenia B. W szczegdlnosei réznica 2\ A jest zdarzeniem przeciwnym do A.

Definicja 35. Mowimy, ze zdarzenie A pociaga zdarzenie B (albo, zdarzenie B jest nastep-
stwem zdarzenia A), co zapisujemy A C B, jesli kazde zdarzenie elementarne w nalezace do
zdarzenia A - réwniez nalezy do zdarzenia B. Jezeli A C Bi B C A, to méwimy, ze zdarzenia
sg rowne i zapisujemy A = B.

Definicja 36. Méwimy, ze zdarzenia A, B € Z wykluczaja sie (albo: wylaczaja sie), jesli
nie majg wspolnych zdarzen elementarnych, tj. gdy ich koniunkcja jest zdarzeniem niemozliwym
AB = 0.

Moéwimy, ze zdarzenia Ay, ..., A,, ... wykluczaja sie parami, jesli kazde dwa sposréd nich
wykluczaja sie, czyli A;A; =0, gdy @ # J.

Wlasnosci dzialan na zdarzeniach:

a) AN B = BN A przemiennos¢ koniunkcji zdarzen

)
b) AU B = B U A przemiennos¢ alternatywy zdarzen
c) AN(BNC)= (AN B)NC tacznosé koniunkeji zdarzen
d) AU(BUC) = (AU B)UC) taczno$¢ alternatywy zdarzen
e) AN(BUC)=ANBUANC

AN (UieT Az‘) = UieT(A N Az‘)

rozdzielno$é¢ koniunkcji zdarzen wzgledem alternatywy zdarzen

f)y AUBNC)=(AuB)Nn(AuUC()
AU (ﬂieT Ai) = mieT(A U At)

rozdzielnos¢ alternatywy zdarzen wzgledem koniunkcji zdarzen

g) (ANB) = A UB
(mieT Ai), = Uiet A;
(AUB) =A'NnB
(UiET Az‘), = nieT A;

Prawa De Morgana



8 Kombinatoryka

Definicja 37. Permutacje bez powtorzen. A dowolny zbior ztozony z n-elementéw
A=A{ay,ag,...,a,} (8.1)

Permutacja bez powtérzefi n elementowego zbioru A (permutacja bez powtérzen n ré-
zynych elementéw) - nazywamy kazdy n wyrazowy ciag, w ktérym kazdy element zbioru
A wystepuje dokladnie raz. (Jest to po prostu uporzadkowanie elementéw danego zbioru wg
jakiego$ kryterium)

P, =n! (8.2)
Liczba mozliwych permutacji.
Definicja 38. Permutacje z powtdrzeniami. A zbior k-réznych elementéw: A = {aq, ..., ax}.
Permutacja n elementowa z powtorzeniami, w ktorej element a; powtarza si¢ n; razy, ..., ele-

ment a, powtarza sie ny razy oraz ni + ...+ ng = n, nazywamy n-wyrazowy ciag, w ktérym
poszczegblne elementy zbioru A powtarzajg sie wskazang liczbe razy.
n!
Pyt = — 8.3
" ni!l - ny! (8.3)
Definicja 39. Wariacja bez powtoérzen. Niech A bedzie zbiorem n réznych elementéow.
Kazdy k wyrazowy ciag k réznych elementéw tego zbioru (K < n) nazywamy k-wyrazowa
wariancjg bez powtérzen z n-elementowego zbioru A.
VE=nn-1)n-2)-...-n—k+1=nl, k<n (8.4)
Definicja 40. Wariacja z powtoérzeniami. A zbiér n elementowy. Kazdy k-wyrazowy cigg
(mogacych sie powtarzaé) elementéw tego zbioru, k < n, nazywamy k-wyrazowa wariacja z
powtorzeniami z n-elementowego zbioru A.
VE=npF (8.5)
Definicja 41. Kombinacje z powtdrzeniami. A zbiér n elementowy (rézne). Kazdy k-
elementowy (k < n) podzbidér zbioru A nazywamy k-elementowa kombinacja bez powtdrzen

n-elementowego zbioru A (lub kombinacja z n elementéw po k elementow).
Np. {a,c} C {a,b,c,d} jest 2-elementowa kombinacja 4-elementowego zbioru (kolejnos$é nie jest

istotna).
AN n! _ﬂ
On = (k:) CKl(n—k)! k! (8.6)
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Definicja 42. Kombinacje z powtérzeniami. Mamy elementy n réznych rodzajow. Ele-
menty tego samego rodzaju traktujemy jako identyczne. Kazdy zbior (zestaw) sktadajacy sie
z k elementéw (k < n), gdy kazdy element nalezy do jednego z tych rodzajow, nazywamy
k-elementowa kombinacja z powtérzeniami z n rodzajow elementow.

Np. Z elementéow 3 radzajéw (n=3) (oznaczmy je jako a,b,c) mozna utworzy¢ nastepujace
2-elementowe kombinacje

{a,a},{b,0},{c,c}, {a,b},{a,c}, {b,c} (8.7)

n+k:—1> (n+k-1)

~k k _
On = Cnir = < k H(n —1)! (8.8)

9 Prawdopodobienstwo

Definicja 43. Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa.
e () — przestrzen zdarzen elementarnych doswiadczenia losowego D
e Z — zbidér zdarzen elemenatrnych

Prawdopodobienstwo funkcja P przyporzadkowujaca kazdemu zdarzeniu A € Z liczbe P(A)
spetniajaca

1. P(A) > 0 dla kazdego zdarzenia A € Z
2. P(Q2) =1, (unormowanie)

3. Jezeli Ay,...  A,,... jest dowolnym ciggiem parami roztacznych zdarzen ze zbioru Z, to
P(AJUAU...A,U...) = P(A))+P(A2)+...+ P(A,) +... (przeliczalna addytywnoscé)

Wtasnosci
1. P@)=0
2. Jezeli A pociag zdarzenie B, A C B = P(A) < P(B) oraz P(B\ A) = P(B) — P(A)
3. P(A) <1, A dowolne
4. P(A)+ PA) =1

5. prawdopodobienistwo alternatywy dwoch dowolnych zdarzen (czyli prawdopodobienstwo
zajScia co najmniej jednego z tych zdarzen) jest réwne sumie prawdopodobienstw tych
zdarzen zmniejszonej o prawdopodobienstwo ich koniunkcji, czyli

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)
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6. Klasyczna definicja prawdopodobienstwa.

e Przestrzen () sktada sie z n zdarzen elementarnych, czyli n(Q2) =n

e zdarzenia jednoelementowa {w;} sa jednakowo prawdopodobne, czyli

P({wl}) = P({WQ}) =...= P({wn}) = 711

Definicja 44. Prawdopodobienstwo warunkowe

P(AN B)

P(AIB) = 55

P(B) >0
jest to prawdopodobienstwo zdarzenia A obliczone przy zalozeniu, ze zaszto zdarzenie B.

Stad wynika wzér na prawdopodobienstwo koniunkeji (tacznego zajécia) zdarzen

P(AB) = P(A)P(B|A) P(A) >0 9.1)
P(AB) = P(B)P(A|B) P(B) >0

Definicja 45. Prawdopodobienstwo koniunkcji n zdarzen. Dla n = 3 jest dane wzorem
P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB) P(AB)>0
dla n zdarzen
P(A1As... A,) = P(A))P(As| A1) P(A3|AxAy) ... P(AL|A1 Ay L Aq)
gdy P(A1Ay... A, 1) >0
Definicja 46. Niezaleznos¢ dwéch zdarzen. Mowimy, ze zdarzenia A, B € Z sa niezalezne,

gdy
P(AB) = P(A)P(B)

réownos¢ ta nie wyklucza sytuacji, gdy P(A) = 0 lub P(B) = 0. Gdy oba sa rézne od zera wtedy

P(A|B) = P(A) P(B|A) = P(B)

10 Prawdopodobienstwo caltkowite i wzér Bayesa

Twierdzenie 47 (O prawdopodobienstwie catkowitym). B - dowolne zdarzenie, zdarzenia
Ay, ..., A, speliaja warunki

1. wykluczaja si¢ parami A, N A; =0 dla i # j

2. ich alternatywa jest zdarzeniem pewnym, czyli A; U Ao U...UA, =
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3. moja dodatnie prawdopodobienstwa P(A4;) >0dlai=1,...,n
to prawdopodobienstwo zdarzenia B wyraza si¢ réwnoscig
P(B) = P(A1)P(B|A;) + ...+ P(A,)P(B|A,) (10.1)
zwang wzorem na prawdopodobienstwo catkowite (zupetne)

Twierdzenie 48 (Bayesa). Jezeli B jest dowolnym zdarzeniem o dodatnim prawdopodobien-
stwie P(B) > 0, zdarzenia Ay, ..., A, za$ speliaja warunki 1,2,3 twierdzenia o prawdopodo-
bienstwie catkowitym, to prawdopodobienstwa warunkowe P(Ag|B) zdarzen Ay przy warunku
B, k=1,... n wyrazaja si¢ rownosciami

P(AR) P(B|A)

P(Ai|B) = " P(A)P(BIA;)’

k=1,...,n (10.2)

11 Zmienna losowa - jednowymiarowa

Definicja 49. Zmienna losowa. Ujecie intuicyjne.

Zmienna losowa - przyjmuje wartos¢ liczbowa zalezng od przypadku, a wiec nie dajaca sie usta-
li¢ przed przeprowadzeniem doswiadczenia.

Ujecie matematyczne.

(Q, Z, P) - przestrzen probabilistyczna. Zmienna losowa - dowolna funkcja X, okreslona na
przestrzeni zdarzen elementarnych {2 o wartosciach ze zbioru R majaca wlasnosci: dla dowol-
nej, ustalonej liczby rzeczywistej x zbior zdarzen elementarnych w, dla ktérych spetniona jest
nieréwnos¢ X (w) < z, jest zdarzeniem, czyli

{w: X(w) <z} €Z Vg (11.1)

Definicja 50. Prawdopodobienstwo P(X € A) przyjecia przez zmienna losowa X wartosci ze
zbioru A, A C R, okredlamy rownoscia

P(X € A) = P({w: X(w) € A}) (11.2)

gdzie A jest dowolnym zbiorem na prostej, np.: A = {zo}, A = [a,b], A = (x¢, +00) itd. Dla
A = [a,b) mamy

P(X € A)=Pla< X <b)=P({w: a < X(w) < b}) (11.3)
Definicja 51. Dystrybuanta zmiennej losowej F'(x) (lub Fy(x))
Fx(z)=P(X <z) z€R (11.4)

Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje Fy okreélong na calym R.
Dystrybuanta F' dowolnej zmiennej losowej ma wlasnosci
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1. 0 < F(z) < 1dlakazdego x € R

2. lim, o F(z) = F(—00) = 0 oraz lim, ., F(z) = F(c0) =1

3. F jest niemalejaca

4. jest funkcja (co najmniej) lewostronnie ciagta, czyli hmx—mg F(x) = F(xo)

5. prawdopodobienstwo P(a < X < b) przyjecia przez zmienna losowa X wartosci z prze-
dziatu [a,b) jest réwne przyrostowi dystrybuanty F' miedzy punktami a,b, czyli P(a <
X <b)=F(b)— F(a)

6. prawdopodobienstwo P(X = zy) przyjecia przez zmienng losowa X dowolnej, ustalonej
wartosci  wyraza sie za pomoca dystrybuanty F' rownoscia: P(X = zg) = hmxﬁra‘ F(z)—
F (o)

7. Jezeli G jest dowolng funkcja o wartosciach rzeczywistych majaca wtasnosci 2,3.4, to
funkcja G jest dystrybuantg zmiennej losowe;j.

11.1 Zmienna losowa typu skokowego

Definicja 52. Zmienna losowa X jest typu skokowego (dyskretnego) jezeli istnieje skoriczony
albo przeliczalny zbiér W, = {x1,...,2,,...} jej wartosci 1, ..., x,,... taki, ze

=1

Definicja 53. Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa. Funkcje p okreslong na zbiorze W, réw-
noscia
pa) =PX=x)=p z €W, (11.5)

lub przedstawione przy pomocy dwuwierszowej tablicy

Iz‘l’l‘l’g“.rn‘

pi‘pl ‘pﬂ‘pn‘
spehiajaca warunek unormowania (3°; p; = 1) nazywamy funkcjq rozkladu prawdopodobienstwa
(lub funkcja prawdopodobiefistwa) zmiennej losowej X

Definicja 54. Dystrybuanta zmiennej losowej typu skokowego:

e prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienna losowa X wartosci ze zbioru A P(X € A) =
Zmi cA Di

o w szczegélnosdcl Pla < X < b) = 3, .. <p Di

e gdy a = —oo mozemy wyznaczy¢ dystrybuante F' skokowej zmiennej losowej X: F(z) =
P(X < x) = Efoo<xi<x Di
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11.2 Zmienna losowa typu cigglego

Definicja 55. Zmienna losowa X przyjmujaca wszystkie wartosci z pewnego przedziatu (albo
przedzialéw), dla ktérej istnieje nieujemna funkcja f taka, ze dystrybuante F' zmiennej losowe;
X mozna przedstawi¢ w postaci:

F(z) = / fdt zeR (11.6)
nazywamy zmienna losowa absolutnie ciagta (zmienna losowa ciagta, typu ciaglego), a funkcje
f jej gestoscia.

Pole obszaru ograniczonego wykresem gestosci f i osiag Ox jest réwne 1.

Jezeli gestosé zmiennej losowej X f(t) # 0 tylko w (a,b) to rozktad jest skoncetrowany na
przedziale (a, b).

Wtasnosci zmiennej losowej typu ciaglego:

e jezeli x jest punktem ciggloéci gestosci f, to F'(z) = f(x), [T f(H)dt =1

e Pla<z<b)=[°f(z)dx
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