1 Wektory

Co to jest wektor? Jest to obiekt posiadajacy: modutl (dtugosé), kierunek wraz ze zwrotem.

1.1 Dodawanie wektoréw graficzne i algebraiczne.
Graficzne - metoda rownolegtoboku.

e Sprowadzamy wektory do tego samego punktu zaczepienia. Podczas tej operacji nie zmie-
niamy dtugosci, kierunku ani zwrotu wektora.

e Przez koniec kazdego z wektorow prowadzimy prosta réwnolegta do drugiego wektora.

e Rysujemy wektor, ktory jest zaczepiony w tym samym miejscu, natomiast jego ,koniec”
znajduje sie w miejscu przeciecia sie obu prostych réwnolegtych. Innymi stowami rysujemy
przekatng utworzonego réwnolegtoboku.

Graficzne - metoda trojkata

e Zaczepiamy jeden wektor w koncu drugiego wektora. Zachowujemy diugosé, kierunek i
ZWrot.

e Poczatek pierwszego wektora jest poczatkiem wektora sumy, natomiast koniec wektora
sumy jest ulokowany na koncu drugiego wektora.

Zadanie 1. Pokaza¢ graficznie, ze metoda trojkata jest rownoznaczna metodzie rownolegtobo-
ku.

Co robimy z odejmowaniem? Odejmowanie wektora a — b mozna potraktowac jako a + (—l;)
czyli jako sume wektoréw a i b, z ta réznica, ze wybieramy wektor b z przeciwnym zwrotem.

Zadanie 2. Dodaj wektory d, b metoda graficzna. (4 zadania: 2 réwnolegtoboku, 2 tréjkata,
po jednym w kazdej metodzie bedzie z odejmowaniem).

Metoda algebraiczna. Kazdy wektor jest przedstawiony poprzez swoje wspoirzedne a =
(a1, as,...,a,). Sume wektorow a + b= (ay +b1,a + bo, ... an + by).

Mnozenie wektora przez skalar, sprowadza sie do przemnozenia wszystkich sktadowych
przez te liczbe: ad = da = (aay, aas,...,aa,). Graficznie przedstawienie: jezeli a > 1, to
wektor @ wydtuzamy « razy, jezeli 0 < a < 1 to wektor skracamy « razy. Jezeli @« = —1 to
wektor zmienia zwrot.

Zadanie 3. Dodaj wektory i upro$¢ wyrazenia.

o i=(1,0312),0=(02522)¢=(0.75051)
o G=(-2,0017,2%, b= (0.125,%,-3.62): ¢= (~1,1.342,4.38)
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o G=1(—2,0042,-55), b= (-22,1.0734,1.1): ¢ = (},1.0818,0)

,0.3,—1), b= (3.8(3),07, 1), 6= (-8, 8 Ly d=(3,8 1)

127 20° 1200 12

1.2 Kombinacja liniowa wektorow

Kombinacja liniowa wektorow ad + 3b + vC = d.

Definicja 1. Méwimy, ze miedzy n wektorami dy,ds, ..., d, istnieje liniowa zaleznosé¢, gdy
istnieje n liczb aq, as, ..., ay, z ktorych nie wszystkie sa rowne zero i dla ktérych zachodzi
a161+a262+...+@n6n:6 (11)

Jezeli przy powyzszych zalozeniach taka zaleznos¢ nie zachodzi méwimy, ze wektory sa liniowo
niezalezne.

Zadanie 4. Czy wektory sa liniowo zalezne? @ = (1, —2) oraz b = (2,4). Sprawdzamy czy
ad + b = 0, wiec:

a+ 243
—2a+43 = 0 (1.2)
a = —20, wstawiajac do drugiego rownania mamy 83 = 0, wiec § = 0. Gdy f = 0 to i

a = 0. Wiec nie istnieja takie v i 3, ktére jednoczesnie sg rézne od zera, zeby byta spetniona
ad + b = 0. Wniosek: sa liniowo niezalezne.

Zadanie 5. Czy wektory a, b, ¢ sa liniowo zalezne czy niezalezne?
e a=(1,0,3), b=(1/2,1,1), ¢=(0,—-1/2,1/2)

Dwa przyktady losowe.
Rozwigzanie: Tworzymy macierz wektorow, czyli ustawiamy wektory w tabelke postaci

1 0 3
A=|12 1 1 (1.3)
0 —1/2 1/2

Liczymy wyznacznik tej macierzy tzn.

1

1 1 1 1 1
detA=1-1-= .1 o (=3)Y=31-0—-0-=-Z—-1-1-(-Y== 1.4
e 2+0 0+3 ( 2) 3 0-0 55 ( 2) 1 (1.4)

N | —

Poniewaz wyznacznik jest rozny od zera, to wektory te sa liniowo niezalezne.



Zadanie 6. Dane s trzy wektory @ = (1,—1), b = (4,3) i @ = (—10, —11). Przedstawi¢ wektor
¢ jako kombinacje liniowa wektorow a i b.
ad + (b = ¢. Wiec
a+43 = —10

—a+38 = —11 (1.5)
Z pierwszego a = —(10 4+ 43), wstawiajac do drugiego 35 + 10 + 403 = —11, wiec 75 = —21, to
f=-3ia=2.
Zadanie 7. Dane sg 4 wektory @ = (5, —2,0), b= (0,—3,4), &= (—6,0,1), d = (25, —22, 16).

Przedstawi¢ wektor d jako kombinacje liniowg wektoréw a, b, c.
ad + b+ y¢ = d. Mamy uktad réwnan

dbav — 6y = 25
—2a—-38 = —22
486+~ = 16

Zadanie 8. Dane sa trzy wektory

o 7=(1,2,5), b=(2,4,-1), = (6,—1,-1).
o= (6’47 2)7 g: <_9a 673)7 c= (_37673)
o @=(2,-5,3), b=(—4,10,—6), &= (1,0,1).

Czy mozna przedstawi¢ wektor ¢ jako kombinacje liniowa wektorow a i b?
Nie. Wektory @, b, ¢ sa liniowo niezalezne.
Tak. ¢ = %Ef+ %b.

Nie. Wektory @ i b sg wspotliniowe.

1.3 Wektor i jego skltadowe

Kazdy wektor posiada sktadowe. Mozna wiec przedstawi¢ go przy pomocy tzw. wektoréw jed-
nostkowych i, 7, k (przypadek 3D). Wektory jednostkowe maja sktadowe:

i = (1,0,0)
i = (0,1,0)
k (0,0,1)

Wiec dowolny wektor @ = (ay, ag, as) = (ay, a,, a,) mozna przedstawié¢ jako
@ = a,i+ a,j + a.k (1.6)

Wektory i j’, k sa wzajemnie do siebie prostopadle i maja dtugosé¢ jeden.
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1.4 lloczyny skalarny

Iloczyn skalarny wektoréw a - b zdefiniowany jest:

a-b="b-a=alb|cos (£(a,b)) = asb. + a,b, + a:b., (1.7)
gdzie (Z(d, 5) = ¢ oznacza kat pomiedzy wektorami @ i b, a |d| oznacza dlugosé wektora
zdefiniowang jako

@l = Vad-d= /a2 + a2+ a2 (1.8)

Powyzsza definicja jest dla przypadku 3-wymiarowego. Mozna w tatwy sposéb zdefiniowaé
iloczyn skalarny dla dowolnego wymiaru, np. jako:

n

a-b:Zaibi, (19)
i=1
gdzie a; i b; sa sktadowymi wektoréw a i b (strzatka nad wektorami zostata pominieta). Dtu-
go$¢ wektora jest zdefiniowana analogicznie dla wyzej wymiarowych przypadkéw. Rezultatem
iloczynu skalarnego jest skalar!
Jak wyznaczy¢ kat zawarty pomiedzy dwoma wektorami?
Korzystamy ze wzoru na iloczyn skalarny

i-b i-b
cos(¢) = Ci = = ¢ = arccos (ié) (1.10)
|al|ol |al|o]

Jak obliczy¢ kat pomiedzy wektorem a odpowiednimi osiami?
Znowu wystarczy skorzystac ze wzrou na iloczyn skalarny. W tym wypadku bierzemy nasz
wektor i wektory jednostkowe ¢, j oraz k.

ap = |a|cosa = @-i
a, =lajcosf = a-j
a, =l|a|cosy = @k

(1.11)
cosa, cos 3 1cosy sa tzw. cosinusami kierunkowymi wektora @ i spetniajg zaleznosé
cos® a + cos® B+ cos®y =1 (1.12)

Zadanie 9. Pokazaé¢ powyzsza zaleznosc.
Wystarczy podstawic:

la|?
—_—
2l 2 @l +al+al
cos® a + cos® 3 + cos® y = %2 + 1 + az2 =" *=1 (1.13)
lal* ~ laf*  |al lal



Zadanie 10. Kiedy @-b = 07

Iloczyn skalarny moze wynosi¢ zero jezeli wektory sa do siebie prostopadte, lub co najmniej
jeden z wektorow jest wektorem zerowym. Prostopadtos¢ oznacza, ze kat zawarty pomiedzy
wektorami wynosi 7, natomiast cos 7 = 0.

™

2
Zadanie 11. Oblicz iloczyn skalarny wektorow a i 5, jezeli:
e |a| =5, |b] =6, Z(a,b) = %
o la| =2, [b| =4, L(a,b) =%
o la| =1, 10| =5, L(a,b) =7

Korzystamy z wzoru na iloczyn skalarny: a - b= |a||b] cos ¢, podstawiajac otrzymujemy

Sl

. :5-6COS§:30-O.5:15

e @-b=1-5cos(m)=—5

Zadanie 12. Oblicz iloczyn skalarny wektoréw a i l;, jezeli @ = 3e1 — 26e,, b = —2¢| — beéy, gdzie
€1 1 €5 sg jednostkowymi wektorami wzajemnie prostopadtymi.
Rozpisujac iloczyn skalarny otrzymujemy:

Q-b=—68 -6 =158 - & +4&-& +106,-& =4 (1.14)
=1 =0 =0 =1

Zadanie 13. Znalez¢ dtugosé wektora @ = 67 — 8¢5, gdzie €] i €3 sa jednostkowymi wektorami
wzajemnie prostopadtymi.

Analogicznie postepujemy jak w poprzednim zadaniu (wykorzsytujemy prostopadto$é wekto-
row, ktérych iloczyn skalarny znika), lecz tym razem korzystamy z wzoru na dlugos$é wektora.

la| = V- d=/36+64=10 (1.15)

1.5 Rozklad wektora na skladowe i rzutu wektora.

Z whasciwosci iloczynu skalarnego wynika: @ - b = |@||b| cos «r, wiec

- . g
cosa = Oi = (1.16)
|al[b]
Z definicji cosinusa mamy natomiast:
cosa = @ (1.17)
al



b=1

gdzie @, jest rzutem wektora @ na wektor b. Laczac powyzsze wyrazenia otrzymujemy:

Jest to dlugos¢ wektora rzutu. Teraz nalezy go przemnozy¢ przez wektor jednostkowy w kie-
runku b, tzn. przez

b
- (1.19)
1
ostatecznie wektor rzutu wyraza sie przez formute:
i b
e (1.20)

Na naszym rysunku wektor b jest dtugosci jednostkowej, wiec wyrazenie upraszcza sie do @, =
(@- b)b.

Jest to sktadowa réwnolegta oznaczana czasami @, = ). Kazdy wektor mozna jednoznacznie
roztozy¢ na sktadowa réwnolegta i prostopadta, tzn.

a=da, + C_L’H (1.21)

Sktadowa rownolegta wyraza si¢ natomiast wzorem

ST

i, =d—a (1.22)

Zadanie 14. Rozlozy¢ wektor w na sktadowe wzdtuz wektoréw



o W =(3,2),a=(1,0),b=(0,1).

-

o W =(-25),d=(21), b=(—13)

-

o W =(3,2—3), d=(21,0), b=(-1,0,3), ¢=(1,1,1).

Korzystamy z definicji rzutu:

Ty = Cﬁfu, 0) = (3,0) (1.23)
bW
= T (0,1) = (0,2) (1.24)
Drugi przyktad: o
wa—iélf(zn— 45+5(2,1):(§,;) (1.25)
= T (1) = L) = (g ) (1.26)

W trzecim przypadku mamy 3 wektory, na ktére rzutujemy, wiec trzeba wykonaé trzy
rzuty.

a- w 6+ 2 16 8
U, = 2,1,0 2,1,0 ) 1.27
7= 2 10) = 20 = (5 2.0) (1.27
5117 315 9 27
Up = -1,0,3) = ——(-1,0,3) = (=,0, —— 1.28
c 3+2-05 333
U 1,1,1 — (L1 =(z, =, 2 1.2
wc |"‘2( ) 3 (7 Y ) (27272) ( 9)

Zadanie 15. Rozt6z wektory na sktadowe prostopadla i rownolegly wzdtuz wektora b =

(1,0,—1/3)
o a=1(0,1,1/2)

e c=(—1,-1,0.75)



