1 Szereg Taylora

Definicja 1 (Szereg Taylora). Szereg potegowy postaci

f'(a) f"(a) J™(a)
1 9! oy

f@) = fla)+ =" (r—a)+ = (r—a)’+.. .+

n

(x—a)"+... = nz_:o i (x—a)" (1.1)
nazywamy Szeregiem Taylora. Funkcja jest rozwijalna w szereg Taylora, jezeli posiada pochodne
kazdego rzedu.

Definicja 2 (Wzér Maclaurina). Jezeli we wzorze Taylora przyjmiemy a = 0, to otrzymamy
tzw. wzor Maclaurina

@) = F(0)+ fll(!())x+ O 5 0, (12)

2! = n!

Zadanie 1. Rozwinaé na szereg Maclaurina funkcje f(z) = e®.
Przyktad ten jest bardzo tatwy, poniewaz kazda pochodna funkcji e* wynosi tyle samo, miano-
wicie e®. Co wigcej funkcja f(z = 0) = ¢ = 1, wiec

=1

e —ngo oy T —n;oax = —l—x+§+§+... (1.3)

Uwaga 1. Powyzszy szereg mozna przyjac za definicje funkcji e*, z ktoérej od razu widac, ze
!/
=1, (em) =" (1.4)

Uwaga 2. Przy uzyciu szeregu Taylora (czy jak w tym przypadku Maclaurina) mozemy obliczy¢
z dowolng doktadnoscia warto$é funkcji w odpowiednim punkcie, w szczegdlnosci zobaczy¢ ile
wynosi liczba e.
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natomiast wartos¢ liczby e to
e ~ 2.718281 (1.6)

uwzglednienie wiekszej liczby wyrazéw zblizytoby nas do tej wartosci, natomiast caly szereg
jest zbiezny do Scistej wartosci liczby e.

Zadanie 2. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje

f(z) = sinz :
f(z) = cosz (1.8)
W obu przypadkach nalezy policzy¢ odpowiednie pochodne funkcji. Zacznijmy od sinusa.

f(z) = sinz

f'(x) = cosx

f"(z) = —sinx

f"(x) = —cosz

f®(z) = sinzx (1.9)

jak widzimy w czwartej pochodnej wrécilismy do punktu wyjscia. Teraz zobaczmy jakie wartosci
przyjmuje ta funkcja w punkcie x = 0

f(0) = sin0=0
f'(0) = cosO=1
f7(0) = —sin0=0
f"(0) = —cos0=-1
f0) = sin0=0 (1.10)
czyli szereg Maclaurina wyglada nastepujaco
0 -1 0 1
sinx:0+1-x+§x2—l—§x3+ax4—l—ax5—l—... (1.11)

jak wida¢ w sumie niezerowymi elementami sg wylgcznie wyrazy nieparzyste, czyli ostatecznie
mozna wyrazi¢ funkcje sinus jako

] [e%¢} . x2n+1
sinx = nZ::O(—l) 2n 1) (1.12)
WezZmy tak samo postapmy z funkcja cosinus
f(z) = cosz
f'(r) = —sinz
f"(z) = —cosx
f"(x) = sinz
f@z) = cosx (1.13)



pochodne te przyjmujg wartos¢ w punkcie x = 0

f(0) = cosO=1
F(0) = —sin0=0
f"(0) = —cos0=-1
f"(0) = sin0=0
FO0) = cos0=1 (1.14)
czyli szereg to . 0 .
_ L2 Y3z, L4
cosr =1+ 0x + o ¢ —1—3!30 +4!x +... (1.15)

tutaj ostaja sie wyltacznie wyrazy przy parzystych potegach x, wiec mozna zapisa¢ ogdlng postac

[e%e) 2n

cosz =Y (=1)" o) (1.16)

n=0

Zadanie 3. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje

1
flx) = \/H‘—QZ
flz) = In(1+x) (1.17)
f(z) = arctanx (1.18)

Liczymy kolejne pochodne

fla) = VIta)l=(1+a)2

fl@) = 51+
fi@) = o)t
o= Ry
Czyli dla x = Omamy
fO) = 1
) = =51
" _ §
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czyli
1 3 , 35
J)=1-gr+ 500" — 55

Zrébmy to samo z kolejnym zadaniem, gdzie f(z) = In(1 + z)
f@) = (1 +a)

x3—|—...
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fla) = ;o= (o)
" o 1 o —
f (iL‘) - _(1+33)2 - (1+x) ?
" o 2 o —
f(x) = TEE =2(1+x)7?
dla x = 0 jest
f0) =0
f) =1
f'/l(O) — _1
f///(o) — 2
wiec
f(x):m—;x2—l—;x3+...
W nastepnym przykladzie mamy funkcje f(x) = arctan x, wiec
f(z) = arctanz
, B 1
y B —2x
f (33) - (1 +x2)2
" —2(1 + 2?)% + 822(1 + 2?)
dla z = 0 mamy
f0) =0
f') =1
f1(0) = 0
7o) = -2
wiee 3 5 n+1
B oz X (—1)mpt
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