Przyktady .interesujacych” rozwiazan.

Zadanie 1. Oblicz pochodna

cos?(z)

flz) = 2" + (1)

cos(2x)
To zadanie mozna zrobi¢ na kilka sposobow. Wazne jest aby opisywacé swoj tok rozumowa-
nia, to pozwala dostrzec wlasne stabosci w rozumowaniu poje¢, oraz sprawia, ze notatki
staja sie bardziej transparentne. Wszystko to utatwia przyszta nauke.

Przejdzmy do rozwiazania. Wyrazenia pogrubione lub podkreslone sa najistotniejszymi
elementami, reszta jest opisem, ktory w ogdlnosci (z braku czasu) mozna pominaé.
Przyktad 1

Funkcje f(z) dzielimy na dwie funkcje f(z) = h(x) + g(z). Gdzie h(z) = 2@ i

g(x) = 222?2(3 Bedziemy korzystaé¢ z faktu, ze pochodna sumy funkcji réwna jest sumie

pochodnych funkcji, tzn. f'(x) = h'(x) 4+ ¢'(x). Obliczmy najpierw h'(z). Wykonajmy lo-
garytm obu stron, otrzymamy wtedy:

In {h(z)] =1In {xsm(x)] = sin(x) In(x) (2)

powyzej skorzystaliémy z wlasnoéci logarytmu: Ina® = blna.
Obliczmy teraz pochodna wyrazenia (2). Mozemy tak zrobié, poniewaz funkcja lo-
garytm jest réznowartosciowa.
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Liczymy te pochodng jak zwyczajng pochodng funkcji zlozonej. Prawa strona
natomiast jest pochodng iloczynu, wiec mamy:
sin(z)

d .
i sin(z) In(z) = cos(z) In(z) + -

(4)

Nas interesuje ile wynosi h/(z), wiec taczac réwnania (3) i (4) mamy:

() = (o) (cos(e) In(e) + Sin(""”)) (5)

T

wstawiajac postaé¢ h(x) otrzymujemy:

W (x) = 250 (cos(x) In(x) + sin(x)) (6)

T



Obliczmy teraz pochodna g(z). Mozna skorzystaé z tozsamosci trygonometrycznej:
cos(2z) = cos?(z) —sin?(x) oraz z jedynki trygonometrycznej cos? z +sin’z = 1, wiec

mamy cos(2z) = 2cos?(z) — 1. Przeksztalcajac to réwnanie: cos®x = ;(COS(QQT) + 1)

(jezeli kto$ zna te tozsamosé moze ja od razu wykorzystaé, niemniej jednak warto jest
pokazaé jak ja otrzymujemy). Wstawiamy to rozwiniecie do licznika, co upro$ci nam
wyrazenie:

_cos’(z)  lcos(2x)+1 1 /cosf2x) 1 1 1
9() = cos(2r) 2 cos(2x) 2(005(2@ - cos(2x)) B 2(1 * Cos(2x)) (7)

Liczac pochodng powyzszej funkcji korzystamy z faktu, ze pochodna skalara wynosi zero.
Drugi czlon traktujemy jako funkcje zlozona p(y) = y~!, gdzie r(z) = cos(z),
a s(r) = 2z. Wiec h(z) = p(r(s(x))), korzystajac z reguly lancuchowej mamy:
W (x)=7p(r(s(x)))-r'(s(z)) - s'(x). Obliczajac kazda pochodna z osobna, mamy:

P =) =y 2 () = oo () - ey ®
r'(z) = —sin(z) = r'(s(x)) = —sin(2z) (9)

podstawiamy
s'(x) =2 (10)

Mnozac przez siebie powyzsze réwnania oraz uwzgledniajac staly czynnik %,
otrzymujemy:

, 1 1 _ sin(2x)
W) = 2 [_cosz(Qa:) ( _ s1n(2x)),-\2/] B cos?(2x) (11)
~N —— 1 (5(2) s'(x)

Wystarczy teraz dodaé do siebie pochodne: ¢'(x) + h/(z) aby otrzymaé pochodna
calej naszej funkcji: f'(x)

f/(l’) _ xsin(a:) (COS(J?) ln(:p) I Slnx(l')) 4 5;;;((2212) (12)

To jest ostateczny wynik!!! (jak ktos chce moze go przedstawi¢ w troche innej formie, np.
przy uzyciu funkcji tangens).

Przyktad 2 Drugi przyktad rozwigzania co do pierwszej czesci przebiega identycznie. Na-
tomiast pochodna funkeji h(z) obliczana jest w inny sposéb. Nie bede tutaj przedstawial
wszystkich rachunkéw (poniewaz sa znacznie zmudniejsze niz w przyktadzie 1). Ogranicze
sie do opisu co nalezy zrobi¢ (te podpunkty sa wazne w opisie rozwigzan!!!)



e Traktujemy h(x) jako iloraz funkcji: h(z) = % (nie myli¢ funkcji p(z) i r(x) z

funkcjami wprowadzonymi w poprzednim przyktadzie.

e Liczymy pochodna podtug wzoru na pochodng ilorazu, tzn.:

i) = ) ) ek "

e Korzystamy z tozsamosci trygonometrycznych, w celu uproszczenia wyrazenia. Toz-
samosci to: sin(2z) = 2sin(z) cos(z) oraz z tej samej co w przyktadzie 1.

e Uproszczone w ten sposob wyrazenie dodajemy do pochodnej funkeji g(z) i otrzy-
mujemy wynik koncowy!!!.

Jest to tylko schemat rozwiazania. Wniosek jaki z tej analizy jest wyprowadzony to:
stara¢ sie jak najprzejrzysciej prezentowac¢ swoj tok rozumowania, nie trzeba pisa¢ wielkich
opracowan do pojedynczego rachunku, ktory jest oczywisty, lecz gdy chcemy skorzystaé
z jakiej$ specjalnej, ,nietuzinkowej” wlasciwosci, warto opisa¢ proces jej uzycia. Czesto
taki opis moze skroci¢ rachunki (np. zauwazenie pewnej symetrii, ktora od razu ulatwia
nam zadanie).



