1 Roéwnania rézniczkowe drugiego rzedu

Najpierw zajmiemy si¢ réwnaniami rézniczkowymi rzedu drugiego, w ktérych y nie wystepuje

w sposob jawny, tzn.
Flz, o, y') =0

Roéwnanie takie rozwiazujemy poprzez podstawienie

y' = p(x)
wiec
y// — p/
stad otrzymujemy réwnanie rézniczkowe rzedu pierwszego
F(z, p, p) =0

Zadanie 1. Rozwiaza¢ réwnanie rozniczkowe drugie rzedu

pP=1-p
rozdzielajac zmienne i catkujac
dp
U
1 —p?
catke po lewej stronie rozwiazujemy poprzez utamki proste
1 A B
= +
1—p?> 1—p 1+p
czyli
A-B =0
A+B =1
wiec A = B =1/2, czyli catka
dp 1 dp dp
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1 1—p
=—In|——|+C
1—p 1—|—p) 2 ‘1+p|
wiec

1 1—p ~
|| =z+C
2Il|1_|_p| T+ 1
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czyli wyliczajac p mamy

1—p 1—611623j
— T =0 21— p=C1e* 4 pCre* = p= —————
T 1€ P 16”7 +plie p 11 Cyete
wiedzac, ze
_dy  1—Che*
de 14 Cie?®

rozdzielamy zmienne i otrzymujemy dwie catki

/ dx Cie**dx
1+ 6(162‘7j 1+ 611623j

druga z nich rozwigzywana jest przez podstawienie 1 + C1e** = t, wiec C1e**dx = %dt

1 pdt 1 ~

[ —=_-In[1+Ce*|+ C

5] 7 =3 n|l+Ce™| + Cy
natomiast pierwszg musimy troche przeksztatcic¢

1 1 e

1+ Cle2r (e — () (e =}

2x

teraz wykonujemy podstawienie t = e™** — 'y co nas sprowadza do calki postaci

dx 1 pdt 1
- - _Z 7:_71 —2x C C
/1+Ole2x 2] ¢ o e+ Gl + G

czyli naszym rezultatem jest
1 —2z 1 2z e
y:—iln]e +Cl\—§ln\1—|—Cle |+C

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie rézniczkowe

y// — 1 5
1+

y// — y/ + 6(13

y' = x+sinx

:By”+y’ — $2_|_1

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

Pierwsze zadanie nie posiada w jawny sposéb y 13/, ale tak czy inaczej zamieniamy to réwnanie

z drugiego rzedu na réwnanie pierwszego rzedu. y' = p, wiec y” = p', stad

(1.24)



rozdzielajac zmienne otrzymujemy réwnanie catkowe

/pdp:/ de (1.25)

1+ 22

czyli p = arctan x + C1, pamietajac, ze p = 1/, to

/ydy = /arctanxdx—i— C’l/dx (1.26)
catke z arctan z liczyliSmy przez czesci, co nam dawato
1
/arctan xdx = rarctanx — 3 In |1+ 2% + Cy (1.27)
czyli rozwigzaniem jest
1
y = x(arctanx + C) — §ln|1+:v2|+02 (1.28)
Zadanie (1.21)
i / xT
y' =y +e (1.29)

po podstawieniu p = 3 przechodzi w
p=p+e’ (1.30)

jest to rownanie niejednorodne. Najpierw rozwiazujemy zagadnienie jednorodne postaci
p—-p=0=p=p (1.31)

Roéwnanie to sprowadza sie do catki postaci

d .
/—p:/dwiln]m:x—i—(}:p:(}’lew (1.32)
p
teraz uzmienniamy stata, czyli
p=u(x)e” (1.33)
i wstawiamy do réwnania (1.30), czyli
d
ﬁez =e" (1.34)

skracajac przez e* mamy roéwnanie catkowe
/du:/dmﬁu:quC’l (1.35)

czyli
p = xe® + Cre” (1.36)
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wiedzac, ze p = 1/ to

jy =ze” 4+ Cie” = /dy = /a:e’”d:p +C /exdx (1.37)
x

pierwsza caltke po lewej stronie rozwiazujemy przez czesci (kilkukrotnie mieliémy z nia kontakt,
wiec nie bedziemy w tym miejscu jej po raz kolejny rozwiazywac)

y=uxe" —e” + Cre” + Cy (1.38)
Zadanie
y'=x+sinz (1.39)
tutaj réwniez nie posiadamy w jawny sposéb 3 i y, nie mniej jednak 3" = p’, czyli
1
p=1x+sinxr = /dp = /xd:c + /sinxdac =p= 51‘2 —cosx + Cy (1.40)
czyli
1 1
p=y = 5:62 —cosr +Cy = /dy = E/xde — /cosxdx—i—C’l/dx (1.41)
wiec rozwigzaniem réwnania jest
1
Y= gxg —sinz + Ciz + Cy (1.42)
Kolejny przyktad
vy’ +y =2 +1 (1.43)
przeksztalca si¢ do réwnania
ap +p=a"+1 (1.44)

jest to znowu réwnanie niejednorodne, czyli najpierw radzimy sobie z zagadnieniem jednorod-
nym

d d d .
asp'+p:0:>—p:—B:>/—p:—/—$:>ln|p|:—ln|x|+C (1.45)
dz x P x
uzmieniajac stala
1
p=u(z)- (1.46)
x
i wstawiajac do réwnania niejednorodnego otrzymujemy
1
u':x2—|—1:>/du:/a72dx+/dx:u:§x3+x—|—C’1 (1.47)
czyli
1, Cy
= - 14+ — 1.48
p=grt+ 14— (1.48)

stad wyliczamy y
1
/dy:/pda:: §x3—|—x—|—01 In|z|+ Cy (1.49)



2 Roéwnania rézniczkowe o wspoétczynnikach stalych

Roéwnanie rézniczkowe o wspotezynnikach statych ma postac

2
a@—i—b%

oz T T =f@) (2.1)

2.1 Roéwnania jednorodne

gdy f(z) =0, czyli

d’y dy
a—+b—+cy=20 2.2
da? + dx oy (22)
zakltadamy rozwiagzanie postaci y = e'*, wiec
y = €v (2.3)
y/ — /r_,e’f’l’
y// — 7“267‘:10

wstawiajac do réwnania ogdlnego mamy
ar?e™ 4 bre™ + ce™ =0 (2.6)
dzielgc przez ™ dochodzimy do rownania charakterystycznego postaci
ar® +br+c=0 (2.7)

Liczymy teraz delte i gdy A > 0, czyli rownanie ma dwa pierwiastki, to rozwigzaniem naszego
rownania rézniczkowego jest funkcja

y = Cre"" + Coe™" (2.8)

gdzie 71 1 5 to pierwiastki réwnania (2.7).
Gdy A =0, czyli 7, = r9 to rébwnanie ma rozwigzanie postaci

(C’lx + Cg)e“x (29)
Jesli natomiast A < 0, czyli pierwiastki sg zespolone
r = a—1if (2.10)
ry = a+if (2.11)
gdzie
b vV—=A
- _ = 2.12
@ 2a ' b 2a (2.12)
to rozwigzanie jest postaci
y = e**(Cy cos fx + Cysin fx) (2.13)



Zadanie 3. Rozwiaz réwnanie rézniczkowe
y' =2y =0
Czyli réwnanie to sprowadza sie do rozwazenia réwnania charakterystycznego postaci
?—2r=0=2(r—-2)=0=>2=0Vr=2

poniewaz sg dwa pierwiastki, wiec rozwigzanie bedzie postaci

y = C1e% + Che™ = Cy 4 Che®®
sprawdzmy, czy nasze rozwigzanie spelnia wyjsciowe rownanie rézniczkowe

y' = C(2)%* |y =205

wiec
4C5e* — 2. 2C5e*® = ()

Zadanie 4. Rozwiaz réwnania rézniczkowe
1
Z roT _
y +y + 4y
y' -y -2y =
y' =2ty =
y'+2y +5y =

o O o O

Pierwsze zadanie sprowadza sie do rozwazenie rownania charakterystycznego postaci

1 1
?+r+-=0=(z+-)°=0
4 2
czyli sa dwa pierwiastki réwne sobie x = —%, wiec rozwigzanie jest postaci

(Cro + 02)6_%x

Przyktad
y// _ y/ _ 2y — 0

ma réwnanie charakterystyczne dane

?—r—-2=0=>A=148=09

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.25)

(2.26)

(2.27)



czyli sg dwa pierwiastki

1+3 2
T2 = —5— = { 1 (2.28)
wiec rozwiazanie jest postaci
y = C1e® + Coe™™ (2.29)
Zadanie
' =2 +y=0=(z—2)° =1, =2 (2.30)
jeden pierwiastek, wiec rozwigzanie postaci
(Crz + Cp)e* (2.31)
Nastepny przyktad to
'+ 2y +5y =0 (2.32)
czyli réwnanie charakterystyczne postaci
2 +20+5=0=A=4-20=-16 (2.33)
czyli pierwiastki sg zespolone. Wspolczynnik a = 5 = —1, natomiast § = 5= = 2, czyli
rozwigzanie jest postaci
e *(Cy cos 2z + Cy sin 2x) (2.34)
2.2 Roéwnania niejedonorodne
Tym razem f(z) # 0, czyli
d’y . dy
— 4+ b— = 2.35
aqg T Ty = f(@) (2.35)
Rozwiazaniem tego typu réownania jest funkcja postaci
y=uwy(x; C1, Co)+ ya(x) (2.36)

gdzie y; jest rozwigzaniem rownania jednorodnego, a ¥, jakim$ szczegdlnym rozwigzaniem po-
wyzszego réwnania. Najczesciej znajdujemy yo metoda przewidywania, lub poprzez uzmiennie-
nie statej.

Zadanie 5. Rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe
y' =Ty + 12y = x (2.37)

Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne postaci

Y =Ty +12y=0=> A =49 —48 =1 = 119 = —— =

! j; ! { 1 (2.38)



Czyli rozwigzanie rownania jednorodnego jest postaci

Yy = Cre*® 4 Cye®®

(2.39)

teraz przewidujemy rozwigzanie szczegblne jako wielomian stopnia pierwszego, poniewaz funk-
cja f(x) jest wielomianem stopnia pierwszego, czyli yo = ax+0b, stad v’ = a, y” = 0, wstawiajac

te wielkosci do réwnania (2.37) znajdujemy wspétezynniki a i b, czyli

—Ta+ 12ax + 12b = x

1

wige 12a = 1 czyli a = 45,

natomiast drugie réwnanie to

7 7
—— +12b = = —
12+ b=0=1b 11

czyli ostatecznie mamy rozwigzanie postaci

7
:C 4x C 3x £ o
Y 1677 + Cae +12+144

Zadanie 6. Rozwiaz réwnanie
y" —y=2sinx

Roéwnanie jednorodne jest postaci
y —y=20

wiec rownanie charakterystyczne

P -1=0=@-Dr+1)=0=r=1Vz=

to rozwigzanie jest postaci
y1 = Cre™™ + Cae”

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Roéwnanie niejednorodne staramy sie przewidzie¢ w postaci kombinacji funkcji trygonometrycz-

nych
Yo = asinx + bcosx
stad
/ .
Yy = acosT —bsinx
Yy = —asinz —bcosw

podstawiajac do naszego réwnania niejednorodnego otrzymamy

—2asinx = 2sinxr = a = —1

(2.47)



czyli rozwigzaniem rownania jest funkcja postaci
y=Cie "+ Che” —sinw (2.51)

Rozwigzmy to samo zadanie poprzez uzmiennienie statej, dla przejrzystosci nazwijmy C; = A
i Cy = B. Musi by¢ speliony warunek

Ay+ By = 0 (2.52)

Ay + By = & (2.53)
a

w naszym przypadku ¢ = e~® oraz y = e czyli rOwnania te przybierajg postaé

Ae™ 4 Ble® = 0 (2.54)
Al(—e ™)+ B'e® = 2sinx (2.55)
dodajac stronami mamy
2B'e” = 2sinx (2.56)
czyli
B = /Sin:ve_xda: (2.57)

Calke powyzsza rozwiazujemy przez czesci (dwukrotnie) i otrzymamy
1
B = —56_”(sinx + cosx) + Cy (2.58)
poniewaz B’ = sinze * to wstawiajac to do pierwszego rownania bedziemy mogli wyliczy¢ A
Ae™ +sine =0= A" = —sinze™ (2.59)
w analogiczny sposéb rozwiagzujemy to réwnanie (przez czesci) i otrzymujmy
1
A= —iex(sina: —cosz) + C4 (2.60)
wstawiajac do wyjsciowego rownania
y=A(z)e™ + B(x)e® = Cre™" + Ce” —sinzx (2.61)
co jest zgodne z naszym wynikiem uzyskanym inna metoda.

Zadanie 7. Rozwiaz rownania

v'+y -2y = 4o (2.62)
y' =3y +2y = 2° (2.63)
y'+y = € (2.64)

y' =2y +y = % (2.65)



We wszystkich przypadkach najpierw rozpoczynamy od réwnania jednorodnego, ktore dla

pierwszego przypadku jest postaci
y'+y =2y =0

czyli réwnanie charakterystyczne

P42 -2=0=>A=1+8=9=1,= 5

wiec rozwigzaniem tego zagadnienia jednorodnego jest funkcja

Y1 = 016_296 + 02696

143

{

1
-2

(2.66)

(2.67)

(2.68)

Rozwigzanie rownania niejednorodnego zaktadamy, ze jest postaci wielomianu stopnia pierw-

szego, tzn.
Yo = axr—+b
Yo = a
v, = 0

wstawiajac to otrzymujemy zwiazek
a — 2ax — 2b = 4x
czyli

—2a = 4
a—2b = 0

stada=—-21b=—1
wiec rozwigzanie ostateczne jest postaci

y=Cre 4+ Che” — 22 — 1

Przyktad
y' — 3y + 2y =2°

ma réwnanie charakterystyczne dla problemu jednorodnego w formie

3+1

P =3r+2=0=A=9-8=1=r,="—

czyli
Yy = C’lezw + 026‘%
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rozwiazanie szczegélne postulujemy w postaci wielomianu stopnia drugiego, poniewaz f(x) jest

wielomianem stopnia drugiego

v = ax’+br+c
vy = 2ax+0b
Y, = 2a

wstawiajac

2a — 6ax — 3b + 2ax? + 2bx + 2¢ = 2

poréwnujac wspotezynniki przy tych samych potegach z otrzymujemy uktad réwnan

2a 1
2(a4+¢)—3b = 0
—6a+2b = 0

. 1 3 7 . . .
czyli a = 5, b= 5 oraz ¢ = 4, czyli rozwigzanie to

3

1
y = C1e* + Coe™ + —a° + ~1 + ~

2 2
Przyktad

posiada réwnanie charakterystyczne

P?+r=0=z@r+1)=0=>r=0Vr=—1

czyli
Y1 = Cl + Cgeix

Rozwiazmy przez uzmiennianie statych, czyli
y1 = A(x) + B(x)e™
i musimy mie¢ spelnione warunki

A+ Be™®

_B/e—x — ex

Il
o

z drugiego wyznaczamy B
1
B = —/ehd$ = —5621 + C%

2

oraz B’ = —e** wiec

A—e"=0=A=e"+C
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Laczac wszystkie wyniki mamy
1
y=0C1+Cee™" + 563” (2.95)

Ostatni przyktad

T

=2 by == (2.96)
x
To réwnanie charakterystyczne jest postaci
-2 +1=0=(z—-12=0=>z,=1 (2.97)

wiec rozwigzanie jest postaci

y1 = (Crz + Cy)e” (2.98)

uzeminniajac stata, mamy warunki

Al(z)xe” + B'(z)e® = 0 (2.99)
A'(z)(e” + ze™) + B'(v)e® = < (2.100)
x
drugie réwnanie si¢ upraszcza do postaci
1
A(l+z)+B =— (2.101)
x
pierwsze natomiast do
Ar+B =0 (2.102)
odejmujac stronami mamy
1
A=~ 2.103
- (2103)
czyli
A=Inlz|+C4 (2.104)
wstawiajac ten wynik do drugiego
1 y 1 /
—-4+1+B =-=B=-1=B=—-x+() (2.105)
x x
czyli rezultat to
y = (In|z|ze® — ze®) + (Crz + Cy)e” (2.106)
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