1 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne o rozdzielonych zmien-
nych

Definicja 1. Réwnaniem rézniczkowym o rozdzielonych zmiennych nazywamy réwnanie po-

staci
p(y)iyc = q(z) (1.1)

rozwigzanie réwnania sprowadza sie do postaci catkowe]

/p(y)dy = /Q(x)dx (1.2)
Zadanie 1. Rozwiaz rownanie roézniczkowe.

dy
2’ —L = 1.3
T =Y (1.3)

Przenosimy wszystkie wyrazy z y na jedna, a z z na druga strona, co nas doprowadzi do

dy_1de ”
y 22 '
Calkujac obustronnie otrzymujemy z lewej strony
d
/£:1n|y|+o (1.5)
Yy
natomiast z prawej strony
1dz 11
4 1.6
2 x? 2x T (16)
taczac oba réwnania mamy
11 _1
Iyl =—5-+Cr=y=Che 2= (1.7)
2z
Sprawdzmy czy otrzymany wynik spetnia nasze wyjsciowe rownanie rozniczkowe
d 1 1 1 1 1
2 5 — 922 _ 2 (Ve 35 ) = (e 25 —
2z @C’e 2w =2 ( 5 ( :v2>06 2) Ce =y (1.8)
wynik sie zgadza!
Zadanie 2. Rozwiaz roéwnanie rézniczkowe
dy 2
ry—=1—x 1.9
Ve (1.9)



Rozdzielamy zmienne, co nam daje réwnanie

1
ydy = (— — x)dx (1.10)
x
catkujac obie strony otrzymujemy
1 1
§y2 =In|z| — 5:1:2 +C (1.11)
czyli funkcja y wynosi
y:i\/21n|x|—x2+6' (1.12)
Zadanie 3. Rozwiaz réwnania rézniczkowe
d
x2£+y—a =0 (1.13)
dy
Ty = (a—l—x)(b—l—y)a (1.14)
d
s(1+e’)—e?=L = 0 (1.15)

dx

We wszystkich tych zadaniach staramy sie rozdzieli¢ zmienne. W pierwszym przyktadzie otrzy-
mamy rownanie postaci

dy 1
=—d 1.16
A (1.16)
catkujac dostaniemy
1
Inja—y|=—+C (1.17)
x
wiec )
y=Cie = +a (1.18)

Roéwnanie (1.14) sprowadza si¢ do zagadnienia

x b
dr=(—+1)d 1.19
L (y+ )dy (1.19)
Lewa strona to nic innego jak
A — (1.20)
a+r a+x

co mozna otrzymacé poprzez wykonanie prostego dzielenia (tak jak w przypadku dzielenia wie-
lomianéw). Caltkujac teraz obie strony otrzymamy

Inja+z|+z=blnly|+y+C (1.21)



Wynik mozemy w tej postaci zostawic.
Zadanie (1.15) sprowadzi si¢ do rozwazania catek

/ < dy:/xdx (1.22)

1+ev

lewa strone rozwiazujemy poprzez podstawienie (u = 1 + e¥, lub poprzez zwrdcenie uwagi, ze
licznik jest pochodna mianownika, co od razu doprowadzi nas do rezultatu), wiec

1
In|l+eY| = 5g[;2+0 (1.23)

2 Roéwnania rézniczkowe liniowe rzedu pierwszego

Réwnanie rézniczkowe postaci
dy

g +p(z)y = q(z) (2.1)

liniowe wzgledem v’ i y, nazywamy réwnaniem rézniczkowym liniowym rzedu pierwszego.

2.1 Roéwnania rézcznikowe liniowe jednorodne

Jezeli w réwnaniu (2.1) ¢(x) = 0, to takie réwnanie nazywamy réwnaniem jednorodnym. Réow-
nanie takie jest spetnione dla y = 0. Zaktadamy, ze y # 0 i staramy sie rozdzieli¢ zmienne.

Zadanie 4. Rozwiaza¢ rownanie

dy 2z-—1
— — =0 2.2
v a2V (2.2)
Przenosimy drugi czton na druga strone i dzielimy wszystko przez y
dy 2 1
catkujac otrzymujemy
1
Inly| =2In|z|+ -+ C (2.4)
x
Co da si¢ zapisac jako )
y = Ciaz’es (2.5)

Zadanie 5. Rozwiaz rownanie jednorodne

dy

& = ytan (2.6)
dy 1
= 2Y (2.7)
dy y



Pierwsze zadanie sprawodza sie do postaci catkowej

/dyy = /tanxd:z (2.9)

lewa strona to In |y|, natomiast z prawa strona mieliémy juz kilka razy kontakt i wiemy, ze jest
to —In | cos x| (mozna to policzyé¢ dokonujac podstawienie ¢ = cos x), czyli

In|y|=—1In|cosz| +C =y =Cicosz (2.10)

Przyktad (2.7): réwniez w prosty spos6b mozna rozdzieli¢ zmienne

d d
/ Yo _[= (2.11)
Y x
czyli
1
Inly| = Z4C=y=Cher (2.12)
x
Ostatnie z zadan (2.8) rozwigzujemy w analogiczny sposéb:
d
- (2.13)
Prawa strona w tym przyktadzie musi zostaé¢ roztozona na utamki proste, czyli
1 1 A B
R = 2.14
3 (z—2)(z+2) x—2+x+2 (2.14)

stad wyliczamy wspolezynniki A i B, ktére poprzez przemnozenie obu stron przez a2 — 4 dadza
nam réwnania

Alx+2)+ Bz —2) =1 (2.15)
czyli
A+B =0 (2.16)
20A-B) =1 (2.17)
wiec A = %, natomiast B = —i. Wiegc catka
/ / / f1 Iz — 2| 11 | +2\+C—1 (2.18)
2—4 4l z—2 a)zr2 a4 n '
czyli rozwigzaniem naszego rownania jest
1.z rT—201
1 =-1 C=y=C 1 2.19
nlyl = g+ O =y = G (219



2.2 Roéwnania rézniczkowe liniowe niejednorodne
Roéwnanie rozniczkowe liniowe niejednorodne jest postaci

SZ +p(z)y = q(z)

(2.20)

rozwigzujemy je metoda uzmienniania statej. W tym celu rozwigzujemy najpierw réwnanie
jednorodne (zaktadamy, ze ¢(z) = 0. Nastepnie zastepujemy stala catkowania C' poprzez funkcje
u(z), nastepnie wstawiamy taka funkcje do wyjsciowego réwnania i staramy sie odczytaé postaé

funkeji u(z).
Zadanie 6. Oblicz niejednorodne réwnanie rézniczkowe

dy

— —3y=2
dx 4
Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne postaci
dy
=7 _3
dx Y
czyli
In|y|=3z+C
wiec
Yy = 01631
Teraz uzmienniamy stata, czyli
Cy — u(x)
dlatego y = u(z)e3* i wstawiamy do wyjéciowego réwnania tak zdefiniowana funkcje
du
—e* + 3u(z)e®® — 3(u(x)e®) =2
dx
dwa ostatnie wyrazy po lewej stronie sie znoszg i zostajemy z rownaniem postaci
du
7631’
dx

ktore mozna sprowadzi¢ do problemu
/du = 2/6_3md1‘

2 4
= _Zetr, (O
U 36 5

czyli

wstawiajac teraz to wyrazenie do

2
y = u(r)e’” = —3 + Coe

(2.21)

(2.22)

(2.23)
(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)



Zadanie 7. Rozwiaz réwnania rézniczkowe

d
%—ny = z—2°
dy 2
7 19 - —z
dx+ Ty ze
d 1
ﬁ—l—ycosx = isin2x
d
fy+ytanx = sin2z
dx
dy y
242 = 9
dx+a:

Pierwsze zadanie (2.31). Najpierw rozwazmy réwnanie jednorodne postaci

dy dy
— =2y =0=> — =2
dz i dx 4

czyli mamy catki

d
/—y:2/xdm:>ln|y| :902—|rC:>y=C'1€m2
Y

uzmienniajac statg funkcja y wyraza sie

2

y = u(z)e’

wstawiajac tak zdefiniowana funkcje do réwnania (2.31) otrzymujemy

du
—e” +u(zx)2z%e” — 2ru(z)e” =z — 2
dx
dwa ostatnie wyrazy po lewej stronie si¢ zniosg i pozostajemy z wyrazeniem typu
du 22 3
—e" =r—=x
dx

czyli z catkami

/du = /xe’xde — /x?’e’dex

(2.31)
(2.32)
(2.33)
(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

pierwsza z catek po prawej stronie tatwo obliczy¢ poprzez podstawienie —z? = ¢, czyli zdz =

1 .
—5dt, wige

1 1
/xe’Ide = —3 /etdt = —ie’ﬁ +C

(2.42)

w drugiej catce dokonujemy takiego samego podstawienia, z ta roéznica, ze teraz nas to dopro-

wadzi do calki tupu

2 1 2 2 ]. 2
/x?’e”” dz = —i/tetdt = %e’x - 56% +C

6

(2.43)



gdzie w ostatnim kroku caltka zostata rozwiazana poprzez czesci. Laczac oba wyniki dostajemy;,

ze u(x) wynosi
2 2
T 2 1 2 1 2 T 2
_ Y = P e C="1¢7" C
u(x) 5 € + 7€ 5¢ + 5 € +
Na koniec wstawiamy posta¢ naszego u(x) do wyrazenia na y i otrzymujemy
2

i 2
= — 4 Ce”
Y= +
Zadanie (2.32) musimy rozwazy¢ najpierw réwnanie jednorodne postaci
dy
dx

uzmienniajac staty
2
y=u(r)e "

wstawiamy teraz to wyrazenie do (2.32) i otrzymujemy

du 2 2
—e€
dz

d
—:—Qxyj/—y:—Q/xdlen\y]:—x2+C:>y:Cle’”2
Y

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

gdzie juz zostaly pominiete wyrazy koncowe, ktore sie znosza. Teraz mozemy uprosci¢ to réw-

xT

. . . . _ 2
nanie poprzez podzielenie przez czynnik e™*" | da nam to

du
i
dx
co prowadzi do funkcji u postaci
1
u(zx) = §x2 +C
wiec rozwigzaniem réwnania jest funkcja postaci
2
x
y="e" +Cec

2

Réwnanie jednorodne, ktére bedziemy rozwaza¢ w zadaniu (2.33) jest postaci

d d
Y —ycosx:>/—y :—/Cosasdx=>1n|y| = —sinz+C
dz Y

wiec po uzmiennieniu statej mamy

—sinz

y =u(x)e

wstawiajac do rownania (2.33) i juz pomijajac wyrazy, ktére sie zniosa otrzymujemy

du . 1 . . :
d—e’mz = 3 sin 2z = /du = /smxcos e dx
T

7

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)



zrobmy podstawienie ¢t = sinx, wiec dt = cos xdx, czyli catka

/sinx cosxe®™¥dx = /tetdt =te! — et + C = sin ze¥t% — S0 4 O

wstawiajac do wyrazenia na y otrzymujemy

—sinz

y=sinx — 14 Ce
Zadanie (2.34) posiada rownianie jednorodne postaci

dy

= —ytanx
dx y

(2.55)

(2.56)

(2.57)

analogiczne rownanie juz rozwazaliSmy, wiec mozna skorzysta¢ z rozwigzania, ktére da nam

rezultat
y=Ccosz =y =u(x)cosz

wstawiajac i korzystajac z wzoru na sinus podwojonego kata mamy

du .
— coSx = 2sinx cosx

dx
wiec
U = Z/Sinxdx = —2cosx +C

wiec nasze rozwigzanie
y=—2cos’x + Ccosz

Ostatni przyktad posiada réwnanie jednorodne postaci

d C
fy:—giln]y|:—ln|x|+02>y:fl
dz x x

uzmienniajac statg

Yy=——
x
wstawiajac otrzymujemy
du 1
- —9
dx x
czyli
uw=2*+C
wstawiajac otrzymujemy
C
y=a+—
x

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)



