1 Pochadna funkcji

Pochdona funkcji zdefiniowana jest jako granica
df . flz+h)— f(x)
/ = — =
F) =4z = i h (11)
Geometrycznie pochodna funkeji w punkcie réwna sie wspotezynnikowi katowemu stycznej do

wykresu funkcji w tym punkcie.
Twierdzenia, ktore sa przydatne w rachunku rézniczkowym:

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w danym punkcie, to jest tez ciggta w tym
punkcie.

Twierdzenie 2. Pochodna funkeji stalej rowna sie zero, tzn. f(z) = ¢, to f'(x) =0

Twierdzenie 3. Pochodna iloczynu stalej przez funkcje réwna sie iloczynowi stalej przez po-
chodna funkcji, tzn. y = cf(x) to
y =c- f(z) (1.2)
Niech u = f(z) i v = g(z) oznaczaja funkcje rézniczkowalne, woéwczas zachodza podane
WZOry:

Twierdzenie 4. Pochodna sumy funkcji. Jezeli y = u + v to
y =u + (1.3)
Twierdzenie 5. Pochodna iloczynu funkcji. jezeli y = uv to
y =vu'v+uw' (1.4)
Twierdzenie 6. Pochodna ilorazu. Jezeli y = u/viv # 0 to
/ /
y,:uv;uv (1.5)

Twierdzenie 7. Pochodna funkcji ztozonej. Jezeli y = f(g(x)) to

d df d
dy df dg (1.6)
de dg dzx

Przyktad:

Niech y = sin2z, jest to ztozenie funkcji sinus i funkeji 2x. Wiec niech f(g(z)) = sing(x),

natomiast g(x) = 2z. Stad
df

a9 = cos g(z) (1.7)
oraz ¢'(x) = 2, dlatego taczac te wyrazenia mamy
y' = cosg(x)-2=2cos2x (1.8)



Twierdzenie 8. Pochodna funkcji odwrotnej. Niech y = f(z) i ma funkcje odwrotna x = ¢(y),
to pochodna funkcji odwrotnej réwna sie odwrotnosci pochodnej danej funkcji.
de dy

1: =, jezeli

dw dy
dy dz

A0 (1.9)

Nastepnie nalezy przedstawi¢ = ¢(y).
Przyktad:

y = tan x, to pochodna y wynosi
dy 1
- (1.10)

dr ~ cos?z
Chcemy teraz obliczy¢ pochodna funkcji odwrotnej, czyli x = arctany. Wiec korzystajac z
powyzsze] metody mamy

d 1
S — =cos’x (1.11)
dy &

Prawg strone przeksztalcamy w my$l znanej tozsamosci cos? z =
tan z, otrzymujemy

i podstawiajac y =

1
1+tan?

dx 1 ) , 1
& - T czyli (arctany) = 1 (1.12)
Wazniejsze wzory rachunku rézniczkowego
(z*) = ax* ', dla x>0, a— dowolne (1.13)
sinz) = cosx 1.14
(sin) (1.14)
cosz) = —sinz 1.15
(cos x) (1.15)
1
(tanx) = — =1+tan’z, dla cosz #0 (1.16)
cos?
1
(cotz) = i —(1+cot?’z), dla sinx#0 (1.17)
1 1 1
(arcsinz) = ——, —-l<a<1, —=w<arcsine <=7 (1.18)
V1 — 2?2 2 2
-1
! — [ — —
(arccoszx) = it l<xz<l1l, Or<arccosz < (1.19)
1 1 1
(arctanz) = T —57 < arctan z < 3T (1.20)



—1

(arcctgx) T2 Or < arctanz < 7 (1.21)
(e”) e’ (1.22)
(a®) a®lna, dla a>0 (1.23)
1
(Injz|) = =, dla z#0 (1.24)
T
1 1
(log, |z|) = =—log,e, dla, a>0,a#1, 2#0 (1.25)
rlna =z
Zadanie 1. Oblicz z definicji pochodna.
a(x) z+1 (1.26)
b(x) = 2° (1.27)
clx) = Inzx (1.28)
dz) = €* (1.29)
1
= - 1.
fa) = 2 (130

Wstawiamy dane funkcje do definicji pochodnej (ta cze$¢ z granica!). W pierwszym otrzymu-
jemy

T € e e ) e € o § B h
a(zr) = ]lllir(l) Y = }llli% = 1 (1.31)
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) = i e = e = gt (14 ) = i (1)
hyele 1 hye 1 1
= limln[(l—i—)h] ==limhn(1+-)" = -Ine=— (1.33)
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czwarte
: x—l—h_eaz . exeh_ T ) h
d(:v):}lgr(l] ; :}Ig% ; zflgr(l]e =e¢"lne=e (1.34)
Ostatnie
! . z+h T z(z+ - _ T _ 2
i) = }lzlino N Ilzir(l) ho ]!L%O x2h + zh? T . (1.35)



Zadanie 2. Oblicz pochodng

f(z) = asin(ax) (1.36)
r+1
= 1.37
fa) = 2 (137
flz) = z€® (1.38)
flz) = Vaz—4 (1.39)
flz) = o (1.40)
f(x) = In(sinx) (1.41)
Korzystajac z twierdzen pomocniczych i wzoréw na pochodne otrzymujemy:
Pierwsza
f'(z) = acos(az) - a = a* cos(ax) (1.42)
traktujemy cala funkcje jako funkcje ztozona.
Nastepny przyktad
, (x—1)—(z+1) —2
- = 1.43
liczymy ze wzrou na pochodng ilorazu.
Trzeci przyktad, traktujemy jako pochodng iloczynu:
fl(x) =e"+e"x =€ (1 + x) (1.44)

Czwarty przyktad znowu traktujemy jako funkcje ztozona, przedstawimy pierwiastek jako po-
tege %, w celu utatwienia rachunkow

1 1 x
f(z) = §(x2 —4)72 .2 = T (1.45)
Nastepna funkcja to rowniez funkcja ztozona.
Flx) =% (cos?z) = e . (—2cosxsinz) = —e ¥ sin 2 (1.46)
ostatni przyktad analogicznie.
f(z) = ,1 - cosT = cotx (1.47)
sinz



