1 Pochodne wyzszych rzedéw

Pochodna rzedu drugiego lub druga pochodna funkcji y = f(z) nazywamy pochodna pierwsze;
pochodnej tej funkcji. Analogicznie definiujemy pochodne wyzszych rzedéw, jako pochodne
pochodnych rzedu o jeden mniejszej.

Druga pochodna wiec jest zdefiniowana:

d?y d dy
! — AV - J _ - I 11
Pochodne wyzszych rzedéw sa oznaczane: f® pochodna trzeciego rzedu, f™ pochodna n—tego
rzedu.

Zadanie 1. Oblicz pochodng drugiego rzedu funkeji

flx) = arcs.in2 T (1.2)

f(x) = 2P (1.3)
Inz

flx) = 52 (1.4)

f(z) = In*(z*+2) (1.5)

flx) = 152 (1.6)

fla) = o) (1.7)

1 — In(sinx)

Liczymy najpierw pierwsza pochodng funkcji arcsin? . Traktujemy ja jako funkcje ztozona. Po-
chodna funkcji zewnetrznej to 2 arcsin z, natomiast pochodna funkcji wewnetrznej to pochodna
arcsin x, wiec pierwsza pochodna to

2 arcsin x
Teraz liczymy pochodna tej funkeji (czyli pochodna pochodnej) co doprowadzi nas do drugie;
pochodnej funkeji f(z). Traktujemy te funkcje jako pochodna ilorazu, dlatego

=(arcsinz)’ =(V1—x2)
1 1 1
— "V 1-— ZE2 —arcsinz - —(1 — IQ 2. (—2x T arcsin
" o \/1—$2 2< ) ( )_ 1+71_x2
fi(x) =2 =2 (1.9)
1— 22 1— 22

Kolejny przyktad trzeba traktowaé jako pochodna iloczynu, gdzie funkcje exp[sin z] bedziemy
brali jako funkcje ztozong. Po raz kolejny swoja podréz rozpoczynamy od policzenia pierwszej
pochodne;j.

fl(x) =2z - ™% + 2. ™7 . cosx = "%(27 + 2% cos 1) (1.10)
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Nastepnie obliczamy kolejng pochodng powyzszego wyrazenia.
f"(z) = ™" cosx(Qx + 27 cos x) + 651”(2 + 2x cos ¥ + 2°(—sin x)) (1.11)

wiec wynik wynosi
f(z) = e (493 cosx + z° cos’ v + 2 — x*sin x) (1.12)

Trzeci przyktad jest pochodna ilorazu. Wiec pierwsza pochodna wynosi

;o r(1+a2?) —2zlnx 1 rlnx
f(x) = 1120 _xu+xa_2u+ma2 (1.13)

Liczac teraz pochodna powyzszego wyrazenia otrzymujemy

(1 + 2?) + 222 (Inz+1)(1 +2?)? —2(1 + 2?) - 22%*(zInx)

") = — —2 1.14
f'(z) x2(1 4 x2)? (14 22)4 (1.14)
czyli
1 2 Inz+1 2?Inx
meoN _ _ 1.15
@) ==~ arop 2a+or Sarep (1.15)
ostatecznie ) A | 2|
9 nx x*Inzx
_ _ _ 1.16
f(z) 22(1+2%) (14 22)? (14 22)2 * (14 22)3 ( )
Kolejna funkcja jest ztozona, wiec pierwsza pochodna wynosi
In(z* + 1)
() = 2In(a® + 1) - (22) =4 R T 1.17
fla) =2 +1) - o) =4 (1.17)
teraz jest liczymy druga pochodna, jako pochodna ilorazu (w liczniku mamy iloczyn)
In(z? +1) + % (22)) (2?2 + 1) — 2z(zIn(2? + 1
(224 1)2
po uproszczeniach mamy
In(2? +1 2 2In(2? + 1
f,,($):4n(x + )+ T L rIn(z® +1) (1.19)
2 +1 (22 4 1)2 (22 +1)2

Kolejny przyktad znowu traktujemy jako pochodng ilorazu. Stad pierwsza pochodna wynosi

, e”(1 + 2?) — 2xe® e” re®
= = -2 1.20
f@) (1+ %) 1+22 (142 (1.20)




liczac druga pochodng mozna w pierwszym sktadniku skorzystac¢ ze znanego rezultatu, poniewaz
jest to nasza funkcja f(z). Dlatego

x
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() = 1+a2 2(1 + x2)? (14 22)4

sprowadzajac do bardziej transparentnej formy otrzymujemy

e’ xe® e*(1+ ) re”

" = -2 -2 1.22
() 1+ a2 (14 22)2 (14 22)? + 8(1 + 22)3 (1.22)
czyli
T T T 2, x
" e xe e e
= —4 -2 1.2
i) 1+ a2 (14 22)2 (14 22)2 +8(1+x2)3 (1.23)
Ostatni przyktad rozwiazujemy przez analogie. Jest to iloraz funkeji funkeji ztozonych
o) —2sinz cosz(1l — In(sinz)) — ( — Sirlm - COS a:) cos? x sin 21 cot - cos?
€Tr) = - — . .
(1 — In(sin x))2 (1 —In(sinz) (1 —In(sinz))?
(1.24)
wiec druga pochodna wynosi
2cos2x(1 — In(sinx)) + cot x sin 2z
" = — 1.2
@) (1 —In(sinx))? (1.25)
(—cot?x —2cos?x)(1 — In(sinz))? — 2(1 — In(sinx)) - (— cot ) cot x cos? x (1.26)
(1 —In(sinz))* '
Zadanie 2. Oblicz pochodna 4 rzedu funkcji:
f(z) = sinz (1.27)
flx) = €° (1.28)
flx) = e (1.29)
Liczymy po kolei kazda pochodna.
f(x) sin x
f'(z) = cosx
f"(x) = —sinx
f"(x) = —cosz
f®(z) = sinx (1.30)



W nastepnym tatwo zauwazy¢, ze pochodna funkcji f(z) = exp(x) wynosi tyle samo co sam
funkcja, wiec pochodna dowolnego rzedu bedzie wynosi¢ zawsze exp(z), czyli

F (@) = & (1.31)

W nastepnym przypadku chciatoby sie postapi¢ analogicznie, lecz to nie jest tak prosta funkcja.
7 kazdego rézniczkowania, bedziemy otrzymywac¢ dodatkowy czton —a. Wiec

fla) = e
@) = —ae
f”<l’> — _a(_a)e—am — a2€—az
f///(x) — —a(aQe*“z) — CL3€ azx
f(w) ([L’) — _a(a?)e—a:c) — a4€—ax (132)

2 Ekstrema funkcji

Jezeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale dodatnia, to funkcja jest w tym przedziale
jest rosnaca.

Jezeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale ujemna, to funkcja jest w tym przedziale jest
malejaca.

Jezeli pochodna funkcji jest w kazdym punkcie pewnego przedziatu réwna zero. To funkcja ma
w tym przedziale wartos¢ stata.

Definicja 1. Méwimy, ze funkcja y = f(x) ma w punkcie zy maksimum lokalne (minimum
lokalne) jezeli istnieje takie otoczenie punktu xg, ze dla wszystkich punktéw tego otoczenia
zachodzi nier6wnosc:

f@) < flzo) . (f(2) > f(zo)) (2.1)

Maksima i minima nosza wspélng nazwe ekstremow funkcji.

Twierdzenie 2 (Fermata). Jezeli funkcja rézniczkowalna w przedziale osiaga w pewnym punk-
cie wewnetrznym z = x tego przedziatu ekstremum lokalne, to pochodna w tym punkcie

f'(xg) = 0.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Moze by¢, ze pochodna jest réwna zero, nato-
miast w tym punkcie nie ma ekstremum. Na przyktad funkcja f(x) = 23, ma zerowa potege w
punkcie x = 0, natomiast w tym punkcie nie istnieje ekstremum lokalne.

Jezeli pierwsza pochodna f'(z) dla < ¢ jest ujemna (dodatnia), dla x = zy jest réwna zero,
a dla x > zg jest dodatnia (ujemna) to funkcja osiaga w tym punkcie ekstremum lokalne (mini-
mum w pierwszym przypadku i maksimum w drugim przypadku). Krécej méwiac, funkcja ma
minimum (maksimum) jezeli pochodna zmienia znak z ujemnego na dodatni (z dodatniego na
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ujemny) podczas przejscia przez punkt z.

Definicja 3. Funkcje rézniczkowalna f: (a,b) — R nazywamy wypukta, o ile wykres funkcji
lezy nad kazda styczna do niego.
Jezeli wykres lezy pod styczna, to méwimy, ze funkcja f jest wklesta na odcinku (a, b).

Jak funkcja jest wypukta, to pochodna rosnie.

Definicja 4. Jezeli f: (a,b) — R jest dwukrotnie r6zniczkowalna i

Vo f'(z) >0 (f"(x) <0) (2.2)

to f jest wypukta (wklesta) na odcinku (a,b).

Punkt, w ktérym funkcja zmienia sie z wypuklej we wklesta (lub na odwrét) nazywamy punktem
przegiecia. Jezeli druga pochodna zmienia znak w punkcie xg to w punkcie zy f ma punkt
przegiecia. Czyli druga pochodna musi sie zerowa¢ w punkcie przegiecia.

Definicja 5. Funkcja jest wypukta (wklesta) jezeli

f(aasl +(1— a).rg) <af(zy)+ (1 —a)f(z) (2.3)
(F(az+ (1= )wa) > af(on) + (1= a)f(22)) (24)
Zadanie 3. Znalez¢ ekstrema nastepujacych funkcji oraz punkty przegiecia.
f(z) = 2*+122° 4+ 362 — 50 (2.5)
4
2z
flx) = R (2.7)

Liczymy pierwsza pochodng powyzszych funkcji i sprawdzamy, w ktoérym miejscu sie ona zeruje.
Dla pierwszego przypadku
f'(z) = 32% + 24z + 36 (2.8)

Powyzsze wyrazenie mozna podzieli¢ przez 3, w momencie gdy szukamy miejsc zerowych. Dla-
tego rozwigzujemy rownanie

2+ 8 +12=0 (2.9)
Delta dla tego rownania wynosi
A =064 —-48 =16 (2.10)
Wiec miejsca zerowe to
-8 -4 —8+14



Rysujac wykres tej funkcji kwadratowej, widzimy, ze pochodna zmienia znak podczas przecho-
dzenia przez punkty x; i zo. Poniewaz w punkcie x1 = —6 funkcja zmienia sie z dodatniej na
ujemng, wiec w tym punkcie mamy maksimum. Natomiast w punkcie xo = —2 funkcja zmie-
nia sie z ujemnej na dodatnig, wiec jest to minimum. Zeby obliczyé punkty przegiecia, nalezy

policzy¢ druga pochodng i przyréownac ja do zera.
f"(z) =6z +24 (2.12)

czyli f”(x) = 0 < x = —4. Poniewaz pochodna w tym punkcie zmienia znak, wiec mamy tutaj
punkt przegiecia.

Rysunek prezentuje funkcje f(z), na ktérej widaé, ze w punktach z;, xs sa ekstrema
lokalne, natomiast, w zqg = —4 jest punkt przegiecia.

Kolejny przyktad robimy analogicznie. Pierwsza pochodna wynosi

fla)=1-~ (2.13)
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Przyrownujac ja do zera mamy
?—4=0=(z-2(@+2)=0=>2,=2 , mpy=-2 (2.14)

Sprawdzamy czy pochodna zmienia znak w otoczeniu tych punktéow. Mozna sprawdzié¢ dla 2+¢
idla 2 —e w pierwszym przypadku i —2 +¢ i —2 — ¢ w drugim.

'24e)=1—-———5>0 , f2-¢)=1—-——-<0 2.15
I ) 4+ 2 4 €2 I ) 4 — 2 + &2 (2.15)

—_—— —_——

>4 <4
czyli w punkcie 1 = 2 mamy minimum. Dla drugiego punktu
F-2-g) =10 f(248) =1 (2.16)
B 4+ 2 + €2 ’ B 4 — 2 + €2 '
| ——— —_———

>4 <4

Tutaj pochodna zmienia si¢ z dodatniej na ujemna, wiec jest maksimum. Liczymy, druga po-
chodng, w celu odnalezienia punktéw podejrzanych o przegiecie.

) =

3

(2.17)

Nie ma punktow, ktére by spetniaty warunek f”(x) = 0. Czyli dla tej funkcji nie istnieja punkty
przegiecia.
Liczymy pierwsza pochodng nastepnej funkcji

2(z% +1) — 2z -2 —22% +2

fl(z) = @1 S (2.18)

przyrownujemy pochodng do zera, co jest réwnowazne, gdy licznik tej pochodnej jest réwny
Zero.
0=flz) 20 -2)=02 =1, 1y=—1 (2.19)

Badamy jak si¢ pochodna zachowuje w najblizszym otoczeniu punktu zy = 1.

2(1 — 1+ 2 — &%) 2(1 —1—2e—¢?)

"1—¢)= >0 , fl(l+¢e) = <0 (220
f=e (1—2e+&*+1+1)° fl+e) (1—-2e+e*+1+1)° (220)
>0 >0
Poniewaz pochodna zmienia znak z dodatniego na ujemny, wigc w punkcie g = 1 mamy
maksimum.
Liczymy druga pochodng i przyréwnujemy ja do zera
() = —4z(1+ 2%)? — 22% - 2(1 + 2?) - 20 _ Ax(1+ x?) + 822 (2.21)

(1+22)° (1+22)8



Czyli f"(x) = 0 wytacznie gdy z(1 + 22 + 2x) = 0 czyli z(x + 1)*> = 0, punkty podejrzane
tox = 01z = —1. Sprawdzamy, czy mamy zmiane znaku dla x = 0, dla x = —1 nie trzeba
sprawdzac, bo wiemy, ze w tym punkcie jest ekstremum. Sprawdzamy poprzez wykres, poniewaz
mianownik zawsze bedzie dodatni.Mamy zmiane znaku. Wiec w zerze mamy punkt przegiecia.

Zadanie 4. W przedziale [0, 27| znajdz punkty przegiecia.

f(z) = sinz (2.22)
f(z) = cos’z (2.23)

Liczymy drugie pochodne powyzszych funkcji.
f(z) =sinz = f"(x) = —sin(z) (2.24)

Mamy zmiany znakéw dla x = m, wiec w tym miejscu jest punkt przegiecia. Dla drugiego
przypadku.
() = —2cosxsinx = —2sin 2z (2.25)

Druga pochodna to
f"(z) = —4cos 2x (2.26)

Funkcja cos2x zeruje sie dla © = w/4 oraz x = 3/4w, x = 5/4w i © = 7/4w Sa to punkty
przegiecia tej funkcji.



