1 Iloczyn wektorowy

Iloczyn wektorowy wektoréow a x b jest wielkoscig wektorowa, tzn. wynik takiego iloczynu jest
rowniez wektorem.

d x b= |dl|b| sin (£(d,b))e, (1.1)

gdzie € jest wektorem jednoczesnie prostopadtym do a i g, tm. &, Ladie, Lb.
Wyrazenie iloczynu wektorowego przy uzyciu wyznacznika:

DTk
C=dxb=|a, a, a,|= (aybz —ayby, ab, —azb,, azb, — aybx) (1.2)
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Iloczyn wektorowy jest antyprzemienny, tzn. @ x b= —bxa.

Zadanie 1. Oblicz iloczyn wektorowy a X b:

e d=(1,0, =3), b= (-1,

d= (1-0—(—1)-1, 10=0-(=1), =1-(=1)=1-0) = (3, 0, 1)

Zadanie 2. Dane sa |a| = /3, [b| =3,id-b= 2 oblicz |a@ x b|.
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2 Iloczyn mieszany
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Q- (bxe)=b-(¢xad)=c-(axb)=|bs b b.|. (2.1)
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Trzy wektory liniowo niezalezne moga rozpia¢ réwnolegtoscian. Objetos¢ réwnolegto$cianu wy-
raza sie wzorem:

V=|@xb|-d (2.2)



Zadanie 3. Obliczy¢ objeto$é¢ réwnolegltoécianu zbudowanego na wektorach:
e d=(1,0,3),b=(0, -1,1), e= (-1 —1, 1)
o 7=(6,4,2), b=(-9,6,3), = (—3,6,3).

Liczymy wyznacznik:
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bierzemy wrto$¢ bezwzgledna, wiec V' = %

Warto zauwazy¢, ze wektory, te rozwazane byly w zadaniu na zajeciach o wektorach, w pod-
punkcie drugim. Otrzymalismy, ze wektory sa liniowo zalezne, tzn. wektor ¢ mozna przedstawic¢
jako kombinacje wektoréw a i Z;, wiec objetos$¢ takiego czworoscianu, bedzie wynosi¢ zero. Po-
niewaz,
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(@xb)-T=(@xb)(ad+Bb) = (T xb) ad+(a@xb)-Bb= (2.4)

4 2
6 3|=0. (2.5)
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Zadanie 4. Objeto$¢ rownolegtoscianu zbudowanego na wektorach p, ¢, 7 jest rowna 3. Ob-
liczy¢ objetosé réwnoleglodcianu zbudowanego na wektorach @ = p+ ¢ — 7, b = 2 —q+r,
cC=p+2¢q—3r.

Wystarczy przemnozy¢ (@ x E) - €. Zajmijmy sie najpierw iloczynem wektorowym (wymndzmy
kazdy wyraz):

Qxb=(p+7—7) x (25— G+7) =Px B—Px T+ Px T+20x f— 7 x I+

— N— —— =
=0 —7Xp —pXq =
FEX T =T X2+ TX(—TXT==-30Xq—3FxXp (2.6)

Mnozac skalarnie przez wektor ¢ otrzymujemy:

(=8px q=3Fxp)- (P+27-3F) = =3(Fx Q) p—3(Fx q) - §+IF x §) - 7~
=0
—3(Fxp) - p+IUTxp) - T—6(Fxp)-§=3{Exq)  -7=9 (2.7)
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3 Roéwnania prostej i plaszczyzny

3.1 Prosta

Réwnanie prostej w najogdlniejszej formie jest przedstawione przez (dwuwymiarowy uktad

kartezjanski)
Axr + By +C =0, (3.1)

gdzie A, B,C' € R1i A, B nie sg jednocze$nie rowne zeru.
Wektor o wspétrzednych (—B, A) jest wektorem kierunkowym prostej i jest on do niej réwno-

legty.

Wektor o wspétrzednych (A, B) jest prostopadly do proste;.

Roéwnanie parametryczne. Prosta o niezerowym wektorze kierunkowym & = (uy,us), przecho-
dzaca przez punkt A = (z4,y4) to zbiér punktéow P = (z,y) takich, ze

P=A+1ta, (3.2)
dla dowolnych ¢ € R.

Mozna powyzsze réwnanie rozpisa¢ w postaci uktadu rownan

(3.3)

r = x4+ tu;
Yy = ya+ilu

Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty A = (z4,y4), B = (zp, yp) jest postaci

(y —ya)(@p —2a) — (yp —ya)(x —24) =0 (3.4)

lub w wersji parametrycznej
r = TA +t<J]B —ZL’A)
3.5
y = ya+ttlys —ya) (3:5)

Zadanie 5. Wyznacz rOwnanie prostej przechodzacej przez punkty

A=(1,-2) B =(0,3)
A=(2,2) B =(2,3)
A=(-1,-3) B=(1,-2)
i wyznacz wektor kierunkowy i wektor prostopadty do tej osi.

Zadanie 6. Wyznacz prostg o wektorze kierunkowym &, ktéra przechodzi przez punkt A

d=(1,2) A=(2,3) (3.9)
:( 1,3) A=(1,3) (3.10)
=(2,0) A= (3,4) (3.11)



3.2 Ptlaszczyzna

Réwnanie ogélne plaszezyzny w euklidesowej przestrzeni R? dane jest
Ar+By+Cz+D =0 (3.12)

A,B,C € Ri A, B,C jednoczesnie nie moga by¢ réwne zeru. Wektor (A, B, C) jest wektorem
normalnym prostopadtym do tej ptaszczyzny.

Ptaszczyzna przechodzaca przez 3 punkty Py = (z1,y1,21), Po = (%2, 99, 22), P3 = (23,Y3, 23)
jest okreslona réwnaniem

r—r1 Yy—lhnh <—x r—Tr Yy—Y%1 z2—=
To—T1 Yo— Y1 22—21 |=|T—T2 Y—Y2 2—2 | =0 (3.13)
T3 —T1 Ys— Y1 23— 21 r—x3 Y—Ys 2—23

Zadanie 7. Wyznacz rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty Py, P, P3 i oblicz
wektor normalny do tej ptaszczyzny.

P =(1,1,0) P,=(-1,0,1) Py=(2,1,-1) (3.14)
P =(0,0,0) Py=(1,3,1) Py=(-1,2,2) (3.15)



