1 Granice funkcji

Definicja 1 (Granica w sensie Cauchy’ego). Méwimy, ze liczba g jest granica funkcji f(z) w

punkcie z = a, co zapisujemy

lim f(z) =g

r—a

(1.1)

jezeli dla kazdego ¢ > 0 mozna wskazaé taka liczbe (istnieje taka liczba) § > 0, zeby byto

spelione
|f(x) —g|<e dla a—d<z<a

Formlanie
VoroTsoo¥s (Jo —al < 0) = [f(z) — gl < =
Twierdzenia pomocnicze w liczeniu granic.

Twierdzenie 2. Jezeli
lim f(z) =a, lim g(x)=10

. S Eut
lim (f(@) £g(x) = a+b
lim (f(x)-g(z)) = a-b
lim (f(z) + g(x)) = % dla b#0

Twierdzenie 3 (O kanapce). Jezeli w otoczeniu zp mamy f(z) < g(z) < h(z) oraz

lim f(z) = lim h(z) = A

r—x0 T—x0
to
lim g(z) = A
r*—x0
sinx
lim = 1
z—0
a® —1
lim = Ina
z—0 €T
Im(l+2)r = e

Zadanie 1. Oblicz granice w punkcie
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Zadanie 2. Oblicz granice
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r—tbo 308 + 1722 — 9z + 11 (1.14)
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i T 20 Te =) (1.15)

votoo Lg% — g2 4 6ot — 12

W obu przypadkach dzielimy licznik i mianownik przez najwigksza potege x, jaka wystepuje
(nie moze by¢ ona w liczniku lub w mianowniku). Pierwszy przyktad wiec sprowadza sie do
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wyrazenia zaznaczone daza do zera, gdy x — +o00, wiec catos¢ zmierza do 5.
W drugim przypadku, najwyzsza potega jest 2°. Po podzieleniu otrzymujemy
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W mianowniku kazdy z wyrazéw dazy do zera, wiec cato$¢ zbiega do zera.



Zadanie 3. Policz granice funkcji

r—sinx +1
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z—0 tan 3x
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T\ nx
li 1—— = 1.28
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Rozwiazania:

Pierwsze zadanie liczymy podtug twierdzenia 5. Obliczamy poszczegdlne granice. W licz-
niku mamy
x—sinz+1—1 (1.29)

poniewaz r — 0, sinz — 0. W mianowniku mamy e* — 1 oraz cosx — 1, wiec ostatecznie
otrzymujemy
r—sinx +1
lim ———
z—0e* — 1+ cosx
Drugie zadanie. Sprowadzamy funkcje do postaci, z ktorej mozemy skorzystac¢ z naszych twier-
dzen, czyli chcemy mie¢ co$ w stylu:

~1 (1.30)

sinx

; (1.31)

dlatego tan 3z przedstawiamy
sin 3x

tan 3r = (1.32)

cos 3x



Poniewaz w mianowniku wystepuje 2z, a chcemy mieé¢ 3z, wiec rozszerzamy licznik i mianownik

przez 3. Wtedy
tan 3z 3sindr 1 3

— 20 = 1.33
2x 2 3z cos3x a0 2 ( )
—1 —1

W nastepnym zadaniu jezeli popatrzymy na licznik i mianownik to jednoczesnie zbiegaja do
zera! Jak sobie poradzi¢ z takimi wyrazeniami? Musimy troche przeksztalci¢. Podzielmy mia-
nownik przez (x — 1) co otrzymamy?

-2 4+1:x—-1=2"+2—1 (1.34)

Mozna podzieli¢ normalnie ten wielomian, badz skorzysta¢ ze schematu Hornera, dla ktérego
tabela przedstawia si¢ nastepujaco:

110(-21
111(1}-10

jak wida¢ wynik jest identyczny. Teraz przedstawiajac wielomian z mianownika w postaci ilo-

czynu wielomianéw
=20 +1=(2"+z—1)(r—1) (1.35)

wstawiajac do naszego wyrazenia pod granica otrzymujemy

x4 1
(2 +x—1)(z+1)

— 1 (1.36)

Zadanie czwarte staramy przedstawi¢ sie jako sinx/x, wiec

10 10 3 10 3 10
T x’cos - — cos 3 — o2 (1.37)
tan 3z sin 3x 3 sin 3x 3

W tym zadaniu nie wiemy czy ta granica jest nieskonczona czy skonczona. Na pierwszy rzut
oka trudno nam oszacowaé czy ktores z wyrazen pod pierwiastkiem szybciej czy wolniej dazy do
nieskoniczonosci. Najpierw przemnézmy licznik i mianownik przez \/x + v 22 — 1. Otrzymamy
wtedy

Voo —ve—n. Verve ol e ! (1.38)
422 -1 r+vVa2 -1

wyciggnijmy z mianownika /z stad bedziemy mieli
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Co nalezy zrobi¢ w tym zadaniu? Nie uda nam si¢ doprowadzi¢ do postaci, ktora znamy z twier-
dzenia. Niemniej jednak nalezy skorzystaé¢, ze funkcja sinus jest ograniczona, czyli praktycznie

rozwazamy funkcje postaci:

1
——0 dla z—o00 (1.40)
x

W tym zadaniu nalezy podstawi¢ za arctanx = «. Trzeba pamietaé¢, ze w momencie gdy
wykonujemy jakie$ podstawienie, nalezy pamieta¢ o zmianie granicy. W tym przypadku, gdy
x — 0 = arctanx — 0 = o — 0, wiec si¢ nic nie zmienia. Z wtasnosci funkcji cyklometrycznych
wynika, ze x = tan . Stad mamy

arctan x «

= = COS (¥—
x tan o sin o

—1 (1.41)

Kolejne zadanie wymaga skorzystania ze wzorow trygonometrycznych. Poniewaz sin 2o = 2 sin x cos z,
a sin3z = sin(2xr + ) = sin2wcosx + cos2wsiny = 2sinwcos’z + cos? wsinx — sin®x =
sin (3 cos?  — sin? x), wiec

—1
sin 2x 2sifh  Cos T 2
= SN (1.42)
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Nastepne trzy zadania sg zwigzane z granica liczby e.
Wyrazenie w nawiasie staramy si¢ doprowadzi¢ do postaci, jaka jest w twierdzeniu. Stad

(1—32)% = {(1 - 3:5)—32}3 e (1.43)

Nastepne to

n
x

(1+kx)s = [(1 - k;x)klz]nk — e* (1.44)

W ostatnim przyktadzie mamy sytuacje troche odmienne, poniewaz granica rozwazana jest w
nieskonczonosci. Jednak wida¢, ze wyrazenie pod granica zbiega do tych samych wartosci co w
przypadku twierdzenia. Czyli rowniez bedzie to ,jakies” e. W analogiczny sposob przeksztat-
camy i mamy

a-Spe=(a=-5%) T mem (1.45)
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