1 Funkcje elementarne

Funkcje elementarne, ktére bedziemy rozwazaé to:
z% a*, log,(x), sin(z), cos(z), tan(x), cot(x), arcsin(z), arccos(x), arctan(z), arcctg(z).

1.1 Funkcje z°.

a > 0, oraz a € N dziedzina funkcji jest R.

a < 0, oraz a € Z dziedzina funkcji jest R\{0}

10t |x 1| x2 Nad

Wrykres takiej funkcji nazywa sie hiperbola.



a € R (tutaj rozwazmy przypadki kiedy potega jest liczba wymierna), dziedzina funkcji to
R, (dla 1/p, gdzie p - parzyste) i R dla p nieparzystych. Dla ujemnych poteg zero nie znajduje
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sie¢ w dziedzinie, natomiast, kiedy mamy dodatnie potegi, zero jest uwzglednione w dziedzinie.

1.2 Funkcje wyktadnicze a”
a > 0, dziedzina funkcji to R. Dla a = 1 funkcja jest stata. Dla a > 1 jest funkcja rosnaca dla
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a < 1 mamy funkcje malejaca.
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Wtasciwosci:
o o'V = (al’)y
e a”-b" = (a-b)”

Najbardziej powszechna i najczesciej stosowana funkcja wykltadnicza w fizyce jest e* = exp(x),
gdzie e jest podstawa logarytmy naturalnego.

Dlaa > 0oraz a # 1 funkcja wyktadnicza jest r6znowartosciowa i ,na” (czyli jest bijekcja).
Dlatego istnieje funkcja odwrotna.

Definicja 1. Funkcja f: X — Y jest ,na” zbiér Y o ile jest spetniony warunek

Vyey Joex v = f(2)

(Nazywana suriekcja)



Definicja 2. Funkcja f: X — Y jest roznowartosciowa o ile spelniony jest warunek
vm,mEX (l'l 7£ To = f(xl) 7é f(J;Q)) ~ vxl,xQEX (f(xl) = f(l’g) = I = CC2>
Czyli ré6znym argumentom odpowiadaja rézne wartosci. (Nazywana iniekcja)
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1.3 Funkcje logarytmiczne

Funkcja logarytmiczna jest funkcja odwrotng dla funkcji wyktadniczej.
f(z) =log, x (1.1)

gdzie a jest podstawg logarytmu i a > 0, a # 0.

Jezeli log, v = b < a® = x.

Dziedzing funkcji logarytmicznej jest (0, +00), f: (0, +00) — R. Dla a > 1 jest funkcja rosnaca,
natomiast dla a € (0, 1) jest malejaca.

Wtasnosci:

o log,(zy) = log,(r) + log,(y)
o log,z% = alog, x

log,.

¢ logax = log,.a

1.4 Funkcje trygonometryczne

Funkcjami trygonometrycznymi nazywamy funkcje: sinx, cosx, tanz, cot z. Funkcje trygono-
metryczne dla trojkata przedstawionego na powyzszym rysunku zdefiniowane sg jako:
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sinae = =
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cotaw = == (1.2)
y tanao
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f(x) = log, x

f(x) = log, x

a=1/2

a=1/10

a=1/5
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Wartosci funkeji trygonometrycznych dla ,podstawowych” katoéw przedstawione sg w ponizsze;j
tabeli.

Funkcje sinus i cosinus sg okreélone na catej dziedzinie liczb rzeczywistych. Sa okresowe i
ograniczone. Funkcja sinus jest nieparzysta, natomiast cosinus jest przysty. Funkcja tangens i
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sin(x)
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cotangens nie sg okreslone na calej dziedzinie. Dla tangensa jest to Dyan = R\{5 +km; k € Z},
natomiast dziedzina cotangensa to: D, = R\{km; k € Z}.

Funkcje tangens i cotangens okreslone sg przy uzyciu funkcji sinus i cosinus. Funkcja
tangens jest rosngca w kazdym przedziale swojej dziedziny i jest nieparzysta. Funkcja cotangens
jest malejaca w kazdym przedziale swojej dziedziny i jest parzysta. Obie funkcje sa okresowe,
o okresie 7.

sin o
tana =

Ccos o

Ccos o
cota = -

sin o

Tozsamosci trygonometryczne:
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sin?x +cos’z = 1

sin(x +y) = sinzcosy + sinycosx
cos(xr+y) = cosxcosy — sinzsiny
sin(z —y) = sinxcosy — sinycosz
cos(x —y) = cosxcosy+ sinzsiny
x x —
sinz +siny = 2sin ;—ycos 5 i
. . . Ty T+y
sinx —siny = 2sin coS
2 2
x x —
cosx +cosy = 2cos —2Fy coS 5 i
. rt+y -y
cosT —cosy = —2sin 5 sin 5

1.5 Funkcje cyklometryczne

Funkcje cyklometryczne (funkcje kotowe) to funkcje odwrotne do funkeji trygonometrycznych.
Funkcja arcus sinus, arcsin: [-1,1] — [-7, 7]

Funkcja arcus cosinus arccos: [—1, 1] — [0, 7].

Funkcja arcus tangens arctan: R — (=7, 7
Funkcja arcus cotangens arcctg: R — (0
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1.6 Zadania z funkcji elementarnych
Zadanie 1. Oblicz pierwiastki funkcji.
f(z) =22 —3zx +1 (1.3)

Liczymy A. Delta dla tréjmianu kwadratowego postaci ax? + bx + ¢ wyraza sie wzorem
A = b* — dac (1.4)

Miejsca zerowe funkcji oblicza sie podtug

~b+ VA
R 1.5
T1,2 2% ( )
W naszym przyktadzie A = (=3)? —4-2-1=9 — 8 = 1, wiec pierwiastkami sa
—(=3)+V1 4 —(=3)—-1 1
_ S = = - _Z 1.6
o 2.2 T 1 2 (16)
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Zadanie 2. Oblicz

log 58 -log, 81 = (1.7)
logy 5 - 1ogys 27 = (1.8)
glos2b = (1.9)

310g5 5+logs 2 — (110)

Pierwsze zadanie jak i drugie rozwiazujemy poprzez zamiane podstawy, czyli korzystamy z
WZzoru:

log,. b
log, b = —* 1.11
W pierwszym mamy:
=1
log, 8 log, 81  log, 23 log,3'  3log, 2 4log, 3
log 58 -log, 81 = = T 5= 1 =12 (1.12)
log, V3 loge 4 log, 3z log,2 7logh 3 2log, 2
—1
Drugie zadanie robimy analogicznie
=1
log; 5logs 27 logy 5 logs3°  logs5  3logy3 3
logg 5 - logys 27 = 830 0832l _ 0839 OBsY _ 39 0069 _ 2 (1.13)
logs9logs 25 logg 32logg 52 2logy 3 2logsb 4
=1
Trzeci i czwarty przyktad bazuje wylacznie na definicji logarytmu.
410g25 — (22)10g25 — 210g2 52 — 52 =95 (114)
310g5 5+logs 2 — 3log3 10 _ 10 (115)
Skorzystano z wtasnosci logarytmu log, b + log, ¢ = log, (bc).
Zadanie 3. Rozwiaz réwnanie
logy(z —1) = 3
logiz —logga® —2 = 0 (1.16)

Pierwsze rownanie rozwigzujemy poprzez sprowadzenie prawej strony do postaci logarytmicznej
i korzystamy z faktu, ze logarytm jest funkcja réznowartosciowa. (Trzeba tutaj nadaé zatozenia
na z, tzn. x — 1 > 0).

logy(z — 1) = 3 = log, 8 (1.17)

dlatego x — 1 =8,tox =9
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Drugie rownanie traktujemy jak réwnanie kwadratowe postaci
t?—3t—-2=0 (1.18)

gdzie t = logy x i szukamy rozwiazania tego réwnania. Wiec liczymy delte A, =9 — 8 = 1. To
miejsca zerowe sg dane przez

3—1 3+1
t1:7:17 t2ziz

2 2

Mamy obecnie do rozwigzania dwa réwnania logs x = 1 lub logs x = 2, z jednego wynika, ze
x = 3, z drugiego = = 9. Oba wyniki naleza do dziedziny.

2 (1.19)

Zadanie 4. Wiedzac, ze coszg = —% i 29 € (§,7) oblicz sinxg, tanzg, cot zg.
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej, zeby policzy¢ sinus.
3 9 7
.2 2 .2
in‘xy + ( 4) in” xg 6= 16 (1.20)
Wiec sinzy = % lub sinxy, = —%. Poniewaz sinus jest funkcja dodatnig w drugiej ¢wiart-

ce, tzn. w przedziale (7, ), wiec odrzucamy druga opcje. Majac sinus obliczony, wystarczy

skorzysta¢ z definicji tangensa i cotangensa, zeby wyznaczy¢ wartosci tych funkeji.
sin xg Vi \/7

tan zy = =4 =" (1.21)
coswy  —

natomiast cotangens jest odwrotnoscia tangensa

3
cotrg = ——— (1-22)

VT

Zadanie 5. Przedstaw tozsamosci trygonometryczne:

o tan(z + y)
e cot(z +y)
sin(x + sin x cosy + siny cos x
tan(z +y) = o +y) _ SRR (1.23)
cos(x +y) coszcosy —sinxsiny
podzielmy licznik i mianownik przez cos x cosy, otrzymamy wtedy
tanx + tan
tan(z + y) = Y (1.24)

1 —tanztany
Analogicznie postepujemy w przypadku cotangensa

cosxrcosy —sinxsiny cotxcoty — 1
cot(x +y) = — - = 1.25
( v) SIN T COS Y + SIn Y COs T coty +cotx ( )

tym razem pomnozyliSmy i podzieliliSmy licznik i mianownik przez sin x siny
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Zadanie 6. Ile wynosi tan 2x?
Podstawiamy do wczesniej otrzymanego wzoru y = x:
2tanx
(1.26)

tan 2z = —
1 —tan“xz

Zadanie 7. Oblicz sin(27 — 1) +sin(37 + 1).

Nalezy skorzysta¢ z wzoru na sume sinusow
5 3 Sr+l+37r-1 32x-1-37+41
sin(-m —1) 4+ Sin(iﬂ +1) = 2sin a7 5 a” cos - 5 a7 =0 (1.27)
sin 7=0
Zadanie 8. Wykazaé, ze
arcsin x + arccos x = g (1.28)

= cos(§ — «), w ktérym nalezy przyja¢ o = arcsin x.

Wskazowla: Wykorzysta¢ wzor sin «
Rozwigzanie:
a =arcsinz < sina = x (1.29)

r € [—5, §]. Mamy wiec sina = cos(§ — o) czyli = cos(§ — a).
Jezeli v € [-5, 5] to 0 < § — a < 7. Ze wzgledu na okredlenie o mamy
xzcos(g—a)/\0<g—a<7r(:)arccosx:g—a (1.30)

Poniewaz o = arcsin x stad zachodzi nasza tozsamosc.
(1.31)

Zadanie 9. Wykazaé, ze
arcsin z = arccosv'1 — 2

dla z € [0, 1]. Wskazowka:

Wykorzysta¢ jedynke trygonometryczna i przyja¢ a = arcsin z.
(1.32)

Rozwigzanie:
o = arcsinz < sina = x,
(1.33)

czyli mamy
2 +cos’a =1

czyli cosa = £v/1 — 22, zostawiamy plus, poniewaz a € [—7,
Jezeli x € [0,1] to a € [0, 5]. Mamy teraz
T T T
—|Aa €0, E] & arccosV1 —r2 =aNa€ [0,5} (1.34)

V1—22=cosaNaéE [—g, 5
arcsinx = arccos V1 — 22 Ax € [0, 1] (1.35)
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Zadanie 10. Ile wynosi sin(arccos z)?

Podnosimy do kwadratu i dodajemy cosinus tego samego argumentu, zeby skorzystaé¢ z jedynki

trygonometryczne;.
sin?(arccos x) + cos?(arccos ) = 1
—_— ——
wiec

sin?(arccos ¥) = 1 — 2? < sin(arccosz) = V1 — 22

Zadanie 11. Ile wynosi sin(arctan x)?
Poniewaz tangens z arcusa tangensa wynosi x, czyli

sin(arctanz)  sin(arctanz)

cos(arctanz) \/1 — sin®(arctan )

tan(arctanx) = x = =z

wiec
i t
2 _ _ sin(arctan) & sin?(arctan r) = 2 — 2” sin®(arctan )

T sin?(arctan x)

stad
x

V1422

sin®(arctan z)(1 + 2*) = 2° & sin(arctanz) =

15

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)



