1 Calki funkcji wymiernych

Definicja 1. Funkcjg wymierna nazywamy iloraz dwoch wielomianéw. Catka funkeji wymiernej
jest wiec postaci:
Wi(x) . [ apa" + a2+ ax+ag

dr =
Wa(z) "~ J bz + bpra™ 1+ .+ biz + by

dz (1.1)

Jak sobie poradzi¢ z rozwiazaniem takiej catki?

e Sprawdzamy czy n > m, czyli czy stopien wielomianu w liczniku jest wigkszy od stopnia
wielomianu w mianowniku. Jezeli tak jest to dzielimy licznik przez mianownik. Nastepnie
przedstawiamy funkcje podcatkows jako sume wielomianu oraz funkcji wymiernej, ktore;
stopien licznika jest juz mniejszy od stopnia mianownika, tzn. n < m.

e Jezeli n < m, to sprawdzamy czy licznik nie jest pochodng mianownika, jesli tak jest to:

F@)
/f(x)dx_l 1f(z)| + C (1.2)

e Jezeli n < m i licznik nie jest pochodng mianownika, to funkcje podcatkowa rozktadamy
na tzw. utamki proste, tj. na wyrazenia postaci:
A Bx+C

— 1.
(ax + b)k oraz (cx? +dx +e)p (1.3)

gdzie A, B, C, a, b, ¢, d, e sa stale, przy czym d* — 4ec < 0 (delta mianownika jest
ujemna dla drugiego przypadku), oraz k i p sa liczbami naturalnymi.

1.1 Gdy mianownik jest stopnia drugiego

1.1.1 Rozkltadanie na ulamki proste. Jezeli A > 0.

Przyktad 1.
1
—_— 1.4
2+ b5r+4 (1.4)
A =25—16 = 9 = 32 i miejsca zerowe to
—5+3 —-5—-3
T 9 ; o) 9 ( 5)
czyli 2 + 51 + 4 = (z + 1)(x + 4) przedstawiamy nasz utamek w postaci
1 1 A B
= + (1.6)

x2+5x+4:(a:+1)(x+4) r+1 x+4
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staramy sie¢ teraz znalez¢ wspotezynniki A 1 B, dlatego mnozymy obie strony przez (z+1)(z+4)
co nam daje réwnosc

1=Ax+4)+B(z+1)=x2(A+B)+ (4A+ B) (1.7)
daje nam to uktad réwnan

A+B =0
4A+B =

wicc A = =B i34 =1 czyli A =3 wiec B = —3. Zalezno§¢ ta jest speliona dla kazdego .
Stad catki nasze przyjmuja postac

d 1d —1d
/ v :/3‘”+/3x (1.10)
x?2+5x+4 x+1 x+4
robigc podstawienie ¢t = (z + 1) i ¢ = x + 4 w kolejnych catkach otrzymamy rezultat
1 pdt 1 1
- —=-In|t|+C==1 1|+ C 1.11
5] 773 n [t] + Z |z + 1]+ (1.11)
natomiast druga catka
1 pdt 1 1
— [ —=—It|+C=-=1 414+ C 1.12
5] 3 n |t| + 5l |z + 4] + (1.12)
Przyktad 2.
20 — 3
1.13
3x2 —bxr +2 (1.13)
A mianownika wynosi A = 25 —4 -2 -3 = 1, natomiast miejsca zerowe
S5+1 5—1 2
— -1 =__ == 1.14
1T T T3 (114)
nasz wielomian mozna przedstawi¢ w postaci
2x — 3 2x — 3 A B
’ ’ - + (1.15)

322 —5r+2 (r—1)(3r—2) x—1  3x—2
analogicznie mnozymy obie strony przez (z — 1)(3z — 2) czyli dostaniemy wyrazenie
2t —3=ABx—2)+B(x—1)=2(3A+B)—2A—-B (1.16)
daje nam to uktad réwnan

344+ B = 2 (1.17)
2A+B = 3 (1.18)



wiec A = —1 (odjecie drugiego réwnania od pierwszego). Wstawienie takiego A daje nam, ze
B =5. Czyli catka
20 -3 -1 5
302 br+2 o1 3z-2
catkujac prawa strone i wykorzystujac podstawienie typu ¢ = x — 1 dla pierwszego cztonu i
t = 3x — 2 dla drugiego otrzymujemy

(1.19)

—dzx —dt
/x—l_ ; =—lnjt|+C=—-Injz-1|+C (1.20)
orae 5d dt 5 5
x
S Lo =23 —2 1.21
P 53 3n||—i—C 3n|3x |+ C (1.21)

Zadanie 1. Oblicz catki
3dx

57 — 1 = (1.22)
/23;24—363;— %7 — 3 — 190" = (1.23)
/ 322 x—_6;+ pde = (1.24)
/ 202 +3r—2 (1.25)
/2952 fiz_g - (1.26)
/%dx - (1.27)
W calce (1.22) wystarczy dokona¢ podstawienia 2z — 1 = ¢, wiec da = $d¢, czyli
25%1:2 ?:§1n|t|+0221n|2x—1]+0 (1.28)

Latwo zauwazy¢, ze w tym przykladzie licznik jest pochodng mianownika, tzn. (222 —3x—19) =
4x — 3, wiec jest to catka z funkcji typu

f),

= In|f(z)| +C (1.29)

czyli
/zxz "—sdr = In[22® — 30 — 19| + C (1.30)



W nastepnym przypadku (1.24) réwniez liczymy pochodng mianownika, ktéra wynosi (322 —
6x + 2)' = 62 — 6, jezeli podzielimy te pochodn@ przez 6, to dostaniemy to samo co jest w
liczniku, wiec licznik mozna zapisa¢ jako (6:6 — 6). Stad calka nasza wyglada:

x—1 1 6x — 6 1
- . dr= =1 2 _ 2 1.31
/3x2 027 =5 32 —ga g T g3~ br 2+ C (1.31)

W przyktadzie (1.25) bedziemy musieli roztozyé nasze wyrazenie na utamki proste. Pierwszym
krokiem jest policzenie delty i miejsc zerowy dwumianu kwadratowego znajdujacego siec w mia-
nowniku, czyli A =9 + 16 = 25, stad

345 1 35

=—p =5, Gy=— = -2 (1.32)
Nasz mianownik zapiszemy teraz
202 + 30 + 1 :2(:70—;)(96—{—2) (20— 1)z +2) (1.33)
teraz rozktadamy wyrazenie podcatkowe na utamki proste
! A B (1.34)

02 13011 221 712

Mnozac obie strony przez (2 — 1)(x 4 2) otrzymujemy uktad réwnan

A+2B = 0 (1.35)
24— B = 1 (1.36)
czyli B=—1 1 A =2, wigc mamy styczno$é z catkami, ktére juz tatwo wyliczy¢
2 dx 1
- =_—In|2z -1 1.
o v 5n|:c |+ C (1.37)

gdzie zastosowalismy podstawienie 2x — 1 =1t i dx = %dt, natomiast druga catka wynosi

1 dx
5 x+2

1
= —clnfe+2/+C (1.38)

ostatecznie wynik wynosi

1 1 1 20 — 1
dx:5ln|2x—1|—gln|x+2|+C:51n|5+2|+C (1.39)

/ 202+ 3+ 1
Zadanie (1.26) wykonujemy analogicznie z ta réznica, ze nasz uktad réwnan sie zmieni, tzn.

€T B A n B
202 +3r+1 20—1 x+2

(1.40)
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wiec

A+2B = 1 (1.41)
2A—-B = 0 (1.42)
wiec A = % B:%,stad
1 dx 1
oraz
l 2| +C 1.44
s [ = tmlera+ (141
czyli catka
1 2
—  dr=—Inl2z - 1| + =1 2| +C 1.45
/2x2+3x+1x 1o 12— 1+ ghnfz+2[+ (1.45)

Zadanie (1.27). Liczymy pochodng mianownika, ktéra wynosi: (22 + 3x — 10)" = 2x + 3, czyli
nasza catke przedstawimy jako

dr +9 4 + 6 dz
S N :/—d 3/— 1.46
/x2—|—3x—10x 21301070 2y se— 10 (1.46)

pierwsza catka to dwukrotnosé¢ pochodnej mianownika, wiec

4o + 6 20+ 3
2/ dz = 21n|2? + 3z — 10| + C 1.47
/x2+3x—10 21 3y — 1000 = 2lnfen 4 e 100+ (1.47)
natomiast druga catke rozktadamy na utamki proste. Liczac delte otrzymamy: A = 9440 = 49,
wiec
—347 -3-7
= 2 s I’Q =
2 2

=5 (1.48)

T, =

stad
3 B 3 A N B
22+3x—-10 (v—2)(z+5) x-2 x+5

wiec po wymnozeniu obu stron przez (z — 2)(z + 5) mamy

(1.49)

A+B = 0 (1.50)
5A—-2B = 3 (1.51)

czyli A= —B1i A =1, dlatego calka wynosi

3dz dx dx
= - =1 —2| -1 5|4+ C 1.52
/:B2+3:E—10 /3:—2 /x+5 n |z | —In|z+ 5|+ ( )
wynik koncowy to
dr +9 9

/Mx_lodx:mn\x +32—10[+1Injz — 2| —Injz + 5|+ C (1.53)



1.1.2 W mianowniku A =0

Przyklad 1. Wyrazenie pod catks bedzie postaci:

L (1.54)
92x2 — 120+ 4 '

Rzeczywiscie mozna tatwo zauwazy¢, ze mianownik da sie zapisa¢ w postaci

92? — 122 + 4 = (3x — 2)? (1.55)
wiec w catce wykonujemy podstawienie t = 3x — 2, czyli dt = 3dz
dw dt 1,4 1
oy— —=—otT'+C=—ZBzs-2)""+C 1.56
/(3.75—2) 3/ =3t e =2+ (1.56)
Przyktad 2. Jezeli w licznik bedziemy mieli jakas zaleznosé od .
A B

- ° (1.57)

02 — 12044  (3v—27 (r—27  31-2

W powyzszej linijce mamy juz roztozenie na utamki proste. Mnozymy obie strony przez wyra-
zenie (3z — 2)? co nas doprowadzi do

r=A+B(Bx—2)=3Bx+A—-2B (1.58)

mamy uktad rownan, z ktérego wynika, ze B = %, wiec A = % Liczac teraz catki

/ de / 1dx (1.59)
3z — 2)? 3r—2 '

pierwsza catka zostata juz wczesniej policzona, natomiast w drugiej nalezy wykona¢ podstawie-
nie t = 3z — 2, co nas doprowadzi do jakiegos logarytmu

TR SN TS (1.60)

/ 2dx N sdr 21 1
(32 — 2)? 3r—2  333x—-2 33

Zadanie 2. Oblicz catki

2dx

ol = (1.61)
/3x2 —_jg:wrz - (1.62)
/m _ (1.63)

/ (im_;;dx — (1.64)
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Pierwszg catke mozna zapisa¢ w postaci

2dx dx
—:2/7 1.65
922 — 6x + 1 (3x —1)2 (1.65)

wykonujac podstawienie za to co si¢ znajduje w mianowniku, czyli 3z — 1 = ¢, to %dt = duz,
wiec
dt 21 2

e I
3J 2 3t 33r —1

W calce (1.62) mozna policzy¢ delte, lub zauwazy¢, ze drugi wyraz (czyli wspétezynnik stojacy
przy x) da sic zapisaé jako v/24 = /4 - 3 - 2 = 24/3/2, wicc nasze wyrazenie da si¢ przedstawic
jako

+C (1.66)

+C
(1.67)

—5da dz 5 rdt 51 C_5\/3 1
/3x2 /(

—Vaie+2 ) Ee—var T B e T Bt T YT 3 Be— e

Zadanie (1.63) musimy roztozy¢ na utamki proste, czyli przedstawiamy wyrazenie pod-

catkowe jako

3x A B
=77 @-72 2-1 (1.68)

mnozac obie strony przez (r — 7)? otrzymujemy réwnanie

3z=A+ Bz —TB (1.69)

stad wnioskujemy, ze B =31 A = —21, wiec

/de:_21/<x—7)2+3$—7:21x—7+31n‘$_7‘+0 (1'70)

Z nastepnym zadaniem mozna postapi¢ analogicznie, lecz bystre oko dostrzeze, ze licznik jest
pochodna mianownika, wiec catka (1.64)

/(ix__z 2/ —2lnjz—1|+C (1.71)

1.1.3 W mianowniku A < 0

Rozwazmy najpierw caltki typu

dx
/ (x+Ek)Z2+0b (1.72)

wykonujemy podstawienie z 4+ k = Vbt czyli dz = Vbdt

Vbdt \/_/
t2

1 1 k
WLl —= arctant + ' = —= arctan Ty +C (1.73)

Y Vb Vb



Do tego typu calek mozna doprowadzié¢ kazde wyrazenie, ktére w mianowniku ma axz? + bx + ¢
i delta jest ujemna. Jest to tzw. posta¢ kanoniczna réwnania kwadratowego

b2 A
2 _ 2 =
ar®+br+c=a (x—i—za) + 4@2] (1.74)
Przyklad 1. Wezmy teraz przyktad
r+1
1.75
/ 27 65" (L.75)
Delta mianownika wynosi: A = 26 — 40 = —4 < 0. Obliczmy teraz pochodna mianownika
(222 + 62+ 5) =4z + 6 (1.76)
dzielgc licznik przez pochodna mianownika otrzymujemy
1 1
1=-(4 - = 1.77
T+ 4( x4+ 6) 5 (1.77)
stad nasza catka
r+1 1 4r + 6 1 dx
_ = S 1.78
/2x2+6x+5x 1) 22560 +5  2) 222162 +5 (1.78)
pierwsza catka to oczywiscie
1 dr + 6 1
~ | ————dr=-In[22* + 62 + 5|+ C 1.79
1) e sl 4n|x—|—x+ | + (1.79)

natomiast z druga sprowadzamy do postaci kanonicznej, ktéra wyglada 2(z+ %)2 + %, wykonujac

podstawienie z + 3 = \/gt, czyli dz = d¢, mamy

1dt
e +6r+5 2 / = arctant + €' = arctan(2z + 3) + € (1.80)
taczac oba wyniki mamy
x+1 1 9 1
/2x2+6x+5 ZID\QQIJ + 6z + 5| — iarctan(2x+3)+0 (1.81)

Zadanie 3. Oblicz catki
/ (dx (1.82)

20 — )2+ 4
/3x2+2x+1 - (1.83)
/2x2—$+3 - (1.84)
J - -
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W pierwszym przykladzie (1.82) stosujemy proste podstawienie 2z—1 = VAt = 2t wiec dz = dt,
dlatego

dz 1 1 1
/ e —12+4 4t2 t4 4 / pq g rctant+ O = qarctan(z — 2) + ¢ (1.86)

W calce (1.83) obliczamy delte A = 4—12 = —8 < 0. Poniewaz delta jest ujemna doprowadzamy
nasze wyrazenie do postaci kanonicznej. Mozna podstawi¢ do wzoru, lub obliczy¢ przy pomocy
sposobu

ar® +br +c= a((x—p)2+q) (1.87)

wstawiajac nasze wyrazenie i rozwijajac wyrazenie (x — p)? mamy
322 +2r + 1 =3(2® — 2px + p* + ¢q) (1.88)

mozemy sie z tego réwnania pozby¢ x?, wtedy mamy

22 + 1 = —6pz + 3p* + 3¢ (1.89)
stad wynika, ze 2x = —6pz, czyli p = —%, wstawiajac do czesci nie zawierajacej x, tzn. do
1 = 3p? + 3¢, wyznaczymy warto$¢ q

1—31+3 :>3—2:> 2 (1.90)
I I B ‘
dlatego nasz mianownik mozna zapisa¢ w postaci:
302+ 22 + 1 :3((:p+1)2+2) (1.91)
3 9

stosujemy teraz podstawienie x —|— 2 ‘[t czyli do = \[dt wiec

dz V21 dt V29 O V2 (3x+1
PO EEEe—— 5.5 9 — — - L arctan = —— arctan
322 +20+1 33) 2242 92 2

)+C  (1.92)

S

Zadanie (1.84)

1.93

/ 202 —x +3 (1.93)
postepujemy analogicznie. Liczymy delte A =1 — 12 = —11 < 0. Przedstawiamy mianownik w
postaci kanonicznej

2x2—x+3:2<x2—2px+p2+q) (1.94)
czyli —2pr = —z, wiec p = 3, wstawiajac do wyrazenie 2p® + 2¢ = 3 mamy 2¢g = 2 czyli ¢ = 2.
Mianownik teraz przedstawimy w postaci:
1

22> —x—|—3:2((x— 2)2+;) (1.95)
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robimy podstawienie z — % = \/gt, czyli do = \/gdt. To calka sprowadza sie do

10 2v/10 V2, 1
/2:702 ~— 73 2/ g \/>/ cTE arctan t+C = 5 arctan(%(x—?)—l—c
(1.96)
W przyktadzie (1.85)
20 — 3
d 1.97
/ 2zl (1.97)
nalezy najpierw policzy¢ pochodng mianownika: (22 +z+1)" = 2z+1, wiec utamek podcatkowy
mozna przedstawi¢ jako
2z + 1 dx
dr — 4/7 1.98
/xz—l—x—{—lz 2?2 +x+1 (1.98)
pierwsza catka to
2 1
/zx—i_dlen|x2—|—x+1|+0 (1.99)
+x+1
natomiast drugg sprowadzamy do postaci kanonicznej 2 +x + 1 = 22 — 2px + p? + ¢, stad
wynika, ze p = —% czyli ¢ = %. Dlatego postaé¢ kanoniczna to
2 Ly 3
T +x+1:(x—|—§) +1 (1.100)

dokonujac podstawienia z + § = \/gt co nas prowadzi do \/gdt = dz mamy

\/' 83 8v/3 2V/3 1
—4‘/3724_1’_'_1 /3t2+ = 3 arctant+C:—Tarctan (T($+§))+C
(1.101)
Laczac oba wyrazenia otrzymujemy ostatecznie
2r — 3 ) 8V/3 2V/3 1
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