1 Calki

Definicja 1. Funkcja pierwotna funkcji f(z) w przedziale a < x < b nazywamy kazda taka
funkcje F'(z), ktorej pochodna F’(x) rowna sie danej funkcji f(x) dla kazdego x z przedziatu
a<x<b.

Definicja 2. Calka nieoznaczona (nieokreslona) funkeji f(x), oznaczana symbolem

/f(x)dx (1.1)

nazywamy wyrazenie F'(x)+C, gdzie F'(x) jest funkcja pierwotna funkeji f(x), a C' jest dowolna
stata. Wiec

/f(;v)da: =F(z)+C, gdzieF'(z)= f(z) (1.2)

1.1 Podstawowe wzory rachunku catkowego
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Dalej mamy wzory

dx

T

/ e*dx
/ a*dzx
/ cos zdx
/ sin zdx
/ dx
sin?
/ dx
cos? x
dx

N
dx

1+ 22

Injz|+C, x#0

eI

L tc
Ina

sinx +C

—cosz + C
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arcsinz + C = — arccosz + C

arctanz + C = —arctanx + C

1.2 Wtasnosci calek nieoznaczonych

Definicja 3. Catka sumy rowna si¢ sumie calek, tzn.

[ (@ +g

(z))dx:/f(x)dx—i-/g(x)dx

Definicja 4. Staty czynnik mozna wynie$¢ przed znak catki, tzn.

/kf(a:)dx _ k/f(x)dx, k0

Zadanie 1. Oblicz catki:
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Zadanie (1.18) rozbijamy na 3 calki, wiec

/(29&3 — 2%+ 1)dr = /2x3da: + /(—xZ)dx + / ldr = 2/w3da: — /:c2dx + /dx (1.23)

skorzystalismy z wlasnosci, ze mozna wyciaggnac¢ statg przed znak catki. Teraz wykorzystamy
wzér (1.3) przy wspélezynnikach a = 3, 2, 0. Wiec

1 1 1 1
2/x3dx—/m2dx+/dx:2-1x4—§x3+x—|—02§x4—§x3+x+0 (1.24)

W nastepnym zadaniu (1.19) trzeba wymnozy¢ wyraz znajdujacy sie pod caltka. Czyli
(2 —z+ D)@ +22—V3) =24+ 22° — V32 — a2t — 222 + V3o + 2+ 20 — V3 =

=25 — 2t 4+ 32 — 222+ V3) + 22 — V3 (1.25)
stad mamy 6 catek
I, = /x5dx = (13:1:6 +C
Iy =— /x4dx = —;;x5 + C5
Iy = 3/x3dx = ix4 + Cs
Iy = —(2+\/§)/x2dx = —2+3\/§x3+04
I5:2/xdx = §x2+05:x2+05

I — —\/§/dx — V3r+C (1.26)

Laczac wszystkie wyrazenia razem (dodajac je do siebie Y9, I;) otrzymujemy

1 1
/(:UZ—x—i—l)(xg—i—Zx—\/§)dx:fx6— :1:5+§x4—

243 4,
— _ — 1.2
5 E 1 3 a2 —V3r+C  (1.27)

gdzie C' jest stala.
Nastepny przyktad jest tatwym zastosowaniem reguty (1.3) przy a = %, czyli

/\/de = /:B%d:v = z$§ +C (1.28)

Przyktad (1.21) jest znowu latwym zastosowaniem poprzednio wykorzystywanych regul, tym

razem y = —2. Trzeba zwréci¢ uwage, ze catkowanie jest po dy i zmienna tez sie nazywa y wiec
nie wprowadza nam to zadnych ktopotéw
d 1
/;g :/y_2dy= —y '+ C=—+C (1.29)
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Przyktad (1.22) rozbijamy na dwa sktadniki, z czego jeden jest zwyczajna calka z sinusa, nato-
miast drugi obliczamy ze znanych juz metod

2 2 1 1
/Sintdt+§/t3dt: —COSt-f—g : Zt4+0: —cost+6t4—|—C’ (1.30)

Definicja 5 (Calkowanie przez czesci). Jezeli u i v sa funkcjami zmiennej x majacymi ciagta
pochodng pochodna, to
/uv’dx = uv — /u'vdx (1.31)

Przyktad:
Rozwazmy funkcje f(x) = xe® i obliczmy jej catke

— [

/megﬁdx:{ %—xx v _1 }:uv—/ulvdx:xez—/l-e‘”dx:ex(x—l)—kc (1.32)
vV=e" v=ce

Definicja 6 (Calkowanie przez podstawienie (zamiane zmiennej)). Jezeli dla a < = < b,

g(x) = u jest funkcja majaca ciagta pochodna oraz A < g(z) < B, a funkcja f(u) jest ciagla w

przedziale [A, B], to

[ 1(9@))g' @)z = [ f(w)du (1.33)
przy czym po scatkowaniu prawej strony nalezy w otrzymanym wyniku podstawi¢ u = g(z).

Przyktad:
Rozwazmy calke z funkcji f(z) = sinx cosx

/sinxcos xdr = { duu::cf)isnxxdx } = /udu = ;uQ +C = ;sin2 r+C (1.34)
Zadanie 2. Oblicz calki (stosujac wzor catkowania przez czesci)

/msinxdx = (1.35)

/ 22 dr = (1.36)

/ nzdr = (1.37)

Pierwszy przyklad (1.35) traktujemy jako funkcje u = x, a jako funkcje v/ = sinz. Liczac
pochodng u otrzymujemy 1, natomiast liczac caltke z sinusa otrzymujemy minus cosinus.

. = =1 .
/xsmxdx: { /u N v } = —xcosa:—l—/cosx = —zcosx +sinz +C (1.38)
v =sinz v=—cosz

Zadanie (1.36) robimy analogicznie jak przykltad z definicji catkowania przez czesci. Tak samo
definiujemy funkcje u i v’, z tg réznica, ze tym razem mamy 2% zamiast e®, czyli catka

2x
2y = 1.
/ r=5+0C (1.39)
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stad ostatecznie mamy

u=x u =1 x2* 1 2% 2
2%dx = s = - [ 2%dr=— — ——+C 1.40
/a: v {U’ZQQE v=2 } In2 In2 v In2 ln22+ ( )

Kolejny przyktad (1.37)

g /:l 1
/lnxdx:{ u, Iz = }:xlnx—/a:dx:xlnx—/dx:xlnx—x—l—C’ (1.41)
V=1 wv=ux x

Zadanie 3. Oblicz calki (przez podstawienie)

/xe‘xQdm = (1.42)
/tanxdx = (1.43)
dx
= 1.44
/xln:v ( )
3
x
1+$8dx = (1.45)

W pierwszym przykladzie przyjmujemy podstawienie 2% = ¢, wiec

_a:2 o t: $2 o 1 —t o 1 —t o 1 _1,2
/me dx_{dtzQazdx —5/6 dt——ie +C’——§e +C (1.46)
W nastepnym zadaniu wystarczy przedstawic¢ tanz = % i podstawic¢ za t = cosz, wiec
: _ 1
/tanxdx:/smxdx: t oS :—/fdt:—lnt—kC:—lncosx—i-C’ (1.47)
COS T dt = —sinzdx t

Kolejne przyktad (1.44) to analog poprzedniego, z tym, ze wybieramy za t = Inz

dz t=Inx 1
W przyktadzie (1.45) bedziemy musieli podstawié¢ z* = ¢, i pamietaé, ze 28 = (2%)?, czyli
2® = 2, to nas doprowadzi do
3 t= [E4
1 dt 1 1
/%dx =¢ dt =32%dz = s/1ie"3 arctant + C' = 3 arctanx? +C  (1.49)
Tz dde = 3dt +



Zadanie 4. Oblicz catki

/ de - (1.50)

cos 2x + sin’ x

/sinchosxdx = (1.51)
/(a: +1)%de = (1.52)
/arccos xdr = (1.53)
/e:‘ sin(e®)dr = (1.54)

W przyktadzie (1.50) korzystamy ze wzoru na cosinus podwojonego kata, czyli
cos2r = cos’> ¥ — sin’x (1.55)

to nam upros$ci mianownik

cos 27 + sin? ¥ = cos’ ¥ — sin? ¥ + sin’ x = cos’ x (1.56)

teraz mamy catke, ktora jest juz elementarna:

/ . (1.57)

cos? x
W zadaniu (1.51) stosujemy podstawienie sinx = ¢, prowadzi nas to do

.. 3 . t=sinz _/3 _14 _1.4
/sm xcosxdx—{ df — cosede = tdt—4t +C—4sm x+C (1.58)

W przyktadzie (1.52) podstawiamy za wnetrze nawiasu ¢t = (z + 1), co tatwo sie sprowadza do

catki

1 (14 )
/(:c—i— )Pde = [ #dr = 210+ C v

Co mozna w tatwy sposob sprawdzi¢ przez zrozniczkowanie, ze wynik ten jest poprawny.
Nastepny przyktad trzeba bedzie najpierw obliczy¢ przez czesci

+C (1.59)

1

pa— / = —_—e——
/arccosxda: :{ " U;ar:cclosx " V1—g? } = marccosx%—/\/lx_iﬁdx (1.60)

v=u
W calce, ktérg obecnie mamy podstawmy 1 — 2?2 = ¢, wiec xdx = —%dt
1 1 1
/arccosxdx = Tarccoss — 5 / %dt = TarccosT — o - 2Vt + C = zarccosz — V1 — 22 + C
(1.61)
W ostatni scatkujemy przez podstawienie t = e*, dlatego
/e’” sin(e®)dz = /sin tdt = —cost+ C = —cose” +C (1.62)



