1 Calka oznaczona

Catke oznaczona bedziemy zapisywali jako

/abf(x)dx (1.1)

z funkcji f(z), ktéra jest ograniczona w przedziale domknietym [a, b].
Jak obliczy¢ caltke oznaczona? Obliczamy najpierw catke nieoznaczona z funkcji f(x), co nas
doprowadzi do funkcji pierwotnej F'(z). Nastepnie liczymy wstawiamy granice catkowania (li-

czymy rdznice granic)
b

[ #)de = Fix)

warto zwroci¢ uwage, ze catka oznaczona nie juz funkcja a liczba, oraz, ze po prawej stronie nie
mamy juz statej C' jak w przypadku catke nieoznaczonych.

Interpretacja geometryczna catki nieoznaczonej. Jest to pole powierzchni ograniczone wy-
kresem funkeji f(z) i osia Oz i prostymi ograniczajacymi ten wykres x = a i x = b (wartosé
bezwzgledna).

= F(b) — F(a) (1.2)

a

Zadanie 1. Oblicz catke oznaczona:

/ In xdx (1.3)
1
najpierw liczymy catke nieoznaczona z funkcji Inz (przez czesci)
_ r_ 1
/lnxdx = { le—_lnl' 1;} :;f =zlnx — /dx +C=z(lnz—-1)+C (1.4)

teraz liczymy réznice granicy gérnej i dolnej (mozna juz pominaé stala catkowania)

e

z(lnz—1)] =e(lne—1)—1(lnl1—-1)=e(1-1)—-(0—-1)=1 (1.5)

1
dalej takie catki bedziemy zapisywali w postaci:

e:e—(e—l):l (1.6)

/ Inzdz =xzlnzx
1

—/ dr=¢elne—1Inl -z
1 1

1.1 Wtasnosci calki oznaczonej

Jezelia < b<cto
c b c
/a fla)de = / F(a)de + /b f(a)de (1.7)

Staty czynnik mozna wyciagnac¢ przed znak calki, tzn.

/ab kf(2)de = k/abf(:p)dx (1.8)
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gdzie k stata.
Calka sumy, réwna sie sumie catek

/ab (f<x> + g(l’))dl’ = /;f(%)dx + /abg(x)dg; (19)
Catkowanie przez zamiane zmiennych:
/abf(g(x))gl(%)dx = /g(b) f(u)du (1.10)

g(a)

Zmiana gornej z dolng granicg jest rownoznaczna ze wstawieniem znaku minus, tzn.

(Lbf@ﬁdx::—xéafﬁwdx (1.11)

Przyktad:
3. u=sinz du = cos zdz 1 Lot 1
/0 sin x cos xdx = { g =sin(0) = 0 u, = sin() = 1 7/0 udu = U 3 (1.12)
Przyktad:

Oblicz pole powierzchni ograniczone wykresem funkcji f(x) = x 4+ 1 w przedziale [0, 4] oraz w
granicach [—4,0].
Liczymy catke oznaczong z funkcji f(x) w granicach 0, 4.

4 INCIT
/ (4o =22 +af = 42+4=12 (1.13)
0 2 0 2

0
Teraz policzymy w -4,0.

QTIO  I  p (1.14)

+
l‘_4 9

—4

0 1
/ (r+1)dz = 51‘2

—4

ale to jest liczba ujemnal Wiec pole powierzchni nie moze by¢ ujemne. Jezeli chcemy policzy¢
pole powierzchni ograniczone przez wykres funkcji i osia (a wykres znajduje si¢ ponizej osi
nalezy wzia¢ warto$¢ bezwzgledna). Wiec podejscie, ktore zastosowalismy w tym przyktadzie
nie jest do korica poprawne. Musimy znalezé punkt, w ktérym wykres funkeji f(z) przecina o$
Oz i rozbi¢ nasza catke na dwa obszary. Czesé, ktora jest nad osia i czes¢, ktoéra jest pod osig
Ozx.

Szukamy f(x) =0 czyli x + 1 = 0 jest to w punkcie 2o = —1. Na lewo od tego punktu wykres
funkcji bedzie pod osig, na prawo od xy nad osig. Wiec

0 0

= (1.15)

—1 0 1 1 —1 1
P:|/ (x+1)dx|+/(x+1)dx:|—m2 + x| |+ =2?
—4 -1 2 4 —4 2 —1

+x
1
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gdzie z pierwszej calki liczymy warto$¢ bezwzgledna, poniewaz wykres znajduje sie pod osig.
Stad

1 1 1 11 1
P=|=(=17?=(-4)*+(-1) = (=4)| — (=12 = (=)= — + = = 1.1
(1 = S+ () = ()~ (1P () =5 +5=6  (L16)
Widag¢, ze trzeba uwazaé przy liczeniu pél powierzchni.
Zadanie 2. Oblicz catki
/Ztanxdx = (1.17)
0
/tanxdx = (1.18)
0
1 dz
_ = 1.19
/o 22 4 62 4 10 (1.19)
\7/2
/ rsingidr = (1.20)
0
/gsind‘xcosxdx = (1.21)
0
7% adx
—_— = 1.22
/0 V1—a4 (1.22)
0
ﬁre%ctosxdx = (1.23)
3
/azgsinxdx = (1.24)
0
5 2
/ e “xcosxdr = (1.25)
-5

Rozwigzania:
Pierwsza catke nalezy rozwiazaé¢ przez zamiane zmiennych. Jezeli przedstawimy tanz =
sinx

=% 1 dokonamy podstawienia u = cosx wtedy

I U = COSZT du = —sinzdx - du
/ tan xdr = ~ _ _ o1 == — =Infu/| =hl-In—
0 ug = cos(0) =1 uy =cos(]) = 75 1w 3 V2
(1.26)

In1 = 0, natomiast w drugim wyrazie argument mozna zapisa¢ jako
— =273 (1.27)
wiec korzystajac z wlasnosci logarytmu log a® = blog a ostatecznie otrzymujemy

I 1
/4 tanzdr = —1In2 (1.28)
0 2
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Przyktad (1.18) chciatoby sie powiedzieé, ze rozwiazujemy tak samo, tylko wstawia si¢ inne
granice. Jednak tak nie jest! Trzeba uwazaé¢, zeby w sposdb mechaniczny nie podchodzi¢ do
catek oznaczonych! Catka ta nie jest zbiezna. Wynika to z wartodci tangensa w 7/2. Czyli ta
catka nie istnieje.
Przyktad (1.19).

1 dx

/0 2+ 6x + 10 (1.29)
Jest to catka z funkcji wymiernej. Wiec poniewaz licznik nie jest pochodng mianownika, musimy
policzy¢ delte, ktéra w tym przypadku wynosi A = 36 —40 = —4 czyli jest ujemna. Rozktadamy
mianownik na posta¢ kanoniczng czyli

P +6r+10=(x—p)P+qg=212"—2pxr+p*+q (1.30)

stad wynika, ze 62 = —2px czyli p = —3 wstawiajac te wartosé¢ p do wyrazenia p? + q¢ = 10
otrzymujemy, ze ¢ = 1, czyli
224+ 6x+10 = (v +3)%+1 (1.31)

Jest to wyrazenie, ktore przedstawia nam mianownik, teraz dokonamy podstawienia x + 3 = u
czyli dr = du, natomiast przy takiej zamianie granice beda sie zmienia¢ od ug =0+ 3 = 3 do
ug =143 =4. Wigc

4

= arctan4 — arctan3  (1.32)
3

1 dx 1 dx 4 du
/ 7:/ —:/ ———— = arctanu
0 224+62x+10 Jo (z+3)3+1 Js ur+1
Nastepnym przyktadzie (1.20) znowu bedziemy dokonywali zamiany zmiennych

/m

0

2 —

rsinzidr = -
ug=0 u,=/pi/2 =%

{ u = z? du = 2zdz %du = xdx

1/72r ud 1 3 1
= — sinudu = —= cosu
2 Jo 2

0

Przyktad (1.21) rozwiazywany jest przez podstawienie.

bl = si = 1 1 2 1
/2 sin' 2 cos rdx = U= sma du @sﬂxdx = / utdu = —u®| = - (1.34)

0 ug=smn0=0 u,=sing =1 0 5 lo O

Zadanie (1.22)

/\}5 zdx u=2x? du=2xdr 1/§ du 1 21 .1 17 o
——= =— [ —— = _arcsinu| = —arcsin- = -— = —
01— 2t ug =0 uy=3 2Jo 1+u2 2 0 2 226 12
(1.35)



Zadanie (1.23) rozwiazemy przez czesci

0 _ 2z I 2x

u=-e u = 2e .

I :/ e** cos xdr = , : = e sinx
x v =cosr v=sinw

0 0
— 2/ e sinzdr = —e™ — 21,
x x
(1.36)

2

gdzie I jest catka, ktéra wynosi

0 — o2z [ 92 2x 0 0
12:/ e sinxdr = { ?_ N u_ ‘ = —e*" cosx +2/ e cosxdr = —1 + 21,
z v/ =sinz v = —cosx x x
(1.37)
wstawiajac ten wynik, otrzymujemy
0
I :/ e* cosaxdr = —e™ — 2(—1+2) =2 — " — 4, (1.38)
3
przenoszac na jedng strong wyrazy I; mamy, ze
2—¢€"
5]1:2—671—@]1 = 5 (139)
Zadanie (1.24) réwniez rozwiazujemy przez czesci
T — 3 !/ — 2 ™ T
I :/ 2% sin zdr = { /u ’ w=se —2° cos +3/ 2% cosxdr = —(7)*(=1)+31,
0 v =sinr v=—cosx 0 0
(1.40)
Catke I dalej rozwiazujemy przez czesci do momentu, kiedy ,pozbedziemy si¢ wolnego” x
I — 2 / — 2 ™ T
I :/ 2% cosxdr = { /u * YT ?sine —2/ rsinzdr = —21,  (1.41)
0 v =cosr v=sinx 0 0

i ostatni raz liczymy catke przez czesci

I, = —xcosz

+/ cosxdr =7 (1.42)
o Jo

ostatnia caltka znika, poniewaz pole powierzchni nad osia i pod osia funkcji cosinus od 0 do
7 jest takie same, z tg réznica, ze wchodzi jedna cze$¢ ze znakiem plus a druga ze znakiem
ujemny, co prowadzi nas do catki rownej zero. Zbierajac wszystkie wyrazy z poszczegdlnych
krokow ostatecznie otrzymujemy

I =7°—6l,=n"—67 (1.43)

Ostatnia caltka natomiast (1.25) jest relatywnie skomplikowana, zeby sobie z nig poradzi¢.
Ale ze wzgledu, ze liczymy wylacznie catke oznaczong mozna sobie z nig w prosty sposob
poradzié¢
5
/ e~ 1 cos zdz (1.44)
-5
Warto zwrdcié uwage, ze funkcja podcatkowa jest nieparzysta, tzn. f(—z) = —f(x). A poniewaz
catkowanie jest po obszarze symetrycznym, wiec catka taka musi wynosié¢ zero.



Zadanie 3. Oblicz pole figury ograniczonej przez wykres funkcji i proste:

L f(z
2.

=sinz, z =0 oraz x = 2.

T sinz, x = 0 oraz x = 2.

)
f(z) =

3. f(z)=1/x, x =1/2 oraz x = 2e.
) =

4. g(z) =z, z=1/2ix =4

W pierwszym przyktadzie nalezy obliczy¢ catke z funkeji sinx w granicach 0 do 2xw. Nalezy
jednak pamietaé, ze funkcja sinx przyjmuje wartosci ujemne, wiec trzeba podzieli¢ catke na
czesci, gdzie wykres jest ponad i pod osia. Obszary znajdujace sie pod osia, bedg obliczane ze
znakiem przeciwnym. Tak wiec pole wynosi

2w

| = = (=)= (=D+[-1=(=1) =4 (1.45)

™

s 27 m
P = / sin xdx+/ sinxdr = —cosx| +|—cosx
0 T 0

W nastepnym przyktadzie mozemy bezposrednio obliczyé caltke oznaczong z funkcji sin” x
w granicach 0 do 27, poniewaz, wykres nigdy nie znajduje si¢ pod osig iksow. Stad

o, u=sinx u =cosw P
P = sin“z = , . = —coszsinx
0 v/ =sinx v=—cosz

2m
+/ cos? zdz (1.46)
0

Pierwszy czton wynosi zero, natomiast drugi zamieniamy z jedynki trygonometrycznej (cos® x =
1 —sin?x) i ,przerzucamy” na drugg strone, co nas prowadzi do

27 27
2/ sin? zdr = dr=2r=P=n7 (1.47)
0 0

Kolejny przyktad rozwigzujemy analogicznie.

2e dx 2e 1
P :/1 < —Injal|| =In(2e) ~In(3) = 1+ 22 (1.48)
2 2

Kolejnym przyktadzie znowu musimy rozbi¢ obszary catkowania, poniewaz wykres funkcji lo-
garytm znajduje sie pod osia Oz, gdy = € (0, 1]. Najpierw policzymy sobie catke nieoznaczona
z Inx, ktérg liczymy przez czesci

1
/lnx:{u_:lnlx 1; : :xlnx—/dx:x(lnx—l—l)—l—c (1.49)

Wiemy teraz, ze obszar catkowania nalezy podzieli¢ na = € [%, 1] iz e (1,4], wiec

1 4
+ |z(lnz + 1)
1

2

1 1
P—lo(nz+ 1) :\1—2(1—1n2)\+4(1n4+1)—1:;+271n2 (1.50)




