1 Calka niewtlasciwa

Jezeli funkcja f(x) jest ograniczona i catkowalna w kazdym przedziale skoniczonym a < = < b
(a ustalone i b dowolne) oraz istnieje granica

lim bf(x)dx (1.1)
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to granice te nazywamy catka niewlasciwa funkcji f(x) w przedziale [a, 00| i zapisujemy co
zapisujemy

/am flz)dz (1.2)

analogicznie okreslamy dolng granice rowng —oo jako granice

lim f(z)dx (1.3)
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co zapisujemy

/a f(x)dz (1.4)
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Obliczanie takich catek sprowadza si¢ do obliczenia catki nieoznaczonej, nastepnie catki ozna-
czonej w granicach a, b i przejsciem z b do nieskoniczonosci (badz do minus nieskoniczonosci).

Zadanie 1. Oblicz catke niewtasciwg

/OO e ¥ dx (1.5)
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Najpierw policzymy catke nieoznaczona, co nalezy wykonaé¢ poprzez podstawienie u = —3ux,
wiec
e r=—=[e"du=—=e =——e :
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Nastepnie obliczamy te catke w granicach zero, jakie$ v, ktore nastepnie bedzie dazyto do
nieskonczono$ci

1 507 1 4, 1, 1 4, 1
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Liczymy granice
lim e =0 (1.8)
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Zadanie 2. Oblicz catki
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/ e (1.10)

—o X2 + 2x + 2
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Zadanie (?77?) sprowadzamy do postaci kanonicznej. Latwo zauwazy¢, ze w mianowniku znajduje
sie wyrazenie (x+1)?+1. Z takimi catkami mieliémy juz kilka razy stycznoéé, wigc mozna szybko
zgadnal rezultat (lub obliczy¢ poprzez podstawienie x + 1 = ¢, co doprowadzi do calki dajacej
arcus tangens), wiec

—+uv

+oo d
/ & im arctan(z +1)| = lim (arctan(l +v) — arctan(l — v)) =7 (1.16)
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Nastepne zadanie trzeba policzy¢ poprzez czesci, najpierw wykonamy obliczenia dla catek nie-
oznaczonych, p6zniej wprowadzimy granice.
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I = /e‘xsinxdx = ( U sma e eosy ) = —e smx—l—/ ? cos xdx (1.17)
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obliczamy caltke [, rowniez przez czesci
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Czyli
I, =—e"sine+ I, =—e "sin—e “cosz — I (1.19)

dodajac stronami catke I; otrzymujemy
26 = —e_z(sirm—{—cosx) (1.20)

Dzielac stronami przez 2 i przechodzac do naszych granic mamy
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Pierwszy wyraz znika, poniewaz granica e~ przy x — o0 jest zero, natomiast funkcje sinus i
cosinus sg ograniczone.
W zadaniu (7?) wykonujemy podstawienie % =t,czylidt = i—g, wiec catka nieoznaczona bedzie
postaci
—t 3y _ —t _ .
/e dt=—'+C=—7+C (1.22)

wstawiajac granice mamy

— —e¢ (1.23)

pominelidémy tutaj juz przechodzenie z v do nieskonczonosci.
W nastepny przykladzie (??) robimy podstawienie arctanx = ¢, to nas doprowadzi do catki
postaci
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/tht = gt‘g +C = g(arctan r)* +C (1.24)

Liczac teraz granice
400 1

BRI CENEE: a2

W przyktadzie (??) dokonujemy podstawienie 2?2 = t, stad

1
g(arctan r)?
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/xe”” dz = f/e’tdt =——e " +C (1.26)
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wiec catka w granicach wynosi
L™ 4 L (1.27)
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Ostatni przyktad (?7) mozna latwo rozwiazaé, poniewaz jest to funkcja nieograniczona, czyli
nie catka taka nie jest zbiezna. Funkcja x jak i funkcja In z nie sg ograniczone, wiec ich iloczyn
tez nie jest funkcjg ograniczona.



