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Wprowadzenie

Dzi$ chyba juz z pewnosciq mozemy powiedzied, ze wlasnie w strong usmiechnie-
tych maszyni kieruja sie liczne badania przelomu wieku XX i XXI. Do tego stanu
rzeczy niewatpliwie przyczynit si¢ dynamiczny rozwdj technologiczny kompu-
teréw, ktéry niewatpliwie mobilizowat rozwdj informatyki.

Poczatek istnienia komputeréw to czas, w ktérym mozna bylo je znalezé
jedynie na uniwersytetach lub w instytucjach naukowo-badawczych. W ostat-
nich latach ogromnemu zwiekszeniu ulegta moc obliczeniowa komputerdéw, jak
i mozliwosci ich integracji ze Srodowiskiem (mozliwosci sieci komputerowych,
mozliwoéci jakie daje faczenie komputeréw z wieloma typami urzadzeniami ze-
wnetrznymi). Dodatkowo niezwykta chtonno$é rynku na sprzet komputerowy
jaka mogliSmy obserwowaé w ostatnich latach sprawita, ze ceny komputeréw,
o ktérych jeszcze nie dawno nie mozna bylo marzy¢, staty sie przystepne dla
kieszeni obywateli krajéow w miarg rozwinietych, otwierajgc w ten sposéb moz-
liwosci ich szerokiego zastosowania.

Obecna moc obliczeniowa komputeréw pozwolita znacznie zwigkszy¢ roz-
miar probleméw jakie mozna rozwigzywad. Z drugiej strony dzi$ mozna efek-
tywnie rozwigzywac nie tylko problemy, ktérych ztozono$¢ jest wielomianowa,
ale réwniez dos¢ skutecznie rozwigzywac sporg czeé¢ probleméw NP-zupeinych,
ktérych do niedawna w ogole nie mozna byto rozwigzywacé. Oczywiscie racjonal-
ne rozwiazywanie probleméw NP-zupelnych sprowadza sie do coraz lepszych
rozwigzan przyblizonych, ale na tyle dobrych, by byly wrecz nieodréznialne
od rozwigzan idealnych, badZ stanowily rozwigzania satysfakcjonujace, ktére
umozliwig ich uzycie w praktyce.

W realnych zastosowaniach na brak trudnych (NP-zupeinych) probleméw nie
mozna narzekad. Jest ich wrecz za duzo. Juz chocby takie sztandarowe problemy
jak gra w szachy, czy problem komiwojazera, sa na to dowodem. O wiecej przy-
ktadéw naprawde nietrudno, wystarczy spojrze¢ na typowe problemy w prze-
mysle, na przyklad problemy optymalizacyjne, czy niezwykle szeroki wachlarz
probleméw wspoétczesnej medycyny, ktérych rozwigzanie najczesciej polega na
inteligentnym przetwarzaniu informaciji.

Trzeba pamiegtac jednak, iz moc obliczeniowa komputeréw to jedynie czyn-
nik niezbedny do rozwigzywania takich probleméw. Rozwigzywanie trudnych

ITytut ksiazki prof. R. Tadeusiewicza [2472].
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probleméw staje sie¢ mozliwe przede wszystkim dzieki rozwojowi nowych algo-
rytméw obliczeniowych, ktére najczesciej stanowia polaczenie pewnej wiedzy o
problemie z metodami przetwarzania i wykorzystywania tej wiedzy. Taka me-
todologia postepowania jest dzi$ spotykana w rozmaitych aplikacjach.

Niewatpliwie w obecnych czasach coraz czesciej beda poszukiwane systemy,
ktére beda w stanie mozliwie inteligentnie wynajdywac i przetwarzaé informacje.
Bedzie (czasami juz jest) to spowodowane coraz bogatszymi Zrédtami informaciji,
lecz informagji, ktéra nieprzetworzona nie bedzie miata Zadnej warto$ci. Na my-
$li mam wszelakie Zrédta informacji, ktérych jest wciaz coraz wiecej, poczynajac
od Internetu, rozlicznych baz wiedzy/informacji do przeréznych systeméw po-
miarowych w technice (zaawansowany przemysl, biotechnologia, nowoczesna
aparatura medyczna, technika wojskowa, etc.).

Ogromng czeé¢ problemoéw stanowia réznego typu analizy uprzednio zebra-
nych danych, analizy obrazéw, klasyfikacja i rozpoznawanie wzorcéw, progno-
zowanie itp. Galezie nauki, ktére zajmuja si¢ rozwigzywaniem tego typu pro-
blemdéw, mozna obja¢ wspdlng nazwa metod inteligencji obliczeniowej. Do metod
inteligencji obliczeniowej z pewnoscig zaliczy¢ mozna sztuczne sieci neurono-
we, uczenie maszynowe, metody regresji i estymacji, statystyke, teorie filtrow
adaptacyjnych, modelowanie Bayesowskie, logike rozmyta, teori¢ zbioréw przy-
blizonych, algorytmy ewolucyjne, metody drazenia danych, modelowanie ko-
neksjonistyczne, neuroinformatyke. Wiekszo$¢ modeli wyrostych z powyzszych
dziedzin majq bardzo wazna wspodlng ceche, mianowicie sa to metody uczenia sie
z danychﬂ Na polskim rynku wydawniczym do tej pory ukazaly sie juz ksig-
zeki, ktore takze dotykaja tych problematyk [18, R27,
[198, 46) 262] B. Mam jednak nadzieje, ze ksiazka, ktora
maja panstwo w rekach bedzie mitym dopelnieniem stanu wiedzy z zagadnieri
dotyczacych uczenia si¢ modeli adaptacyjnych ze szczegdlnym uwzglednieniem
sztucznych sieci neuronowych.

Materiat ponizszej monografii trudno sklasyfikowac¢ tylko do jednej z powy-
zej wspomnianych galezi metod inteligencji obliczeniowej. Cho¢ niewatpliwie
wigkszoé¢ materiatu jest bezposrednio zwigzana ze sztucznymi sieciami neuro-
nowymi, to nietrudno dopatrzy¢ sie metod uczenia maszynowego, statystyki,
teorii filtréw adaptacyjnych, czy metod wizualizagji.

Pierwszy rozdzial stanowi obszerne oméwienie funkcji transferu sztucznych
sieci neuronowych, czyli funkgji realizowanych przez poszczegélne sztuczne
neurony. Funkcje transferu maja ogromny wplyw na wtasnosci sieci i tym sa-
mym na mozliwosci sztucznych sieci neuronowych. Dlatego tez w tym rozdziale
zebrano informacje o wielu funkcjach transferu. Zaprezentowano réwniez ich
nowe, bardziej efektywne wersje, ktére mozna zastosowaé do wielu znanych
modeli.

Dokonano systematycznego omoéwienia funkgji aktywacji, podzielonych na
funkcje bazujace na iloczynie skalarnym, mierze odlegtosci (lub podobieristwa)

2Uczenie sig z danych (ang. Learning from data) — tytut ksigzki V. Cherkasskiego i F. Muliera
3Cytowania w kolejnosci chronologiczne;.
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i ich kombinacji. Po funkcjach aktywacji przedstawiono funkcje wyjscia: sigmo-
idalne, zlokalizowane i semi-centralne. Zaproponowane taksonomie sa pierwsza
tego typu proba systematyzacji wiedzy o funkcjach, ktére moga by¢ realizowa-
ne przez sztuczne neurony. Nastepnie zostaly przedstawione funkcje transferu,
jako zlozenia funkcji aktywacji z funkcjami wyjscia. Najpierw przedstawiono
funkcje nielokalne, nastepnie lokalne, semi-lokalne i uniwersalne.

Kolejna czeé¢ rozdziatu obejmuje nowe funkcje transferu, wéréd ktérych du-
zg grupe stanowia funkcje bicentralne. Zostaty opisane formy podstawowe funk-
gji bicentralnych, jak i ich ciekawe rozszerzenia, ktére umozliwiaja osiggniecie
jeszcze wigkszej elastycznosci na przyktad poprzez wykorzystanie obrotu w wie-
lowymiarowej przestrzeni, czy delokalizacje. W koricowej czesci rozdziatu do-
konano tabelarycznego poréwnania waznych wlasnosci funkcji transferu omo-
wionych w tym rozdziale. Zaproponowano takze hierarchiczne uporzadkowanie
funkcji transferu pod wzgledem ich elastycznodci.

Drugi rozdzial omawia rézne aspekty sieci neuronowych z radialnymi funk-
cjami bazowymi (RBF). Poczatek rozdziatlu to oméwienie podstaw sieci RBF.
Nastepnie przedstawione zostaly metody inicjalizacji sieci typu RBF. Potem omo-
wiono standardowe, jak i mniej znane metody uczenia sieci RBF. Zaprezentowa-
ne zostaly cztony regularyzacyjne stosowane w sieciach RBF. Dokonano takze
poréwnania wielowarstwowych sieci perceptronowych (MLP) z sieciami RBE.

Koricowa cze$¢ rozdziatu poswiecona jest sieciom probabilistycznym, ktére
maja takze spore wigzi z modelami RBF.

Kolejny rozdziat (trzeci) poswiecono bardzo zwigzanemu z siecia RBF mode-
lowi Support Vector machines (SVM). Przedstawiono kilka typéw modeli SVM
zwigzanych z klasyfikacja i regresja. Oméwiono takze algorytm uczenia modelu
SVM i wiasnosci zbieznosci. Przedstawiona zostata takze rozbudowana wersja
modelu SVM nazwana Meta-SVM.

Rozdziat czwarty obejmuje oméwienie sieci ontogenicznych ze szczegdlnym
uwzglednieniem ontogenicznej sieci IncNet jak i sieci optymalnych funkgji trans-
feru. Pierwsza czeé¢ omawia modele, ktére umozliwiaja usuwanie wag lub neu-
ronéw ze struktury sieci neuronowej. Druga czes¢ rozdzialu omawia modele,
ktorych struktura rozrasta si¢ podczas procesu adaptacji. Wskazano liczne wa-
dy, zalety i ograniczenia przedstawionych modeli ontogenicznych. Oméwiona
zostata rowniez sie¢ z przydziatem zasobéw (RAN).

Pozostata cze$¢ rozdziatu to wstep i oméwienie sieci Incremental Network
(IncNet). Opisano, jak mozna zastosowaé rozszerzony filtr Kalmana (EKF) do
uczenia sieci typu RBF. Zaproponowano takze nowg odmiane rozszerzonego
filtra EKF o mniejszej ztozonosci obliczeniowej, dzigki ktérej mozna prowadzié
adaptacje bardziej zlozonych probleméw. Zaproponowano nowe, statystyczne
metody kontroli ztoZzonosci sieci neuronowych. Do zastosowan klasyfikacyjnych
zostala zaprezentowana sie¢, ktéra sklada sie z klastra podsieci IncNet i modutu
decyzyjnego.

Nastepnie opisano mozliwosci diagnostyczne wspoétczynnikéw, ktére sg wy-
znaczane przez wspomniany klaster sieci IncNet i modut decyzyjny, w tym
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takze prawdopodobienistwa przynaleznosci klasyfikowanych wektoréw do po-
szczegblnych cech. Opisano takze wiasnosci réznych innych mozliwosci kontroli
sieci IncNet.

W dalszej czeéci rozdziatu zaproponowano uzywanie przedziatéw ufnosci, kt6-
re stanowia bardzo silng alternatywe dla regut logicznych. Zaproponowano tak-
ze bardzo ciekawe metody wizualizacji w oparciu o przedziaty ufnosci, jak i ich
rozwiniecia, ktérych celem jest wspomaganie procesu diagnozy, szczegélnie w
medycynie.

Nastepnie zaprezentowano sie¢ optymalnych funkcji transferu, ktora jest wy-
posazona w mechanizm kontroli ztozonosci i uzywa heterogenicznych funkcji
transferu.

Rozdziat pigty omawia techniki budowania i uczenia komitetéw modeli, czyli
modeli ztozonych z innych modeli. Omoéwiono rézne modele komitetéw i ich
zastosowan, jak réwniez ich wplyw na ztozonos¢ modelu ostatecznego jak i
wplyw na generalizacje i wariancje biedu.

Przedstawiono komitety wykorzystywane w problemach wieloklasowych,
dwuklasowych jak i takie ktére moga by¢ uzywane w klasyfikacji i aproksy-
macji. Oméwiono komitety z gtosowaniem, wazeniem i ich pochodne. Opisane
sq takze bardziej zaawansowane komitety jak AdaBoosting czy Stacking, jak i
komitety zloZone z modeli heterogenicznych.

Nastepny, sz6sty rozdziat zawiera opis metod przetwarzania wstepnego da-
nych. Transformacje te moga odegra¢ kluczowe znaczenie i ich wplyw moze
okazac si¢ (czy tez po prostu jest zawsze) ogromny. Omoéwione zostalty metody
transformacji danych, postepowania z wartoéciami brakujacymi, opisano metody
selekcji i wazenia cech. Opisano takze zupelnie nowa metode, ktorej zadaniem
jest regularyzacja danych, ktéra moze by¢ wykorzystana w analizach danych lub
modelach adaptacyjnych.

Rozdziat siédmy prezentuje zastosowania sieci IncNet dla realnych i sztucz-
nych danych. W rozdziale oméwione zostaly metody poréwnania modeli, trans-
formacje danych (standardowe jak i nowe), problemy wartosci nietypowych i
wartosci brakujacych, oraz wazniejsze aspekty metod selekcji cech.

Pierwszy przyklad zastosowania sieci IncNet, to analiza danych psychome-
trycznych. Celem jest klasyfikacja pacjentéow do odpowiednich typéw nozolo-
gicznych w oparciu o wykonywane testy psychometryczne i w rezultacie popra-
wienie jakosci klasyfikacji dokonywanej obecnie przez psychologéw. Dokonano
szczegblowej analizy otrzymanych rezultatéw dla réznych koricowych sieci In-
cNet. Kolejne zastosowania sieci IncNet, to problemy klasyfikacji raka piersi,
zapalenia watroby, cukrzycy, zapalenia wyrostka i choréb tarczycy. Wszystkie
zastosowania zostaly oméwione i poréwnane z innymi, najlepszymi obecnie
klasyfikatorami dla danych baz.

Jako uzupelnienie powyzej wspomnianych zastosowan zostaly dotaczone za-
stosowania sieci IncNet w problemach aproksymacyjnych. Zastosowano sie¢ In-
cNet do aproksymacji czterech przyktadowych funkcji i poréwnano rezultaty z
kilkoma modelami.
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Niniejsza ksigzka stanowi rozwiniecie mojej pracy doktorskiej. Prace nad
rozwojem monografii, jak i samo wydanie wspierane byto przez Uniwersytet
Mikotaja Kopernika za co chciatbym serdecznie podzigkowaé.

Ze wzgledéw na koszt druku nie mozna bylo umiesci¢ wiekszosci ilustracji
w kolorze. Jednakze na stronie http://www.phys.uni.torun.pl/norbert/ontogen
znajduje sie dokument w formie elektronicznej ze wszystkimi kolorowymi ilu-
stracjami znajdujacymi si¢ w ksigzce.

Bardzo krétkie wprowadzenie do sieci neuronowych

Zanim przejdziemy do omawiania szczeg6téw dotyczacych funkgji transferu,
przyjrzymy sie budowie sztucznych sieci neuronowych i ich dziataniu. Ponizszy
fragment rozdziatu jest tylko pobieznym wprowadzeniem do tematyki sztucz-
nych sieci neuronowych. Dlatego tez osoby, ktére napotkajg trudnoéci w rozu-
mieniu dalszych cze$ci materiatu zachecam do zapoznanie si¢ chocby z jedng z
nastepujacych pozycji ksiazkowych [239] [159, 221] 246, 198 219} [240]. Sztuczne
sieci neuronowe z informatycznego punktu widzenia to nic innego jak grafy z
odpowiednio okreslong rolg wezléw i krawedzi. Sie¢ neuronowa to graf skie-
rowany. Oznacza to, ze krawedzie taczace wezty grafu (czyli neurony sieci), sq
jednokierunkowe. Cho¢ bywa wéréd sieci neuronowych z rekurencjg, ze pary
neuronéw sg polaczone w obu kierunkach, tworzac cykl.

warstwa warstwa warstwa
wejSciowa ukryta wyjsciowa

Rysunek 1: Przyklad sieci neuronowej z jedng warstwa ukryta.

Przyklad prostej sieci neuronowej mozna zobaczy¢ na rysunkul[d] Jest to sie¢,
ktéra sklada sie z trzech warstw neuronéw, co jest dosé¢ typowe (np. dla sieci
typu RBF, por. rozdziat ). Neurony nalezace do tej samej warstwy najczesciej
maja takie same wlasnosci i role w sieci neuronowej. Na przyktad na wspomnia-
nym juz rysunku pierwsza od lewej to warstwa neuronéw wejsciowych. Takie
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neurony warstwy wejSciowej tworzg Zrédlo informacji dla catej sieci neuronowej.
Wiasénie od tych neuronéw informacja jest propagowana dalej zgodnie z kierun-
kiem potaczen (krawedzi grafu skierowanego) pomigedzy neuronami warstwy
wejSciowej, a pozostalymi neuronami. Sposéb przeptywu informacji pomiedzy
neuronami regulowany jest przez odpowiednie funkcje, ktore sa przypisane do
wlasciwych typéw neuronéw — temu wtasnie bedzie poswiecony ten rozdziatu.
Warstwa po prawej czeéci rysunku to warstwa neuronéw wyjsciowych. Wtasnie
wartosci neurondéw wyjsciowych stanowia wynik, ktéry jest zwigzany pewna
relacjg, jaka zachodzi pomiedzy wejéciem i wyjSciem. Spowodowanie, aby sie¢
realizowata okreslong relacje pomiedzy wejSciem i wyjSciem jest gtéwnym celem
procesu uczenia sieci, jak i doboru jej struktury. Bywa, ze te dwa etapy przebiegaja
réwnoczes$nie. Wtedy mamy do czynienia z sieciami ontogenicznymi, czyli taki-
mi, ktére same koryguja swoja strukture. Korekcje struktury moga polega¢ na
zmianie liczby neuronéw lub polaczen. Relacja pomiedzy wejSciem i wyjsciem
sieci neuronowej moze odpowiada¢ rozpoznawaniu pisma recznego czy syn-
tezie glosu ludzkiego. W przypadku rozpoznawania pisma wejSciem sieci jest
odpowiednio przeksztatcony obraz pisma, a wyjsciem moze by¢ znak. Jesli pro-
ces ten przebiega dobrze (z powodzeniem) méwimy, Ze sie¢ neuronowa dobrze
nauczyla si¢ rozpoznawa¢ pismo reczne, badZz dokonywaé syntezy dzwigku.
Oczywiscie sieci neuronowe mogg i s3 wykorzystywane na wielu polach nauki,
technologii, medycyny i nie tylko. Uczenie sieci neuronowej polega na adaptacji
wolnych parametréw sieci, czyli na zmianie wartosci wag zwigzanych z krawe-
dziami grafu (czasem takze innych wolnych parametréw, ktére jeéli nie beda
zwigzane z pewnymi krawedziami grafu, to beda zwigzane z pewnymi neuro-
nami). Za adaptacje parametréow sieci odpowiada algorytm uczenia sieci. Bardzo
czesto sie¢ neuronowa oprocz warstwy wejéciowej i wyjéciowej ma jedng badz
wiecej warstw ukrytych. Ich zadaniem jest z jednej strony zwiekszenie pojemno-
Sci sieci (mozliwosci adaptacyjnych), a z drugiej umozliwienie odzwierciedlania
przez sie¢ znacznie bardziej skomplikowanych relacji, najczeéciej umozliwia-
jac tworzenie odwzorowan nieliniowych. Czasem kolejne warstwy ukryte moga
odpowiada¢ réznym typom funkcjonalnosci (réznym filtrom, transformacjom).
Liczba warstw, jak i liczby neuronéw w poszczegélnych warstwach ukrytych po-
winny zaleze¢ od ztozonosci problemu jaki ma by¢ rozwigzywany przez dang
sie¢ neuronowq. Rozmiar struktury zalezy takze od algorytmu uczenia, ktéry
sam w sobie moze narzuca¢ pewne ograniczenia na strukture sieci neuronowej
(zazwyczaj na liczbe warstw, rzadziej na liczbe neuronéw).



Funkcje transferu

Wyb6r funkgji transferu ma niezwykle duzy wpltyw na mozliwosci dziatania
sieci neuronowych. Chociaz funkcje sigmoidalne jako funkgcje transferu sa po-
wszechnie stosowane nie ma powodu, aby to one byly optymalne we wszystkich
przypadkach. Przedstawione zostang tu zalety i wady wielu réznych funkcji
transferu jak i szeregu nowych funkcji transferu posiadajacych wigksze mozli-
wodci. Przedstawiona zostanie réwniez propozycja taksonomii funkcji aktywa-
i i funkcji wyjscia. Beda opisane réwniez uniwersalne funkcje, ktére poprzez
zmiane parametréw staja sie lokalne lub nielokalne, albo nielokalne w pewnych
podprzestrzeniach, a w innych podprzestrzeniach lokalne. Réwniez i inne funk-
cje zostang zaprezentowane, wiaczajac w to funkcje bazujgce na nieeuklidesowej
mierze odlegtoéci. Nastepnie wprowadzone zostana funkcje bicentralne, ktére
powstaja jako liniowy produkt par funkcji sigmoidalnych. Taki produkt skifa-
dajacy sie z N funkcji bicentralnych w N wymiarowej przestrzeni jest w stanie
reprezentowaé o wiele wigeksza klase gestosci prawdopodobienistw wejsciowej
przestrzeni wektoréw, niz np. typowa wielowymiarowa funkcja gaussowska.
Przedstawione sa tez rézne mozliwosci rozszerzen funkgji bicentralnych, ktére
moglyby stanowi¢ pewien zloty srodek pomiedzy ztozonosciq samej sieci, a jej
mozliwoécia do uczenia si¢. Funkcje bicentralne i ich rozszerzenia moga by¢
z powodzeniem stosowane do réznych sieci neuronowych w szczegélnosci do
jakich jak RBFN, RAN, IncNet i FSM. Z kolei, uzywajgc takich funkcji i wy-
muszajac ostre granice (duze skosy), podazamy do logicznej interpretacji sieci
neuronowe;.

Powstanie sztucznych sieci neuronowych jako systeméw adaptacyjnych by-
fo poczatkowo motywowane mozliwo$ciami przetwarzania informacji mézgu
ludzkiego [118|[13, 216]. Pojedyncze sztuczne neurony, jak i architektury sztucz-
nych sieci neuronowych majg niewiele wspélnego z prawdziwa biologiczno—
logiczna budowa moézgu. Sztuczne sieci neuronowe sa sieciami zloZonymi z
prostych elementéw, nazywanych neuronami, ktére posiadajg parametry adap-
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tacyjne w. Modyfikacje tych parametrow prowadza do uczenia sie¢ przez sie¢
odwzorowania wektora X z przestrzeni wejSciowej do przestrzeni wyjéciowej
y = Aw(X) (W og6lnosci y moze by¢ takze wektorem). Ze statystycznego punktu
widzenia systemy adaptacyjne powinny charakteryzowac sie zbieznoscia funkcji
decyzyjnej (czyli funkcji okreslajacej granice decyzji) do optymalnej funkgji de-
cyzyjnej dla rozkladu prawdopodobieristwa facznego p(x,y) lub chociaz praw-
dopodobieristwa warunkowego p(y|x). Do estymacji granic decyzji rozkladu
prawdopodobienistwa konieczna jest adaptowalnosé ksztattu powierzchni funkcji
transferu i wlasnie to stanowi o sile adaptacyjnej sieci neuronowe;j.

Sztuczne sieci neuronowe sg systemami, ktére posiadaja moc obliczeniowq
komputera uniwersalnego, tj. moga realizowa¢ dowolne odwzorowanie z jed-
nej przestrzeni (wejSciowej) do drugiej (wyjSciowej). Réznia sie pod wieloma
wzgledami, lecz wspdlna cecha jest obliczanie wartosci funkgji transferu przez
kazdy neuron. Pierwszymi modelami sztucznych sieci byly sieci logiczne [180]
lub urzadzenia progowe, obliczajace funkcje schodkowa. Funkcje schodkowe zo-
staty nastepnie uogélniane do funkcji o ksztalcie sigmoidalnym. Pokazano tez,
Ze sie¢ neuronowa z jedng warstwa ukryta z funkcjami sigmoidalnymi jest uni-
wersalnym aproksymatorem [52] 122], tj. moze aproksymowaé dowolng ciagta
funkcje z dowolna doktadnoscia przy wystarczajacej liczbie neuronéw. Taka sa-
ma wlasnoé¢ maja sieci z funkcjami gaussowskimi, uzytymi w miejsce funkcji
sigmoidalnych [203].

Nowy typ funkgji transferu zwanych wstegowymi (gaussian bars) zostal za-
proponowany przez Hartmana i Keelera[I13]. Pao zaprezentowal nowy typ sie-
ci (functional link networks) [201], w ktérym wykorzystano kombinacje réznych
funkgji, takich jak wielomiany, funkcje periodyczne, funkcje sigmoidalne i gaus-
sowskie. Haykin i Leung proponuja uzycie rational transfer functions i prezentujq
bardzo dobre wyniki przy uzyciu tych funkeji transferu [165]. W pracy Dorffne-
ra [56] prezentowane sa funkcje stozkowe, ktore gtadko zmieniaja sie od funkgji
o ksztalcie sigmoidalnym do funkgji zblizonej do funkcji gaussowskiej. Mozna
tez uzy¢ funkcji Lorentzowskiej, jako uproszczenia funkcji gaussowskiej zapro-
ponowanej przez Girauda i in. [104]. Te prace, jak i sporo innych, pokazuja, iz
wyb6r funkcji transferu jest istotny i tak samo wazny jak i dobdr architektury
sieci czy algorytmu uczenia.

Sieci neuronowe sa uzywane do aproksymacji rozkltadu prawdopodobien-
stwa dla klasyfikacji lub do aproksymacji gestosci prawdopodobieristwa zbioru
danych treningowych [13,216]. Zadne z powyzej wspomnianych funkgji nie sa
wystarczajace do reprezentacji rozkladu prawdopodobieristwa wielowymiaro-
wej przestrzeni wejéciowej przy uzyciu matej liczby parametréw. Problem ucze-
nia, z geometrycznego punktu widzenia, mozna przestawic¢ jako cel, ktérym
jest wybor takiej przestrzeni funkgji i ich parametréw, ktére daja jak najwieksza
adaptowalno$¢ ksztattu aproksymowanej funkcji przy uzyciu jak najmniejszej
liczby parametréw adaptacyjnych.

Zadne z powyzej wspomnianych funkgji transferu nie s3 wystarczajaco ela-
styczne do opisu powierzchni decyzji zlozonych danych z wielowymiarowej
przestrzeni wejéciowej, przy uzyciu matej liczby parametréw adaptacyjnych. Do
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testowania metod adaptacyjnych statystycy preferuja sztuczne dane [117, [92].
Jest oczywiste, iz pewne rozklady danych sg fatwo aproksymowane przy uzyciu
funkgji zlokalizowanych (np. funkcji gaussowskich), a inne rozklady sa prostsze
w aproksymacji wykorzystujgc funkcje nielokalne (np. funkcje sigmoidalna z ak-
tywacja w postaci liniowej kombinacji wejs¢). W [117] rozwazany by! problem
o N wymiarowej przestrzeni wejSciowej, w ktérym wektory znajdujace sie we-
wnatrz pewnej sfery naleza do jednej klasy, a na zewnatrz do drugiej. Latwo za-
uwazy¢, iz do rozwigzania takiego problemu wystarczy jedna wielowymiarowa
funkcja gaussowska z 2N parametrami adaptacyjnymi (na centrum i rozmycia).
Jednakze rozwigzanie tego samego problemu wymaga wielu hiperptaszczyzn
tworzonych przez funkcje sigmoidalne. Najprostsza mozliwa sieci MLP, ktéra
rozwiazata by powyzszy problem musi skonstruowaé sympleks przy uzyciu
N funkgji sigmoidalnych i jednego dodatkowego neuronu na wygladzenie po-
wierzchni, co stanowi N? + N parametréw adaptacyjnych i znacznie komplikuje
proces uczenia. Z kolei, w innym problemie, gdy do pierwszej klasy zakwalifi-
kowa¢ punkty z rogu uktadu wspétrzednych, ograniczajac obszar ptaszczyzna
(1,1,...,1), to wystarczy jedna plaszczyzna (N + 1 parametréw), aby rozdzie-
li¢ dwie klasy. Natomiast znacznie trudniej jest rozwigza¢ problem przy uzyciu
funkcji gaussowskich. Umieszczajac jedna funkcje w centrum obszarui N + 1 po
rogach wymaga 2N (N + 2) parametréw nie rozwigzuje si¢ idealnie problemu, a
i znacznie utrudnia si¢ proces adaptacji. Usprawnianie algorytméw uczenia lub
struktur sieci nie beda wystarczajace, gdy obszary decyzyjne beda zlozeniem
funkcji sferycznych lub hiperplaszczyzn.

Ponizej rozwazane sg rézne funkcje transferu dla sztucznych sieci neuro-
nowych. Jednak nie jest celem tego rozdzialu przedstawienie wszelkich prac,
jakie byly prowadzone na ten temat. Anderson [6] uzasadnia uzycie funkdji sig-
moidalnych dla motoneuronéw, lecz przejscie od neuronéw impulsowych (ang.
spiking neurons) kory mézgowej (jej asocjacyjnej funkcji) do modelu, w ktérym
uzywa si¢ ciggtych funkcji transferu, nie jest trywialne (teoretyczne wprowa-
dzenie w modele oparte o neurony impulsowe mozna znalezé w ). Bar-
dzo ciekawym aspektem jest tez budowanie neuronéw analogowych lub modeli
sprzetowych [186} 266, 126]], lecz ten temat réowniez wykracza juz po za gléwny
temat pracy. Nie beda tez rozwazane funkcje uzywane w modelach asocjacyj-
nych, takie jak funkcje monotoniczne [156, 189] 271} 268], funkgje perio-
dyczne [269, 152, i neurony chaotyczne [99) 270]. Te ostatnie moga by¢
bardziej przydatne w neurobiologi i moga unika¢ ztudnych lokalnych miniméw
funkcji bledu. Takze w rozmytych sieciach neuronowych uzywa sie specjalnych
funkgji transferu, te réwniez zostana pominiete. Pominiety zostanie tez model

neuronu ztozonego (por. [238]).

Ciekawgq rzecza okazalo sie sporzadzenie systematycznego przegladu prze-
roznych funkcji transferu dla sieci neuronowych, jak i taksonomii funkgji akty-
wacji i wyjécia, poniewaz, jak dotad, informacje te w literaturze bylty zupelnie
rozproszone poza nielicznymi wyjatkami, ktére prezentuja funkcje alternatywne
do funkcji sigmoidalnej. Czes¢ z funkcji, ktére zostaly zaprezentowane ponizej,
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nigdy nie byly jeszcze uzyte.

W ponizszym podrozdziale przedstawiono ogélne pojecia zwigzane z opi-
sywaniem funkgji transferu. W nastepnym podrozdziale przedstawiono szeroki
opis funkgji aktywacji neuronu. Opis obejmuje szeroki wachlarz réznych miar
odlegtosci. Kolejny podrozdziat przedstawia przerézne funkcje wyjécia, po czym
nastepuje podrozdziat, w ktérym przedstawiono rézne funkcje transferu, po-
dzielone na kilka grup. Poréwnywanie rezultatéw uzyskanych za pomocg r6z-
nych funkcji transferu jest przedsiewzieciem bardzo trudnym. Rézne funkcje
moga by¢ uzyte w bardzo réznych sieciach. Réwniez i sposob inicjalizacji sie-
ci moze prowadzi¢ do bardzo zréznicowanych wynikéw. Tym samym, nie jest
mozliwe w pelni obiektywne i jednoznaczne poréwnanie takich wynikéw.

1.1. Funkcje realizowane przez neuron

Za przetwarzanie sygnatu przez kazdy neuron odpowiedzialne sg dwie funkcje
— funkgja aktywacji i funkcja wyjScia. Funkcja aktywacji oblicza wartos¢ cal-
kowitego sygnatu wejsciowego neuronu. W tym podrozdziale bedzie to liniowa
kombinacja sygnatéw wejsciowych, choé w podrozdziale [.2.1]zostang przedsta-
wione bardzo rézne funkcje odlegtosci, ktére beda mogtly zastapi¢ owa liniowq
kombinacje.

Jesli neuron i jest polaczony z neuronem j (gdzie j = 1,...,N) i wysyla
sygnat o wartoéci X; z silg pofaczenia réwna Wi, to catkowita aktywacja |; bedzie
réwna:

N
(W) =) Wijx;. (1.1)
j=1

Powyzsza liniowa kombinacja wejé¢ jest najczesciej stosowang funkcjg akty-
wagji uzywang w sieciach MLP.

Druga funkcja przetwarzang przez neuron jest funkcja wyjscia o(1). Te dwie
funkcje razem decydujg o wartoéci sygnatu na wyjsciu neuronu. Catos¢ prze-
twarzania informacji przez neuron odbywa si¢ w N wymiarowej przestrzeni
wejéciowej, ktora jest takze nazywana przestrzenig parametréw. Zlozenie funk-
gi aktywacji z funkcja wyjscia nazywa sie funkcjg transferu o(1(x)). Poréwnaj
rysunek [[1]

Funkcje aktywacji i wyjscia dla warstwy wejsciowej i wyjéciowej moga by¢
inne niz dla warstw ukrytych. Zazwyczaj stosowane sa funkcje liniowe w war-
stwie wejSciowej i wyjSciowej, a dla warstw ukrytych wybiera si¢ nieliniowe
funkcje transferu. Pewne funkcje transferu nie moga by¢ w naturalny sposéb
podzielone na funkcje aktywacji i funkcje wyjécia. Za lokalng funkcje transferu
bedzie si¢ przyjmowac funkcje, ktérej wartosci beda istotnie rézne od zera (tj.
[o(1(x))| > € dla pewnego €) dla wartosci x lezacych na skoriczonym obszarze
przestrzeni wejsciowej. To oznacza, Ze lokalny charakter funkcji transferu bedzie
zalezatl nie tylko od funkcji wyjscia, ale réwniez od funkgji aktywacji.
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F. aktywagji: 1(x) }_»@yjscia@_w

Sygnaly wejSciowe: X

((x)1)0 :KmorosfAm peusks

Rysunek 1.1: Model neuronu. Sygnat wejsciowy i wyjéciowy. Funkcja aktywacji
i wyjécia. Funkcja transferu jako zlozenie funkgji aktywacji i wyjscia.

Pierwsze modele sieci neuronowych zaproponowane w pracy McCulloch’a i
Pitts’a wykorzystywaty w przetwarzaniu funkgcje logiczne. Funkcja wyjscia
w takim modelu byla funkcja schodkowgq (progowa) O(I;60), ktéra przyjmowata
warto$¢ 0 ponizej progu 6 i 1 powyzej progu:

o(l;6) = {é : zg (1.2)

Uzywanie funkcji progowych byto motywowane analizg logicznego dziala-
nia podukladéw komputeréw, jak i wyobrazaniem sposobu pracy moézgu, jako
podobnego do sposobu przetwarzania informacji w strukturach skladajacych sie
z elementéw przetacznikowych (logicznych).

W zasadzie mozna dokonywaé¢ dowolnych obliczeni przy uzyciu neuronéw
logicznych (tj. uzywajacych funkgji logicznych). Trzeba wtedy rzeczywiste war-
todci dyskretyzowaé i uzy¢ neuronéw logicznych do uczenia ich reprezentacji
bitowej. Ogromng zaleta korzystania z logicznych elementéw jest mozliwos¢
szybkiego przetwarzania takiej informacji, jak réwniez mozliwo$¢ efektywnej
realizacji takich funkgji sprzetowo. Granice decyzji, otrzymane w wyniku uzycia
neuronéw logicznych sa hiperplaszczyznami zdefiniowanymi przez parametry
Wijj. Wtedy sie¢ oparta o takie elementy dzieli przestrzeri wejsciowa na hiper-
wieloéciany lub pewne nieskoriczone fragmenty przestrzeni.

Funkcje wieloschodkowe stanowia etap poéredni pomiedzy funkcjami schod-
kowymi, a funkcjami semi-liniowymi. Liczba progéw funkcji wieloschodkowej
jest okreslona, a samg funkcje mozna zdefiniowaé poprzez:

em()=yi dla 6 <1<6. (13)

Aby unikna¢ konstrukcji warunkowych dla statych réznic 6 = 6; — 6; 1 wie-
loschodkowe funkcje mozna implementowac efektywnie przy uzyciu wektoréw
schodkéw v i arytmetyki stalopozycyjnej do konwersji przeskalowanych war-
tosci wejsciowych do danej przestrzeni wyjsciowej: v [© (1 + Int[(1 —61)76])],
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gdzie 0; jest pierwszym progiem. Zamiast funkcji wieloschodkowej stosuje sie
funkcje semi-liniowa:

0 1 <0,
Si(1;01,02) = (1 —=01)/(62 —01) 61 <1< 0y, (1.4)
1 I > 92.

Te funkcje zostaly pézniej uogélnione do funkgji logistycznej, powszechnie
spotykanej w literaturze (patrz rys. [L.2):

1
S l4est

o(l)

Stata s okresla skos funkgcji logistycznej wokoét jej liniowej czesci. Skos funkgji
logistycznej wokot jej liniowej czeéci zalezny jest takze od normy wektora wag w.
Istnieje cata grupa réznych funkcji o ksztatcie podobnym do funkcji logistycznej
nazwana funkcjami sigmoidalnymi. W granicy, gdy ||w|| dazy do nieskoriczonosci
wszystkie funkcje sigmoidalne przechodza w funkcje schodkowa.

Zlozenie liniowej aktywacji (LT) z funkcjg logistyczna, daje najbardziej po-
pularng spodréd funkgji transferu sieci neuronowych. Ziozenia funkcji sigmo-
idalnych z liniowq aktywacja daja w rezultacie funkcje nielokalna, cho¢ nic nie
stoi na przeszkodzie aby sigmoidalnych funkcji wyjéciowych uzy¢ w zlozeniu
z innymi lokalnymi funkcjami aktywacji (por. réwnania (L66HL.69)), tworzac w
ten sposéb lokalng funkcje transferu.

Ciagle panuje powszechne przekonanie, Ze aktywno$¢ neuronéw biologicz-
nych ma wiele wspdlnego z funkcjami sigmoidalnymi, cho¢ nie jest to powdd,
dla ktérego funkcje sigmoidalne sa tak popularne. Z wyjatkiem paru neurobio-
logicznych inspiracji, funkcje sigmoidalne moga mie¢ uzasadnienie statystyczne
[13] 143].

Rozwazmy problem klasyfikacji w N wymiarowej przestrzeni z dwiema kla-
sami o normalnym rozkltadzie z réwnymi macierzami kowariancji

(1.5)

1 1 _ _
P(X[Cy) = 2oN725|i2 exp {_E(X — %)= (x - Xk)} : (1.6)

Korzystajac z twierdzenia Bayesa prawdopodobienistwo a posteriori dla pierw-
szej klasy jest okredlone przez:

p(x|C1)p(Cy) N 1
X|C1)p(C1) + p(x|C2)p(C2)  1+exp(—y(x))’

gdzie p(Cy) jest prawdopodobieristwem klas a priori, a funkcja y(X) jest zdefi-
niowana przez:

P(Celx) = o( (1.7)

P(x[C1)p(C1)
y(x) =In ——x=—+=.
=M picp(C)

Mamy réwnosé: p(Cy|x) = 1 — p(Cy|x). Prowadzi to do logistycznej funkcji
wyijécia z dos¢ skomplikowang funkcja aktywacji. Takie funkcje sa uzywane w

(1.8)
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logistycznej analizie dyskryminacyjnej [5]. Dla probleméw wiegcej niz dwukla-
sowych mozna uzy¢ znormalizowanej funkcji eksponencjalnej (czasem zwanej
softmax):
exp(yk(x))
PLER) = expty, ()] 9

Po takiej normalizacji wartosci p(Cy|X) moga by¢ interpretowane jako praw-
dopodobienstwa.

Innym uzasadnieniem racjonalnosci funkgji sigmoidanych [61] moze by¢ fakt,
iz wartodci wejéciowe pochodzg zazwyczaj z obserwacji, ktére nie s catkiem
dokladne, dlatego mozna zamiast wartoSci y uzy¢ warto$é¢ rozkltadu Gaussa
Gy = G(y;Y,Sy) wokoét y z odchyleniem standardowym sy. Rozkfad ten mozna
tez traktowac jako funkcje przynaleznosci rozmytej liczby Gy [161]. Dystrybuanta

wyglada natomiast tak:
X—Yy X—Yy
1+ erf ~0 , 1.10
( Sy\/§> ] ( T ) ( )

gdzie erf jest funkcjq btedu, a T = v/2s,/2.4. Dokladnos¢ tej aproksymadji jest
nie gorsza niz 0.02 w kazdym punkcie x. Skumulowany rozktad p(x —y) moze
by¢ interpretowany jako prawdopodobieristwo zajécia reguly Ry (z) wtedy i tylko
wtedy gdy z < X jest prawda, tj. p(Rx|Gy) = p(X — ).

W nastepnym podrozdziale przedstawione zostang rézne typy funkcji akty-
wagji.

pix =)= [ Glss )y =

1.2. Funkcje aktywacji

Liniowa kombinacja wej$¢, w literaturze angielskiej zwana fan-in activation [L1),
jako aktywacja jest stosowana nie z powodoéw inspiracji biologicznych, lecz dlate-
go, ze kontury o stalej wartosci |(x) = const formujq hiperplaszczyzne. Metody
statystyczne klasyfikacji moga by¢ podzielone na dwie grupy. Pierwsza grupe
stanowig metody bazujace na analizie dyskryminacyjnej, ktére uzywaja hiper-
plaszczyzn lub innych powierzchni do podzialu przestrzeni wejSciowej. Druga
grupa obejmuje metody klasteryzacji i metody oparte na podobienistwie, ktore
korzystaja z pewnych miar odlegtosci lub funkcji podobieristwa. Stad tez mamy
do czynienia z dwoma réznymi typami funkgji aktywacji i ich kombinacja:

e Kombinacja liniowa (iloczyn skalarny) I(x; w) «c W' - x (uzywana na przy-
ktad w sieciach perceptronowych).

e Miary odleglosci jako aktywacje, lub ogdlniej miary podobieristwa, D(X;t) o
||x — t||, wyznaczaja podobieristwo wektora X do wektora t.

e Kombinacje dwéch powyzszych aktywacji, A(x; w, t) o« a w' - x+ B [|x — t||,
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Taksonomia przeréznych funkcji aktywacji zostata zaprezentowana na ry-
sunku [T.3]

W kazdym przypadku koricowa aktywacja jest wielkosciq skalarng lub wek-
torowa. Na przyklad typowa funkcja odleglodci D(X,t) daje jako wynik skalar,
cho¢ jej skladowe by¢ uzywane jako wektor Dj(X;, t;), gdzie Dj(xj, t;) moze by¢
zdefiniowane jako:

DZ(xi, ti, bi) = (x; — tj)2/b?. (1.11)

Kwadrat powyzszej funkcji aktywacji jest forma kwadratowa. Uznajac wszyst-
kie parametry takiej formy za niezalezne i przeksztalcajgc do formy kanonicznej,
mamy:

12(x;w) ~ D?(x;t,a) = iai(xf —1;)?, (1.12)

gdzie zmienne X; s3 liniowymi kombinacjami oryginalnych zmiennych x; i odpo-
wiadaja pseudo-euklidesowej mierze odlegtosci. Jesli parametry a; sa dodatnie i
przyjmiemy a; = 1/b?, to otrzymuije si¢ miare euklidesowa z hiperelipsoidalny-
mi konturami dla statych wartoéci miary. Kwadrat liniowej kombinacji wejs¢ byt
uzyty do Lorentzowskiej funkgji transferu (I.Z6) rys. [.17). Bardzo podobny efekt
uzyskuje sie uzywajac aktywacji iloczynu skalarnego z gaussowska funkcja wyj-
Scia rys. [.14), tworzac w ten sposéb funkcje okienkujaca. Lorentzowska
funkcja nie ma elipsoidalnych konturéw, powierzchnie sg nielokalne, natomiast
lokalne ze wzgledu na przekroje prostopadie do hiperptaszczyzny zdefiniowa-
nej przez |. Kontury tworza okienka aktywacji (tj. wycinaja obszar okienkowy, w
ktorym wartosci funkgji Lorentza sg wigksze od pewnego «).

1.2.1. Miary odleglosci i podobieristwa jako funkcje aktywacji.

Druga grupe funkgji aktywacji stanowiq aktywacje oparte o podobieristwo wej-
Sciowych wektoréw do pewnych wektoréw prototypowych lub ich uogélnieri.

Niektére miary moga by¢ wrecz réwnowazne pewnym przeksztalceniom sa-
mych danych wejsciowych jeszcze przed procesem uczenia, tym samym miary
takie pelnig raczej dos¢ statyczng role w procesie uczenia.

Warto tu zaznaczy¢, ze giéwnym celem przeksztatcenia danych wejsciowych
powinno by¢ dokonanie takiej transformacji danych, aby model adaptacyjny
moégt z nich wyekstrahowa¢ jak najwiecej informacji i uzyska¢ mozliwie mak-
symalng generalizacje. Z kolei inne miary nie moga by¢ zastapione poprzez
transformacje danych przed uczeniem, wtedy tez ich charakter podczas procesu
uczenia moze by¢ dynamiczny poprzez mozliwo$é adaptacji parametréw takiej
miary.

Mary moga by¢ jednorodne i niejednorodne. Miara odlegtosci jest jednorod-
na, gdy wszystkie cechy przestrzeni wejSciowej traktuje tak samo. Miary niejed-
norodne moga stosowaé zupelnie inne sposoby oceny wartosci w poszczegol-
nych cechach.
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1.2.1.1. Jednorodne miary odleglosci.

Jako miary podobieristwa moze by¢ uzywana nie tylko miara euklidesowa, cze-
sto wykorzystywana w sieciach z radialnymi funkcjami bazowymi (ang. radial
basis function), ale réwniez jej naturalne uogdlnienie do ponizszej miary Min-
kowskiego (jak i inne miary przedstawione w dalszej czesci):

N 1/
Dm(X, y;a) = (lei —yil"‘) : (1.13)

i=1
Miara euklidesowa i Manhattan sa oczywiscie specjalnymi przypadkami mia-

ry Minkowskiego dla @ = 2 i « = 1. Mozna jeszcze bardziej rozbudowa¢ miare
Minkowskiego, wprowadzajac czynniki skalujace:

Dmb(Xy; b Zd (Xi, yi)*/b;. (1.14)

Funkcja d(-) jest uzywana do estymacji podobieristwa dla danego wymiaru,
najczedciej stosuje sie po prostu: d(Xj, Vi) = |X; — Yj|- Dla & = 2 wektor ||x|| =1
znajduje si¢ na sferze jednostkowej, dla wigkszych wartosci « sfera przechodzi w
gladki hiperszescian, a dla « < 1 przyjmuje ksztalt hipocykloidy (patrz rys. [4).

Podobna funkcja byta uzyta jako jadro (ang. kernel function) w modelu Gene-
ralized Memory-Based Learning [45]:

d —-q
Ck(x,y,b) = <2(xk—yk)2/b§> , (1.15)
k=1
gdzie q > 0.
Inng, miarg jest miara Mahalanobisa:
DA (xy) = Y (xi —y)Z (% —yj) (1.16)

1]
gdy X jest macierza kowariancji, to miara wyznacza odlegtosci we wspotrzed-
nych gtéwnych.
W mierze mozna uzy¢ bardziej ogélnej formy kwadratowej z dodatnio okre-
$long macierza Q ustalong dla danego problemu:

Do(x,¥:Q) = (x = ¥)"Q(x ~y). (117)
Z kolei miara Czebyszewa okreslona jest przez:

Den(X,y) = _max IXi — Vil (1.18)

Réznego rodzaju czynniki korelacyjne sgq réwniez pozadane. Na przyktad
funkcja Canberra:

X
Dca(x,y) Z :X' i (1.19)
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F. Gaussa z miarag Minkowskiego
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Rysunek 1.4: Funkcja Gaussa (L.65) z miarqg Minkowskiego o réznych wspét-
czynnikach réwnania [[.13]
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czy tez odlegtosé x?:

N 2
_ 1 Xi i
Dy(x,y) = I; sum; <sizeX sizey) ' (1.20)

gdzie sum; jest sumg wszystkich wartosci cechy i ze zbioru trenujacego, a sizey
i sizey sa sumami wszystkich wartosci wektoréw x i y. Nalezy zapewni¢ aby
warto$ci sum;, sizey i sizey byly rézne od zera.

Korelacyjna funkcja podobieristwa (nie bedaca miarg) jest zdefiniowana po-
przez:

LR (% = X)) (Vi — Vi)
\/Z. 1 XI_X Zizl(yi_yi)z

gdzie X; i yj sa warto$ciami $rednimi cechy i ze zbioru treningowego.
Z kolei funkcje korelacyjng rangowa Kendalla definiuje ponizsze wyrazenie:

Dca(X,Y) : (1.21)

Dkre(XY) = nin=1) Z Z sign(x; — X;) sign(y; — Yj). (1.22)
i=1j=
sign(x) jest rtéowny 1 dlax >0,0dlax=01i —1 dla x <O0.
Wszystkie z powyzszych funkcji moga zastapi¢ odlegltoé¢ Euklidesowa w
radialnych funkcjach transferu (L.3.2).

1.2.1.2. Niejednorodne miary odleglosci.

Mary niejednorodne umozliwiajg rézne traktowanie poszczegélnych cech badz
grup cech. To jest szczegdlnie wazne, gdy mamy do czynienia z warto$ciami,
ktére nie maja porzadku (wartoéci nominalne (symboliczne)). Nalezy zwrdcié
uwage, ze wartoéci dyskretne moga, ale nie musza posiada¢ porzadek.

Dlatego na przyktad dla cech numerycznych mozna uzy¢ miary Minkow-
skiego, a dla cech symbolicznych miar statystycznych. W metodach rozumo-
wania opartych na precedensach (ang. memory-based reasoning) popularnoscé zy-
skata miara VDM (ang. Value Difference Metric) [260, 261, 258]. Odlegtos¢ VDM
pomiedzy dwoma N wymiarowymi wektorami X, y z cechami o wartoéciach
dyskretnych (w tym cechami symbolicznymi) w C-klasowym problemie jest de-
finiowana poprzez prawdopodobienistwa warunkowe jako:

Dyom (% Y) ZZ\pcm —p(Cily))|°, (1.23)
j=li=

gdzie p(Cj|x;) jest estymowane przez liczbe N;j(Xj) wystgpieri wartodci X; cechy
j w wektorach nalezacych do klasy C;j podzielonej przez liczbe N(x;) wystapieri
wartosci Xj cechy j w wektorach nalezacych do dowolnej klasy:

N
VDMXy ZZ

() Ni(yj) [
N(xj)  N(yj)

(1.24)
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Réznica wartosci dla j-tej cechy jest zdefiniowana jako:

dVom (X, ¥j) = Z| (Cil%;) — p(Cily;)|® (1.25)

pozwala policzy¢ Dypm(X,Y) przez sumowanie réznic wartoéci po wszystkich
wymiarach. Tak zdefiniowana miara odleglosci jest zalezna od danych (poprzez
macierz z liczbg wierszy réwng liczbie klas, liczbie kolumn réwnej liczbie cech).
Uogolnienie tej miary na wartoéci ciggte, wymaga zbioru funkdji gestosci pjj(x)
zi=1,...,Cij=1,...,N.

Niejednorodna miara HEOM (ang. Heterogeneous Euclidean-Overlap Metric) jest
pewnym uproszczeniem miary VDM:

N
Dreom(X,Y) 2 (Xj,¥j)? (1.26)
J:

gdzie odleglos¢ d; wyznaczana jest przez:

1 gdy X;j lub yj jest nieznany, nieustalony,
dj(xj,yj) = overlap(x;,yj) gdy atrybut X; jest nominalny, (1.27)
Ixj—yjl W
Xmax_xmin pp!

j j

Xmax i Xmm

i jest odpowiednio maksymalng i minimalng warto$cia j-tego atrybutu:

X" = maxx; X" = minx]. (1.28)
1 I
Roznica pomiedzy X" i ijin okresla zakres j-tego atrybutu. Funkcja overlap

jest zdefiniowana poprzez:

overlap(x,y) = {2 z;z (1.29)

Niejednorodna miare HVDM (ang. Heterogeneous Value Differenice Metric) moz-
na zdefiniowaé poprzez:

N
Dhvpm(XY) \IZ (dhj(xj,y))" (1.30)

gdzie dhj(x;,y;) jest okreSlone przez

1 X lub y jest nieznany,
dh;(xj,yj) = N_vdm;(Xj,yj) cecha j jest nominalna, (1.31)
N_dif; (Xj, yj) cecha j jest liniowa,
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1Xj = jl

N_difj(Xj,yj) = 10
J

: (1.32)

gdzie 0} oznacza odchylenie standardowe wartosci cechy j. Znormalizowang
odlegtos¢ VDM mozna wyznaczy¢ na kilka sposobéw:

OGN Nily)
N1 vdm(x,y) = .; N(x) N(y)" (1.33)
N2_vdm(x,y) = \lﬁ(ﬁ'fii_%) (1.34)
N3_vdm(x,y) = VC N2_vdm(x,y). (1.35)

Dyskretna odmiana miary VDM (ang. Discrete Value Difference Metric) moze
by¢ uzywana dla ciagtych wartosci atrybutéw:

N
dpvom(x,y) = ) _ vdm;(discj(x;), disc; (yj))z, (1.36)
=1

gdzie disc jest funkcja dyskretyzacji:

XTI | 41 cecha J jest ciagta
diSCj(Xj) = Wi , (1.37)
X cecha j jest dyskretna

Wj sa parametrami. Dyskretyzacja umozliwia uzycie miary VDM zaréwno do
nominalnych wartosci, jak i do ciaglych. Jeszcze innym sposobem obliczania
miary VDM dla cech o ciggtych wartoéciach jest uzycie interpolowanej miary
VDM (ang. Interpolated Value Difference Metric):

N
divom(x,y) = ) ivdm; (Xj,Yj)zy (1.38)
=1
gdzie
i (X)) Yj ha j jest dyskretn
tvdm; (x;,y;) = { om0 Yi) , cechaljestdyskrema g 39
Y1 (P(Cilxj) — p(Cilyj))” cecha j jest ciagta

Wyzej uzyte prawdopodobieristwa sq wyznaczane poprzez interpolacje:

. yMid
Xj Xj,u
mid _ ymid
Ju+1 Xj,u

p(Cilxj) = p(Cilxj,u) + (P(Cilxj,u+1) = p(Cilxj,u)),  (1.40)



36 1. Funkcje transferu

mid
Xj,u+1 _
dzialéw, spelniajacych nieréwnosé ijdd <x <

gdzie XJ-’LiId i sq érodkami dwoéch nastepujacych zdyskretyzowanych po-

ijlﬁl p(Ci|xj, u) jest prawdopo-
dobieristwem zdyskretyzowanego podziatu u, zdefiniowanego w jego $rodku.
Wartoéci podziatéow u s3 wyznaczane przez funkcje discj: u = discj(x;).

Miary typu VDM moga by¢ stosowane w problemach, w ktérych korzysta sie
z metod gradientowych. W pelni numeryczne wektory wejéciowe uzyskuje sie,
uzywajac ciggltych wymiaréw, ktére zastepujg wartosci symboliczne i dyskretne
poprzez prawdopodobieristwa p(Ci|x;).

Jak wida¢ mozliwoéci doboru funkcji odlegtosci sg catkiem bogate, cho¢ w
praktyce rzadko sie spotyka uzycie odlegtosci innej niz Euklidesowa. Réwniez
i sposob, w jaki oddziatywuja funkcje odlegtoéci z dang metodq uczenia moze
by¢ dalece inny.

1.2.2. Funkcje aktywacji powstajace jako zlozenie iloczynu ska-
larnego i miar podobieristwa

Aby zwiekszy¢ mozliwosci typowej funkcji sigmoidalnej mozna skorzystaé z
bardziej wyrafinowanych funkcji aktywacji. Dobrym przykladem takiej funkcji
aktywacji moze by¢ funkcja zaproponowana przez Ridelle i. in. [215]:

N N
AR(X; W) = Wo + Y WiXi + Wi Y XE. (1.41)
i=1 i=1

Inng bardzo ciekawg kombinacje zaproponowat Dorffner [56], do stworzenia
stozkowych funkgji transferu:

Ac(x;w,t,w) = I(Xx—t;w) + wD(x —t). (1.42)

Wektor t okresla centrum aktywacji dla drugiej czesci prawej strony réwna-
nia, w jest wolnym parametrem.

Funkgje transferu Cg; i CgL opisane wzorami (97 i uzywaja jeszcze
innych kombinacji komponujac réwnie ciekawe funkcje aktywacji:

Agli = WIx+alx—t], (1.43)
Aclz = a(W'x)®+BlIx—t]|%, (1.44)

« i B sq parametrami wolnymi.

Wynikiem powyzszych funkgji aktywagji jest wartos¢ skalarna. Bicentralne
funkgje transferu (doktadnie opisane w podrozdziale[[.4.6) korzystaja z wektora
aktywacji. Co wiecej, bicentralne funkcje transferu korzystaja dokladnie z dwéch
wektorow aktywadji, lewej i prawej: Aj = {AF, A} i A =[A1,..., Ap]. Ponizej
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prezentowane sa rézne funkcje aktywacji dla réznych funkcji bicentralnych:

Bi ALF = si(x;—t £ by), (1.45)
Bi2s AZF = sE(x -t £y, (1.46)
BiR A3" = si(Xi+riXip1 — ti £ by), (1.47)
BiR2s AL = SE(X+ X — L £ Dy), (1.48)

wektor t — b i t 4 b okreslajq centra aktywacji miary, a wektor r okres$la obrét.
Wtedy ogodlnie funkcje bicentralng mozna zdefiniowaé poprzez:

BiTF(x) = lﬁ[[a(Akﬁ) oo (Ak ). (1.49)
i=1

Przydatnos¢ takich funkcji aktywacji okaze si¢ oczywista przy analizie pod-
rozdziatu [T2.6).

1.3. Funkcje wyjscia

Najprostszym przyktadem funkcji wyjscia jest oczywiscie funkcja tozsamoscio-
wa. Pomimo swej prostoty (a moze raczej dzigki swej prostocie!) czesto jest
uzywana w warstwie wejéciowej jak i wyjSciowej réznych sieci neuronowych.
Poza tym uzywana jest réwniez w sieciach liniowych i warstwie ukrytej sieci
RBF, gdzie w potaczeniu z miarg odlegtosci tworzy sferyczng funkcje transferu
[|x —t|] (warstwa wejSciowa i nierzadko wyijscia sieci RBF wykorzystuja réwniez
funkcje tozsamosciows).

Poniewaz zazwyczaj funkcje aktywacji nie sa ograniczone, funkcje wyjscia
uzywane sa do ograniczania ostatecznych wartosci sieci neuronowej. Na trzy
gléwne typy funkcji wyjscia sktadajg sie:

e Funkcje sigmoidalne.
e Funkcje zlokalizowane wokot pewnego centrum.

e Semi-centralne funkcje, ktére moga by¢ oparte na kilku centrach, nieko-
niecznie lokalne.

Nalezy takze zwréci¢ uwage, iz typ lokalnosci (lub nielokalnosci) zalezy réw-
niez od tego jaka aktywa zostanie uzyta do danej funkcji wyjécia. Jako przykiad
warto poréwnac dalej opisang funkcje gaussowska (L.63) i funkcje okienkujaca
@z

Na rysunku [[5] przedstawiona zostata taksonomia funkgji wyjscia.
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Rysunek 1.5: Taksonomia funkcji wyjscia.
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1.3.1. Funkcje sigmoidalne

Sigmoidalne funkcje wyjécia, czyli funkcje o ksztalcie S sa nie tylko natural-
ne ze statystycznego punktu widzenia, lecz réwniez w bardzo naturalny spo-
s6b umozliwiaja ograniczenie nieograniczonych wartosci pochodzacych z funkgji
aktywacji. Funkcje sigmoidalne sa funkcjami nielokalnymi — sq niezerowe na
nieskoriczonym obszarze.

Wazng wlasnoscia jest takze gladkos¢ funkeji sigmoidalnych (i tatwosé jej
regulowania), co jest wazne dla gradientowych metod uczenia. Dla funkgcji logi-
stycznej (I5) pochodna jest fatwa do wyznaczenia i jest ciagla o (1)’ = o(1)(1 —
o(1)). Funkcja logistyczna moze by¢ zastapiona funkcjg btedu (erf), funkcja ar-
cus tangens lub tez funkcja tangensa hiperbolicznego:

1— e—l/ b

4

2 _
sech (llb)/b - b(efllb _|_e+|/b)2'

Poniewaz obliczanie funkcji eksponencjalnej jest istotnie wolniejsze od obli-
czania podstawowych operacji arytmetycznych, mozliwe jest wykorzystanie in-
nych funkgji o ksztalcie sigmoidalnym tak, aby przyspieszy¢ obliczenia:

| sign()l —b

tanh’(1/b) (1.51)

|
si(l;b) = ®<')m‘®<">|_b:' 7T (1.52)
s(I:b) = bt _ o (153)
20T T i Vire 1+q '
s3(l;b) = %;b” (1.54)
bl bl

gdzie O(1) jest funkcja schodkowa, a q = v/1+ b?12. Pochodne powyzszych
funkcji daje sie tatwo wyznaczy¢ i szybko obliczy¢:

b b b

si(l;b) = (I+b)2®(l)+(I_b)ZG)(—I):W, (1.56)
sp(lib) = q(liq), (1.57)
, . b21 b

s3(l;b) = _Slgn(l)(1+\b|\)2+1+|b||’ (1.58)
, b312 b

sy(lib) = — + (1.59)

L+02237 " T 02

Ksztalty tych funkcjﬂ mozna poréwnac na rysunku [LA Funkcja sigmoidal-
na i tangens hiperboliczny sg trudne do rozréznienia, natomiast arcus tangens

Wszystkie te funkcje zostaly przeskalowane liniowo tak aby ich wartoéci znajdowaly sie w
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i funkcje s;, s; osiggaja nasycenie wolniej dla wiekszych wartoéci aktywaciji.
Wszystkie funkcje wygtadzajg jednak podobnie i dlatego mozna zaproponowac
korzystanie z funkgcji s; lub s, aby zaoszczedzi¢ na czasie obliczert — w praktyce
oznacza to oszczednosci 2-3 krotne. Innym sposobem zaoszczedzenia czasu na
liczeniu funkcji eksponencjalnej jest skorzystanie z pomystu zamieszczonego w
pracy [230], w ktorej funkcja eksponencjalna jest wyznaczana jeszcze szybciej
(wykorzystuje si¢ reprezentacje bitowa), ale z ok. 2% bledem, co czasem nie jest
istotne.

Sieci neuronowe oparte na funkcjach sigmoidalnych maja catkiem dobre wta-
$ciwoéci matematyczne. Jedng z nich jest fakt, iz sie¢ korzystajgca z takich funk-
qji, skladajaca sie z jednej warstwy neurondw, jest uniwersalnym aproksymato-
rem [122]. Nie jest to wielka niespodzianka, poniewaz wiele funkcji moze
by¢ uzytych jako funkcje transferu dla uniwersalnego aproksymatora.

Interesujace jest to, Ze udato si¢ oceni¢ zbieznos¢ estymacji przy uzyciu funk-
¢ji sigmoidalnych. Dla sieci o jednej warstwie z n neuronami i przy pewnych (nie
bardzo istotnych) zatoZeniach o aproksymowanej funkcji, wspétczynnik zbiez-

nosci zmienia si¢ z O(n_% ), §j. nie zalezy to od rozmiaru przestrzeni wejsciowej
[163] 164]. Dla funkcji wielomianowych wspoiczynnik zalezy od rozmiaru
przestrzeni wejSciowej d i wynosi O(n*ﬁ ), co dla wielowymiarowych prze-
strzeni prowadzi do katastrofalnie wolnej zbieznosci. Z tego tez powodu nalezy
by¢ sceptycznym w wyborze wielomianowych funkgji ortogonalnych na funkcje
transferu [212] 42]. Stosowanie niewielomianowych funkgji, w tym funkgji perio-
dycznych czy funkcji lokalnych sprawia, ze wspélczynnik zbieznosci nie zalezy
od rozmiaru przestrzeni wejsciowej problemu [123].

1.3.2. Funkcje zlokalizowane wokél jednego centrum

Inng silng klase funkgji stanowia radialne funkcje bazowe (ang. radial basis func-
tion), wywodzace sie gtéwnie z teorii aproksymacji [211} [76,184], a p6zniej takze
z metod rozpoznawania wzorcéw, cho¢ wystepowaty tam pod inna nazwa, jako
funkgje potencjatowe [98]. Bardzo dobrym wprowadzeniem w $wiat radialnych
funkcji bazowych, jak i sieci pod katem teorii regularyzacji, jest praca napisana
przez Poggio i Girosiego [209]. Duzo ciekawych informagji na temat funkcji RBF
mozna znalezé w [118, 27, B6, 172, 173, 174 i1, 203, [13].

Radialne funkcje bazowe zawsze wykorzystujg jako funkcje aktywacji odle-
glog¢ od centrum t funkcji bazowej r = ||x — t||/b?. W tym rozdziale opisane
zostang radialne funkcje wyjécia oparte o radialng aktywacje: o(r). Niektére z
radialnych funkgcji wyjscia sa nielokalne, a inne sg lokalne. Najprostszg funkcje
radialng uzyskuje sie poprzez zlozZenie radialnej aktywacji z funkcjg tozsamo-
Sciowa, jako funkcjq wyjscia, tworzac w ten sposéb funkcje sferyczng (patrz
rys.[[7). Funkgja ta nie jest lokalna i okreslona jest poprzez:

h(r) = r = ||x — t||/b?. (1.60)

przedziale od —1 do 1, skosy poszczegolnych funkgji zostaly tak dobrane, aby uzyskac jak najwieksze
dopasowanie tych funkgji do funkgji sigmoidalne;j.
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Sigmoidal type functions

Rysunek 1.6: Poréwnanie

sigmoidalnych funkgcji transferu.

41
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Funkcja sferyczna
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Rysunek 1.7: Funkcja sferyczna (L.60).

Allison [2] proponuje uzycie prostej funkcji potegowej (ang. simple multiqu-
adratic):

sm(1;4) =V 12+4A%  si(1;A) =

()’ (1.61)
gdzie A okresla gtadkos¢ funkgji.

Innymi przyktadami funkcji radialnych jest ogélniejsza wersja funkcji pote-
gowej (ang. general multiquadratics) i funkcja sklejana (rys. [0, [L.8] [T.9] T7):

hi(xt,b,a) = (b2 +[x—t/[>)* «>0, (1.62)
ho(x;t,b,B) = (B2 +|x—t||2)F, 0<p<1, (1.63)
ha(x;t,b) = (b||x — t]|)In(b||x —t||). (1.64)

Istniejq rézne typy lokalnych radialnych funkgji bazowych. Niewatpliwie naj-
czeSciej wykorzystywang sposréd nich jest funkgja gaussowska (patrz rys. [L10).
Funkcja ta najczesciej wystepuje w kombinagji z odlegtoscig euklidesowa, choé
moze by¢ uzywana réwnie dobrze z kazda inna miarg, ktéra moze by¢ zapisana
jako suma niezaleznych komponentéw, dzieki czemu funkcja gaussowska jest
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Funkcja potegowa
dlac 1i-05

Rysunek 1.8: Funkcja potegowa h; i h, (L.62).

Funkcja sklejana

S
‘W"»

Rysunek 1.9: Funkgja sklejana hg (L64).
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separowaln;ﬂFunkcja gaussowska jest zdefiniowana ponizej:

G(r,b) = e "/, (1.65)

Funkcja Gaussa

Rysunek 1.10: Funkcja gaussowska (1.65).

Wigkszos¢ funkcji bicentralnych réwniez posiada wlasnosé separowalnosci
(por. podrozdziat [LZ.6).

Cho¢ moc przetwarzania sieci z nielokalnymi neuronami nie jest bardzo uza-
lezniona od wyboru niewielomianowej funkcji, to w przypadku korzystania z
funkgji lokalnych jest inaczej. Funkcja gaussowska e D(x)? jest prawdopodobnie
najprostsza postacig funkgji lokalnej, chociaz nie najtanisza w sensie obliczenio-
wym. Funkcja logistyczna, tanh lub funkcje drugiego lub czwartego stopnia ze

2Dzigki separowalnoéci mozna w dowolny sposéb wybieraé dowolng podprzestrzeri przestrzeni
wejsciowej i poddawacd ja przer6znym analizom. Jest to niemal koniecznym warunkiem w niektérych
zastosowaniach, dla przykladu w wyciaganiu regut logicznych z sieci typu RBF czy FSM, jak i w
zastosowaniu do baz danych, w ktérych napotyka si¢ na wartosci brakujace.
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zlokalizowana funkcjg aktywacji aproksymuja ksztalt funkcji Gaussa:

Gi(r) = 2-—20(r%), (1.66)
Go(r) = 1—tanh(r?), (1.67)
Gs(r) = ?lrz; Gh(r) = —2rG2(r), (1.68)
Gu(r) = 1+1r4; G,(r) = —4r3G3(r). (1.69)

Niestety nie sg to funkcje separowalne.
W [222] zostata zaproponowana kolowa funkcja sklejana trzeciego stopnia
(ang. radial cubic B-spline function). Jest ona zdefiniowana poprzez:

h® +3h%(h—r)+3h(h—r)24+3(h—r)® r<h,
(2h —r)3 h <r<2h,
2h <,
(1.70)
gdzie r = ||x — tj||2, a tj to centrum. Rysunek [LT] pokazuje przyklad takiej
funkji.

RCBSpline(r) = e

Kotowa funkcja sklejana trzeciego stopnia

Rysunek 1.11: Kotowa funkgja sklejana trzeciego stopnia (LZ0).

Saranli i Baykal [222] opisujq tez kotowa funkcje sklejang stopnia czwartego
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(ang. radially quadratic B-spline function) zdefiniowana przez ponizsze réwnanie:

—2r2 +3h% r <h,
(2h—r)2  h<r<2h, (1.71)
2h <,

RQBSpline(r) = o2

gdzie r = ||x — tj|| i t;j jest i-tym centrum (patrz rys. [[.LI2] w artykule Saranli i
Baykala [222] byty btedy w definicjach powyzszych dwéch funkcji, tutaj sa one
zaprezentowane juz w poprawnej formie).

Kotowa funkcja sklejana stopnia czwartego

Rysunek 1.12: Kolowa funkgja sklejana czwartego stopnia (L.71).

Poréwnanie réznych funkcji zblizonych ksztattem do funkcji gaussowskiej
przedstawiono na rys. [[.13]

Szybkos¢ zbieznosci radialnych funkcji bazowych ze stalym rozmyciem zo-
stata opisana przez Niyogiego i Girosiego [195]. Poniewaz prawdziwa funkcja
jest nieznana, btad moze byé mierzony jedynie wzgledem najlepszej mozliwej
estymagji tej funkcji, zwanej funkcja regresji fo(X). Roznice pomiedzy funkcjq re-
gresji i funkcja realizowang poprzez sie¢ zlozong z radialnych funkcji bazowych
Z N neuronami, o d wymiarowej przestrzeni wejsciowej i kK wzorcach uczacych,
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Rysunek 1.13: Poréwnanie lokalnych funkcji wyjscia (patrz réwnania (165

[LI0T) [LeaHL.Z0)).

estymuje z poziomem zaufania 1 — § ponizsze wyrazenie:

€ [(1000 ~ Fac0)’] = [ 8% PG (To(x) ~ Frk))” 1.72)

X

-5 (%) +O< ndln(nllz)—ln(5> |

Pierwsza cze$¢ wynika z teorii aproksymacji, O(1/n), natomiast druga,
O (((nd In(nk) — Ind)/k)/ 2), wynika ze statystyki. Bfad zanika tylko gdy zto-
zono$¢ sieci (sie¢ opisana jest poprzez n neuronéw) jest nieporéwnanie mata
wzgledem liczby wzorcéw uczacych k. Dla kazdego wybranego zbioru wzor-
cow istnieje pewna optymalna liczba neuronéw, ktéra minimalizuje blad gene-
ralizacji.

Bardzo prosta i ciekawa funkcje uzyskuje si¢ poprzez kombinacje funkcji
gaussowskiej wyjscia z aktywacjg w postaci iloczynu skalarnego I:

W (x;w) = e~ 10aw)I?, (1.73)

Tak zdefiniowana funkcja okienkuje (lokalizuje) maksimum aktywacji wzdtuz
hiperplaszczyzny opisanej przez aktywacje |(X; w). Szerokos¢ takiego okna (od-
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Funkcja okienkujgca

10

-10 1
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Rysunek 1.14: Funkcja okienkujaca (L73).

wrotnie proporcjonalna do ||w|| ), jego kierunek i przesuniecie jest kontrolowa-
ne przez wagi W. Dzigki temu, Ze szeroko$¢ moze by¢ dowolna, mozna uznaé
iz taka funkcja moze zastapi¢ funkcje sigmoidalng w skorficzonym wypuktym
obszarze przestrzeni wejéciowej. Bardzo podobna funkcja jest funkcja Lorent-
za ([LZ6). Z drugiej strony okienkowanie otwiera tak naprawde zupelnie nowe
mozliwoéci. Rozpatrzmy problem nieparzystosci (XOR) bardzo czesto uzywany
do rozlicznych przyktadéw w zagadnieniach sieci neuronowych. Latwo zauwa-
zy¢, ze majac do dyspozycji funkcje okienkujgca wystarczy tak naprawe jeden
neuron, aby rozwiaza¢ ten problem. Co wigcej (na-)uczenie takiego neuronu
jest trywialne (problem w takiej przestrzeni funkcyjnej jest tatwo separowalny).
Zobaczmy na rysunku wyniki takiego uczenia. Z kolei z rozdziale[4.4] zoba-
czy¢ bedzie mozna jak pewna sie¢ neuronowa sposréd kilku réznych neuronéw,
ktore realizujg rézne funkcje transferu sie¢ najczesciej bedzie wybiera¢ wlasnie
funkcje okienkujacg jako rozwigzania problemu XOR.

Oczywiscie nie tylko w problemie XOR zachodzi potrzeba wykrojenia czesci
przestrzeni i z pewnoscig nie warto zapominaé o tej prostej, ale uzytecznej i
taniej pod wzgledem liczby parametréw adaptacyjnych funkgcji transferu.

W rozdziale o funkgach uniwersalnych (L45) zobaczy¢ bedzie mozna jak
dziala aktywacja w postaci kombinacji iloczynu skalarnego z miarg odlegtosci
wraz z gaussowska funkcja wyjécia tworzac uniwersalng funkcje gaussowska

9.
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Rysunek 1.15: Problem parzysto$ci rozwigzany przy uzyciu funkcji okienkujace;j

).

1.3.3. Funkcje semi-centralne

Semi-centralne funkcje wyjécia wykorzystuja funkcje aktywacji w postaci wek-
torowej. Dla przyktadu wstegowa funkcja Gaussa przyjmuje postac:

_ N
G(r,b,v) = Zvie*rizlbiz; ri= (X —t). (1.74)
i=1
Natomiast rodzine funkgji bicentralnych mozna okresli¢ wzorem:
N
Bi(r;b,s) =] Je(1")(1—c(17)), (1.75)
i=1

gdzie 17 i 1~ sq zdefiniowane przez réownania (L45HL48), tj. wykorzystuja dwa
wektory aktywacji. Wiecej informacji mozna znalez¢é w podrozdziale [L4.6
1.4. Funkcje transferu

W tym podrozdziale omawiane sg rézne kombinacje funkcji aktywacji z funk-
cjami wyjécia, tworzace przerdzne funkcje transferu. Funkcje transferu zostaty
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podzielone na lokalne i nielokalne. Wyodrebnione zostaty tez grupy funkgji o
hiperelipsoidalnych konturach gestosci funkgji jak i te, ktére moga by¢ lokalne
i nielokalne, w zaleznosci od doboru parametréw wolnych funkgji, funkcje te
beda nazywane funkcjami uniwersalnymi. Ostatnia grupe funkcji stanowi rodzina
uniwersalnych funkcji bicentralnych.

1.4.1. Nielokalne funkcje transferu

Nielokalne funkcje transferu uzywane w sieciach neuronowych dzielg wielo-
wymiarowa przestrzen wejSciowa, dokonujac jej podziatu na regiony odpowia-
dajace r6znym klasom lub réznym wartosciom wektoréw wyjsciowych. Nalezy
zwrdci¢ uwage, iz zmiana pojedynczego parametru moze powodowacd istotne
zmiany wartosci wyjSciowej calej sieci dla wszystkich punktéw przestrzeni wej-
Sciowej. Dlatego tez algorytm uczenia musi dokonywa¢ zmian wszystkich para-
metréw adaptacyjnych w odpowiedniej kolejnosci. Typowe sigmoidalne funkcje
transferu (L5 [L.50HI.52) oparte o liniowa kombinacje wejsé¢ (L.I), jako aktywagje,
uzywane w sieciach MLP do klasyfikagji, jak i aproksymacji, zostaly juz opisane
w podrozdziale [.3.1]

9 -

/@ \

Rysunek 1.16: Podzial na regiony decyzji uformowane przy uzyciu funkgji sig-
moidalnych z aktywacja zdefiniowang przez (L.I).

Obszary decyzji jakie powstajg przy uzyciu takich funkcji w klasyfikacji da-
nych sa tworzone przez przeciecia wielowymiarowej przestrzeni wejéciowej hi-
perplaszczyznami (patrz rysunek [L16). Taki model udaje, ze wie wszystko, a to
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moze by¢ niepozadane, gléwnie w tych miejscach przestrzeni wejSciowej, w kto-
rych nie bylo zadnych danych uczacych. W takich wtasnie obszarach dochodzi
do arbitralnej klasyfikacji. Funkcje sigmoidalne wygladzaja catkowita funkcje
wyjéciowq sieci. Dla probleméw klasyfikacyjnych moze to byé nawet przydatne,
lecz ogdlnie, w uczeniu odwzorowan (w mapowaniu) moze to jednak ograniczac
precyzje modelu adaptacyjnego.

Radialne funkcje bazowe mozna znalez¢ w wielu réznych pakietach progra-
moéw sieci neuronowych, lecz w wigkszoéci tych pakietéw dostepna jest tylko
funkcja gaussowska, ktéra jest lokalna. Jak juz zostato wspomniane, do nielokal-
nych funkgji bazowych naleza funkcje potegowe (L62), funkgcje sklejane (L.64).
Korzystaja one z radialnej aktywacji opartej o norme Minkowskiego lub inng
miare odleglosci (por. rysunki [[.§ i [L9). Funkcje te daja gestosci elipsoidalne.
Giraud (i in.) [104] uzyli liniowej kombinacji wejé¢ do stworzenia funkcji Lorent-
zowskiej (patrz rys. [1.17):

1 1
L(x;w) = e = 7 (1.76)
LHIoaw) (ZiN:OWiXi)

gdzie Xg = 1.
Funkcja Lorentzowska nie ma gestosci elipsoidalnych czy kolistych tak jak
radialne funkcje bazowe. Powierzchnia statej gestosci jest w tym przypadku typu

okna funkdji nielokalnej, ktérego pofowa szerokosci jest rowna 1//3; w?. Nie-

lokalne funkcje typu okna moga by¢ uzyskane z wielu lokalnych i semi-lokalnych
funkcji opisanych ponizej, gdy tylko produkt poszczegélnych sktadowych tych
funkcji nie obejmuje wszystkich wymiaréw.

Potegowy iloczyn tensorowy zostal wprowadzany do algorytmu MARS
przez Friedmana [91] (patrz rys. [L18). Zdefiniowany jest poprzez

T(xts,7) = []si(xi — t)]%, (1.77)
i€z
gdzie 7 jest pewnym podzbiorem cech wejsciowych, q jest statq ustalong przez
uzytkownika, wektor t definiuje potozenie centrum, a s; definiuje kierunek i
moze by¢ réwne 1 lub —1, z kolei [ - |4+ oznacza, ze wartosci mniejsze od zera
sq zastgpowane zerami.
Iloczyn tensorowy w algorytmie MARS zostat uzyty jako komponent do
budowy aproksymatora jako jego liniowej kombinacji:

N
MARS(x;w,T,S,7) = Y w; T(X;ti,si, Zj) + Wo. (1.78)
i=1

1.4.2. Lokalne i semi-lokalne funkcje transferu

Zlokalizowane funkcje transferu uzywaja parametréw, ktére majq lokalny wptyw
na zmiany wartosci sieci, czyli zmiany wartosci parametréw funkcji. Powodu-
ja zmiany wartoéci catkowitego wyjscia sieci tylko dla wektoréw pofozonych
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Rysunek 1.17: Funkcja Lorentzowska (L.Z6).

Potegowy iloczyn tensorowy
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Y
Rysunek 1.18: Funkcja bazowa z potegowego iloczynu tensorowego.



1.4. Funkcje transferu 53

w lokalnym rejonie oddzialtywania przestrzeni wejsciowej. Byly czynione rézne
proby uzywania funkgji zlokalizowanych wsréd wezesnych modeli sieci neuro-
nowych. Niektore z nich dotyczyly prac w rozpoznawaniu wzorcéw [98]. Mo-
ody i Darken uzywali zlokalizowanych neuronéw do uczenia odwzorowan
rzeczywistych danych i do klasyfikacji, wykorzystujac metody samoorganizaciji i
uczenia z nadzorem. Wybér zlokalizowanych neuronéw mial na celu przyspie-
szenie procesu uczenia w sieciach wstecznej propagacji. Bottou i Vapnik [19]
pokazali sit¢ metod opartych o zlokalizowane uczenie w ogélnoéci. Z kolei Ka-
dirkamanathan i Niranjan [149] pokazali, Zze dla konstruktywistycznych metod
warunek gladkosci dla dodawania nowych neuronéw jest spetniony tylko dla
neuronéw z odpowiednio matym rozmyciem funkcji Guassowskiej.

Najczesciej wykorzystywanym typem aktywacji funkcji RBF jest euklidesowa
miara odlegtosci, cho¢ prosto mozna ja uogoélnié, czy zmienié, do dowolnej innej
miary D(x;t), gdzie t jest centrum funkcji bazowej. Funkcja aktywacji minimum
osigga dla centrum: X = t i monotonicznie roénie wraz z oddalaniem si¢ od
centrum wektora x. Odlegto$¢ Hamminga jest czesto wykorzystywana dla wejs¢
binarnych. Mozna tez wzbogaci¢ miare aktywadji o czynniki skalujace (por.[L.14),
co prowadzi do dodania nowych N parametréw adaptacyjnych.

Najprostszym sposobem na zbudowanie sieci neuronowej z radialnymi funk-
cjami bazowymi jest zgrupowanie pewnej liczby n funkgji radialnych Gj(x) z
uprzednio wyznaczonymi parametrami b i centrami t i wyznaczenie wspot-
czynnikéw wj. Pozycje centréw moga by¢ wyznaczone przy uzyciu klasteryzacji
k-8rednich (ang. k-means clastering) i ustaleniu rozmy¢ b na dwukrotng wartoéc¢
najmniejszej odleglosci pomiedzy funkcjami bazowymi [162]. Wtedy sie¢ RBF
mozna przedstawi¢ w ponizszej postaci:

f(x;w, T,b) ZWG (x, ti, by Zwe [Ix—til|/b, (1.79)
i=1

W uogoblnionej sieci RBF z regularyzacjg réwniez centra funkcji bazowych t;
podlegaja adaptacji [209], pozwalajac w ten sposéb zredukowac liczbe funkdji
bazowych adekwatnie do szumu, jaki moze si¢ znajdowaé w danych (to wiasnie
sktada si¢ na regularyzacje aproksymowanej funkgji). Szczegétowe informacje o
réznych algorytmach uczenia sieci RBF mozna znalezé w rozdziale 21

W N wymiarowej przestrzeni centrum i-tej funkcji bazowej jest opisane przez
N wspotczynnikéw wektora tj i jeden parametr b;, ktéry wyznacza rozmycie
funkcji. W prosty sposéb mozna dokona¢ uogodlnienia funkcji gaussowskiej z
odlegtoscia euklidesowq umozliwiajgc adaptacje rozmycia dla kazdego z wy-
miaréw przestrzeni wejSciowej niezaleznie, co daje w rezultacie 2N parametréow
adaptacyjnych na jeden neuron.

Moody i Darken [188] zaproponowali uzywanie znormalizowanej wersji funk-
cji Gaussa:
| Ix—t|[2/p?

M
Yo,

GN(x;t,b) = (1.80)

— x4l 278
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Interesujaca wiasciwosciq tej funkgji jest, ze dla kazdego wektora X z prze-
strzeni wejSciowej, suma wartosci funkcji w tym punkcie jest réwna 1:

M
Y GN(x;t;, bj) = 1. (1.81)

i=1

Dzigki temu, wyjscie kazdej z tak okre$lonych funkcji mozna interpretowac
jako prawdopodobieristwo wyznaczane przez i-ty neuron. Na rysunku [L.19 sa
pokazane wyijécia (kompletu) czterech znormalizowanych funkcji Gaussa. Bridle
[26] zaproponowat nazywanie tych funkcji funkcjami soft-max, co byto motywo-
wane wyzej przedstawionymi wiasciwosciami tych funkgji.
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Rysunek 1.19: Znormalizowana funkcja Gaussa — softmax.

Bazujac na znormalizowanej funkcji Gaussa mozna zbudowaé prosty i za-
razem bardzo ciekawy model klasyfikacyjny (NRBEN, por. rozdziat [6.4). Taki
model bedzie okre$lal prawdopodobieristwa przynaleznosci do poszczegdlnych
klas. W rozdziale[6.4 proponuije si¢ tez wykorzystanie znormalizowanych funkgji
Gaussa w systemie regularyzacji danych, ktéry moze by¢ uzywany do usuwania
nietypowych wartosci, badZ wazenia ich wplywu na proces uczenia wybrane-
go algorytmu adaptacyjnego. Taka kontrola wplywu poszczegdlnych wektoréw
moze by¢ postrzegana jako mechanizm stabilizacji procesu uczenia.

1.4.3. Gaussowska i sigmoidalna funkcja wstegowa

Na wejécia sieci neuronowych nie zawsze sa podawane istotne informacje. Ma-
my wtedy do czynienia ze zbednymi cechami, czy tez cechami o zmniejszonym
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udziale w procesie adaptacji. Typowe funkcje radialne nie sa zdolne do auto-
matycznego wyeliminowania takich cech. Problem ten byt rozpatrywany przez
Hartmana i Keelera takze przez Parka i Sandberga [203]. W prze-
ciwienstwie do wielowymiarowej funkcji gaussowskiej autorzy tworza funkcje
transferu przez kombinacje jednowymiarowych wazonych funkcji gaussowskich

(rys. L.20):
N
Go(xit,b,v) = Y vje~ (Xi~t)*/bf, (1.82)
i—1

W tym przypadku funkcje aktywacji i wyjScia nie sa separowalne. Funk-
cja wstegowa ma 3N parametréw adaptacyjnych na jeden neuron. Oryginalna
angielska nazwa funkcji Gaussian bar functions pochodzi od jej charakteru w
wielowymiarowej przestrzeni. Dla przestrzeni wielowymiarowych N wartosci
poszczegdlnych wag wsteg Vi moga by¢ znacznie mniejsze niz suma wszystkich
N wag v; wokét t. W warstwie wyjSciowej stosuje sie funkcje sigmoidalng dla
wygladzenia funkcji sieci i zredukowania liczby matych maksiméw.

Funkcje wstegowe pozwalajg na eliminacje nieistotnych wymiaréw wejscio-
wych prowadzac do redukcji wymiaréw i to w prostszy sposéb niz np. w przy-
padku wielowymiarowej funkcji gaussowskiej. Rozmycia w poszczegdlnych wy-
miarach réwniez prowadza do redukcji wymiaréw (por. przyktad odwzorowa-
nia logistycznego kwadratowego, Moody i Darken [188]). Inna zaleta uzycia
funkcji wstegowej plynie z samej istoty istnienia wsteg, ktére podlegaja sumo-
waniu. Pojedyncze maksimum lub kilka odseparowanych maksiméw moga by¢
opisane przez maflg liczbe funkcji gaussowskich (z N + 1 parametrami na funk-
cje) a takze przez taka samgq liczbe funkcji wstegowych z niemal trzykrotnie
wigkszg liczbg parametréw. Lecz gdy w danych wejSciowych znajduje sig k kla-
strow w regularnych odstepach w kazdym z N wymiaréw, formuja w ten sposéb
kN klastrow w N wymiarowym hiperszescianie. Takie dane wejéciowe wyma-
gaja tylu funkcji gaussowskich wielu zmiennych, co klastréw. Natomiast funkgji
wstegowych wystarczy NK.

Mozna utworzy¢ podobne zlozenie, funkcji wstegowej sigmoidalnej, (ang.
sigmoidal bar function), korzystajac z funkgcji sigmoidalnych (patrz rys. [L21):

N
V.
t,b,v) = — 1.83
Ub (X V) I;L 1 + e_(xi_ti)zlbiz ( )

Ta funkcja, podobnie jak i gaussowska funkcja wstegowa, daje kontury o
statych gestosciach, ktérych obrécenie nie jest proste, co tez jest wada tych funk-
gji. Sigmoidalna funkcja wstegowa nie powinna by¢ uzywana do reprezentacji
klastra danych zlokalizowanych wokét pewnego centrum, poniewaz kazdy taki
klaster bedzie potrzebowal 2N funkgji sigmoidalnych, podczas gdy wystarczy-
faby jedna funkcja gaussowska. Jednak gdy klastry sg roztozone regularnie na
kwadratowej siatce, to k? klastréw moze by¢ reprezentowanych przez tyle samo
funkcji gaussowskich lub jedynie 2k sigmoidalnych funkcji wstegowych, czy k
gaussowskich funkcji wstegowych. Z kolei, aby te same klastry przestrzeni wej-
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Wstegowa funkcja Gaussa

Rysunek 1.20: Wstegowa funkcja Gaussa (L.82).

Wstegowa funkcja sigmoidalna

14

Rysunek 1.21: Sigmoidalna funkcja wstegowa (L.83).
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Sciowej opisa¢ przy uzyciu hiperptaszczyzn lub funkcji sigmoidalnych, potrzeba
by ich 2k — 2.

1.4.4. Funkcje o gestosciach elipsoidalnych

Wielowymiarowa funkcja gaussowska jest przykiadem funkcji, ktérej kontury
statych wartosci tworza hiperelipsoidy (patrz rys. [.L22):

Gy(x;t,b) = e~ D*(xth) He (xi—t)2/bf (1.84)

Rozmycia b; moga by¢ rozumiane jako wspoétczynniki skalujace w funkcji od-
legtoéci D? (LI2). Podobny rezultat uzyskuje sie przy uzyciu kombinacji funkgji
logistycznych (lub innych funkcji sigmoidalnych) z kwadratem funkcji odlegto-
§ci, na przyklad (patrz rys. [.23):

Gs(x;t,b) = 1—0(D%(x;t,b)), (1.85)

1 1
f— = . 1-86
1+T1Y, e(Xi—ti)2/b7 1 4 gD?(xitb) (1.86)

W N wymiarowej przestrzeni wejéciowej kazda funkcja elipsoidalna uzy-
wa 2N parametréw adaptacyjnych. Uzywajac odleglosci Mahalanobisa Dy (X;t)
(por.[1:16), z symetryczng macierza kowariangji £, dostajemy mozliwos¢ dowol-
nej rotacji w wielowymiarowej przestrzeni hiperelipsoidnych konturéw statych
wartosci funkgji. Gdy potraktowac elementy macierzy kowariangji jako parame-
try adaptacyjne, bedzie to réwnowazne metryce tensorowej z funkcjg odlegtosci:

D3 (% Qi) = Y Qij(Xi — i) (xj — tj). (1.87)

i>j

Catkowita liczba parametréw adaptacyjnych na jeden neuron wynosi N(N +
3)/2. Powierzchnie funkcji sa dane w ogélnej formie kwadratowej i tym samym
moga by¢ elipsoidalne, paraboliczne czy hiperboliczne.

Pojedynczy neuron moze by¢ jeszcze bardziej ztozony jesli zostataby zastoso-
wana ogolniejsza funkcja odlegtoéci. Nalezy jednak unikaé zbyt wielkiej liczby
nieliniowych parametréw na jeden neuron. Mozna tez podac jeszcze prostsza po-
sta¢ funkgji o elipsoidalnych konturach statych wartosci funkgji (patrz rys. [.24):

_ N 1

Tego wzoru nie mozna jednak przedstawi¢ w podobnej formie jak powyzsze
funkcje, uzalezniajac go od pewnej funkgji odlegtosci poniewaz nie jest to funkcja
radialna.
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Funkcja Gaussa wielu zmiennych

Rysunek 1.22: Funkcja Gaussa wielu zmiennych (1.84).

Funkcja sigmoidalna wielu zmiennych

Rysunek 1.23: Funkgja sigmoidalna wielu zmiennych (L.85).
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Przez liniowq aproksymacje funkgji Gs (pomijajgc wielowymiarowy iloczyn)
otrzymujemy kwadratowq funkcje odlegtosci w mianowniku (patrz rys. [.25):

1 1
1+ YN, (x —t)2/62 1+ DP(x;t,b)’

Gs(x;t,b) = (1.89)

Funkcje te réwniez dajq hiperelipsoidalne kontury stalych wartosci.
Udalo si¢ tez zaobserwowac ciekawa wlasnos¢ funkcji gaussowskiej Gg
dzieki catkiem prostej renormalizacjﬁ:
Gg(x;t,b) 1

. f— = 1.
Gr(x;t,b) Go(KT D) T Gg(xi TB) 11 g AT/’ (1.90)

funkcja Gg staje si¢ nielokalna i jest rownowazna funkcji sigmoidalnej o(x; p)
dla p; = bi2/4ti.

Tym samym mozna uzywac sieci RBFN zamiast MLP i vice versa, a prosta
transformacja wejscia umozliwia uzycie sieci MLP ze zlokalizowanymi funkcja-

mi transferu [57, 58]

1.4.5. Uniwersalne funkcje transferu

Polaczenie liniowego czynnika we wzorze aktywacji |(x;w) i kwadratowego
czynnika uzywanego w liczeniu odleglosci Euklidesowej, daje w rezultacie funk-
gje, ktéra dla pewnych parametréow staje si¢ lokalna, a dla innych nielokalna
(dalej takie funkcje bedg tez nazywane funkcjami semi-lokalnymi). Ridella i in.
[215] uzywali neuronéw kolowych w ich w sieci wstecznej propagacji. Funkcja
wyijécia jest standardowa funkcja sigmoidalna lecz funkcja aktywacji posiada
dodatkowy czlon (patrz rys. [.26):

N N

Y X2 (1.91)

AR(X;W) = Wg + Y WiXj +Wn1

i=1 i=1

Ic moze tez by¢ przedstawione w formie odlegtosci:

ARGGW) = de(x;0) = ([[x — ]2 — B)wn 1, (1.92)
1 Noow?
Ci = —W'/2WN 1, 0= ! —Wp | .
| I . WN+1 (l_zl 4W$\1+1

Ridella i in. [215] uzyskali bardzo dobre rezultaty przy uzyciu tych neuro-
néw w sieci ze wsteczng propagacja. Udowodnili tez, iz w wielu przypadkach
neurony kolowe daja optymalne rozwigzanie dla probleméw klasyfikacyjnych.
Inny typ neuronu kolowego zostal zaproponowany przez Kirbiego i Mirande

3Wtasnosé te pokazat Igor Grabiec z Uniwersytetu w Lublanie Wtodzistawowi Duchowi w pry-
watnej dyskus;ji.
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Funkdja G,

Rysunek 1.24: Funkcja G, ({L89).

Funkdja G,

Rysunek 1.25: Funkcja G; (IR9).
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Funkcje Ridelli

Rysunek 1.26: Funkcja kotowa Riddelli (T.9T).
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[155]. W ich rozwiazaniu dwa neurony sigmoidalne wspoidziatajg razem, a ich
wspodlne wyjscie jest ograniczane tak, aby lezato w kole jednostkowym.

Powyzej zdefiniowany neuron kolowy Ridelli mozna rozbudowaé¢ o mozli-
wo$¢ obrotu w wielowymiarowej przestrzeni poprzez dodanie jedynie N kolej-
nych punktéw swobody.

N
AGrR(XW) = Wo + Y WiXj + W1 [X + X [x + rx'], (1.93)

i=1

gdzie X" = [Xp,...,XNn-1, X1]. Taka funkcja staje sie juz silnym narzedziem. Mo-
Ze obraca¢ kontury statych wartosci funkcji, dobiera¢ promienie hiperelipsoidy,
badz przeksztatcaé sie¢ w funkcje nielokalng tak, jak podstawowa funkcja kotowa
(patrz rys. [L27).

Dorffner [B6] zaproponowat uzycie stozkowej funkgcji transferu jako funkcji
uniwersalnej dla sieci MLP i RBFN. Linie proste i elipsy to tylko specjalne przy-
padki funkcji stozkowej. Z geometrycznych rozwazan, Dorffner proponuje po-
faczenie dwoch funkcji aktywagji: liniowej kombinacji wejs¢ i funkcji odlegtosci
(patrz rys. [.28), co razem daje aktywacje:

Ac(x;w, t,w) = I(x—tw)+wD(x-1t), (1.94)

N+1 N+1

Yoowilxi —t) +w, | Y (xi—t)2
i1 i

Aktywacja ta jest p6Zniej przeksztalcana przez funkcje sigmoidalng, by uzy-
ska¢ koricowa - stozkowa funkcje transferu:

Cc(x;w, t,w) = o(Ac(X;w, t,w)). (1.95)

Jeszcze ciekawsze kontury statych warto$ci mozna uzyskaé rozbudowujac
nieco aktywacje funkcji stozkowej (patrz rys. [.29) do:

Agc(x;w, t,b,a, B) = —[al (X —t;w) + BD(x, t, b)]. (1.96)

Réwniez i ta posta¢ funkgcji stozkowej uzywa funkgcji sigmoidalnej jako funk-
¢ji wyjscia. Funkcja moze takze gtadko przechodzi¢ od funkcji gaussowskiej do
funkcji sigmoidalnej, lecz jest bardziej elastyczna i ma niezalezne rozmycia w
poszczegdlnych wymiarach. Mozna tez kontrolowaé skos czesci elipsoidalnej
konturéw statych wartosci. Uzycie takich funkgcji transferu jest réwnoznaczne z
jednoczesnym uzywaniem wielowymiarowych funkcji Gaussa i funkcji sigmo-
idalnych w jednej sieci neuronowej. Jednak tu dobér typu, czy nawet i kombinacji
dokonuje sie¢ samoistnie.

Korzystajac z takich funkgji transferu i modyfikujgc funkcje bledu, mozna z
jednej strony faworyzowac przeksztalcenie si¢ tak zdefiniowanej funkcji w funk-
¢je gaussowska lub sigmoidalng, a z drugiej strony, gdy problem rozwigzywany
przez dana sie¢ neuronowq jest trudniejszy, dopuszcza¢ wykorzystanie jedno-
czesne obu cztonéw aktywacji. Problem ten jest szerzej opisany w rozdziale B4l



1.4. Funkcje transferu

Funkcje Ridelli z obrotami

Rysunek 1.27: Funkcja kotowa z obrotem (I.93).
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Funkgje stozkowe
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1. Funkcje transferu

Rysunek 1.28: Funkcje stozkowe (1.95).
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Uogolnione funkcje stozkowe
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Rysunek 1.29: Uogélnione funkcje stozkowe ([L.96).
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Z powyzszych rozwazan mozna fatwo wywnioskowad, ze daje sie skonstru-
owac i inne funkcje uniwersalne w oparciu o liniowa kombinacje wejs¢ i funkcje
odlegtoéci. Na przyklad exp(al? — BD?) lub aproksymacja funkcji gaussowskiej
polaczona z funkcjg Lorentza (7€), daja ciekawe funkcje uniwersalne (patrz

rys. [1.30):
1

1+ (1(x;w) +aD(x;t,b))2

CoL1(X; W, t,b, ) = (1.97)

lub 1
C yw, t,b,a, B) = : 1.
cL2(XW, L b.a, f) 1+ al2(x;w) + BD2(x;t,b) (198)
Dla uproszczenia mozna przyjac iz f = 1 — a. Parametr « wazy wzgledny
udzial liniowej i nieliniowej czeéci w catosci funkcji. W tym przypadku liczba
adaptacyjnych parametréw wynosi 2N + 1 — gdy nie ma odrgbnego parametru
skalujgcego przy czeédci z funkcjg odlegtosci; lub 3N + 1 — gdy sa odregbne
parametry skalujace przy liniowej i nieliniowej czesci.
Nalezy zwroci¢ uwagg, ze funkcje Cg1 i CgLz sa uogdlnieniem funkcji Lo-
rentza (LZ6) — postuguja sie tq sama funkcja wyjscia.

Aktywacja I1? + D? data bardzo ciekawy efekt obrotu poprzez wktad iloczy-
nu skalarnego w kombinacje aktywacji. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby tak
efektywna aktywacje uzy¢ do gaussowskiej funkcji wyjscia:

UG(X; W, t,b, a) = e~ [1*0xw)+D2(xith)], (1.99)

Taka funkcja transferu ma zblizone wilasnosci do poprzedniej funkcji Cg2.
Funkcja moze by¢ lokalna badZ nielokalna. Podobnie jak poprzednia moze ro-
towaé kontury o statych wartoéci wzgledem swojego centrum relatywnie tanim
kosztem, poniewaz liczba parametréw wolnych to 2N + 1. Przyktady funkcji
uniwersalnej Gaussa mozna zobaczy¢ na rys. [L31l Gléwng cechg tej funkgji jest
mozliwoé¢ ptynnego przejscia od czystej funkgji Gaussa ([L6D) do funkgji okien-

kujacej @LZ3).

Niestety funkcje uniwersalne sa nieseparowalne (uniwersalna funkcja gaus-
sowska bytaby separowalna, gdyby nie kwadrat iloczynu skalarnego). Dlatego
tez warto zapozna¢ si¢ z bardzo ciekawymi funkcjami przedstawionymi w na-
stepnym podrozdziale, jak i tymi przedstawionymi w podrozdziale [.4.7]

1.4.6. Funkcje bicentralne

Kombinacja dwéch funkgji sigmoidalnych daje mozliwo$¢ utworzenia zlokali-
zowanej funkgcji typu okno na kilka réznych sposobéw. Dwoma najprostszymi
sposobami sa: réznica dwoéch funkgji sigmoidalnych o(x) — o(x — ) i iloczyn
o(X)(1—0o(x —8)). Po renormalizacji obie formy staja sie identyczne:

oc(X+b)(L-0o(x—hb)) o(x+b)—0c(x—Dh)
ob)1-c(=b)) o(b)—c(=b)

(1.100)
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Funkgje C  1C.,
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Rysunek 1.30: Kombinacja aproksymacji funkcji gaussowskiej z funkcja Lorentza

(97 i [CI98).
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Uniwersalna funkcja Gaussa
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Rysunek 1.31: Uniwersalna funkcja Gaussa G(v/ 1% + D?) (99).
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Funkcje bicentralne

rézne gestosci uzyskane dla réznych rozmy¢ i skoséw

Rozmycie 1 1 Skos .5 .5 Rozmycie 5 5 Skos 1 1
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Rozmycie 5 5 Skos 3 3 Rozmycie 2 5 Skos 1 2

-10 -10 -10 -10

Rozmycie 3.5 5 Skos 3 3 Rozmycie 5 2 Skos .3 3

-100 -10

Rysunek 1.32: Kilka przyktadéw funkgji bicentralnych (LIOT).
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Gdy wzig¢ iloczyn takich kombinacji funkcji w kazdym wymiarze, otrzymu-
jemy wielowymiarowa funkcje, ktora jest bardzo elastyczna, produkuje wypukie
regiony decyzyjne, wygodne dla klasyfikacji. Ogélna posta¢ produktu w N wy-
miarowej przestrzeni wyglada tak (por. rys. [[.4.6):

—

Bi(x;t,b,s) = [[c(AL") (1-c(AL)), (1.101)

i=1

(€% - (X —ti+e™)) (L—o(e% - (xi —ti—e"))),

|
.:12

Il
NN

gdzie o(x) = 1/(1 +e7X), t to centrum, b rozmycie, a s skos. Pierwszy czton
z funkcjg sigmoidalng roénie gdy rosng wartosci x;, drugi czton bedzie wtedy
malat. To wlasnie lokalizuje funkcje wokét punktu tj w kazdym z wymiaréw.
Ksztalt bicentralnej funkgji Bi(x;t,b,s) mozna adaptowaé poprzez przemiesz-
czanie punktu centrum t, zmiang rozmycia b i ustawianie skosu s. Dzigki nie-
zalezno$ci parametréw rozmy¢ i skoséw, funkcje bicentralne moga estymowac
bardziej skomplikowane kontury o statych warto$ciach niz na przyktad wie-
lowymiarowe funkcje gaussowskie. Radialne funkcje bazowe sa zdefiniowane
wzgledem tylko jednego centrum ||x — t||. Tu s uzywane dwa centra t; + e’ i
t; — €. Stad pochodzi nazwa funkgji bicentralnych. Produkt funkdji jest z ko-
lei elastyczny i wypukly. Zostaly tez zastosowane funkcje eksponencjalne do
rozmycia €” i skosu e” zamiast s i bj. Zmniejszylo to oscylacje funkcji btedu
podczas uczenia, co stabilizuje proces uczenia.

Liczba parametréw adaptacyjnych na jeden neuron wynosi 3N. Jest tez moz-
liwa redukcja wymiaréw, podobnie, jak w przypadku wstegowych funkgji gaus-
sowskich. Lecz i w tym przypadku funkcje bicentralne sa bardziej elastyczne, a
wykorzystuja tyle samo parametréw co funkcje wstegowe.

Funkcje bicentralne mogg zosta¢ w prosty sposéb rozszerzone do semi-
lokalnych poprzez dodanie dwoéch (lub jednego) parametréw:

—z

SBi(x;t,b,s) = [[(a+0o(ALY)) (1— Bo(AL)), (1.102)

Il
N

(o + 0 (6% - (xi — ti +€%))) (L — Bor(e” - (xi —ti —€™))).

|
.::lz

Il
N

Funkcja nie zanika (jej wartosci sq rézne od zera) dla duzych wartosci x| (gdy
tylko @ #01i B # 0). Dla « = 0, B = 0 funkcja semi-bicentralna jest rtéwnowazna
funkcji bicentralnej. Liczba parametréw adaptacyjnych funkcji semi-bicentralnej
jest rowna 3N + 2 jedli parametry « i B sa takie same dla wszystkich wymiaréw
przestrzeni wejsciowej lub 5N w przeciwnym wypadku.
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1.4.7. Rozszerzenia funkcji bicentralnych
1.4.7.1. Funkcje bicentralne z niezaleznymi skosami.

Innym sposobem kontrolowania ksztattu funkcji estymujacej jest uzycie nieza-
leznych skoséw dla kombinagji funkgji sigmoidalnych (patrz rys. [I.33):

Bi2s(x;t, b, s)

== I

[
AN

T(A2) (1-c(A27)), (1.103)

o(e%- (X — t + %)) (1— (- (x — t — ")),

Ustawiajac skos s; lub s{ na malg wartos¢, funkcja bicentralna moze sie de-
lokalizowa¢ lub tez rozcigga¢ na lewo i/lub prawo od punktu centrum t, w
kazdym z wymiaréw niezaleznie. To pozwala na uzyskanie takich konturéw
statych wartosci, jak péthiperwalec, péthiperelipsoida, migkki tréjkat i inne (patrz
rys. [[33). Cho¢ liczba parametréw troche wzrosta, i wynosi teraz 4N parame-
trow na jeden neuron, to jednak elastycznos¢ adaptacji estymowanej funkcji jest
widocznie wieksza.

Nalezy zwrdéci¢ uwage, iz podobnie, jak funkcje bicentralne ta funkcja jest
réwniez separowalna co umozliwia réznym modelom analize poszczegélnych
wymiaréw przestrzeni wejSciowej niezaleznie. Mozna réwniez, na przyktad ma-
nipulujac funkcjq btedu (opisang w nastepnym rozdziale réwnaniem 2.14), do-
datkowo wymusza¢ preferowanie matych, tagodnych skoséw. Prowadzi to do
redukcji wymiarowosci w poszczegélnych neuronach niezaleznie. Mozna tez
wymuszaé preferencje duzych skoséw i/lub rozciggac rozmycia, co przyczynia
sie bezposdrednio do mozliwosci interpretacji sieci jako regul logicznych i réw-
niez redukcji wymiaréw. Metody interpretacji sieci opartych gtéwnie o funkcje
bicentralne byly opisane w [69, 1] 64].

1.4.7.2. Funkcje bicentralne z rotacja.

Funkcja bicentralna opisana w podrozdziale posiadajaca 3N parametréw
adaptacyjnych na neuron, jest wystarczajaca do reprezentowania wielu réznych
klas funkgji. Z kolei funkcja semi-bicentralna czy bicentralna z niezaleznymi sko-
sami moze opisywac zlokalizowane, jak i niezlokalizowane funkgcje. Nastepnym
krokiem w kierunku zwiekszenia elastycznosci funkcji transferu jest dotfacze-
nie mozliwosci rotacji konturéw statych wartosci poszczegélnych neuronéw w
wielowymiarowej przestrzeni wejéciowej [70,[69]. Oczywiscie mozna uzy¢ pelnej
macierzy przeksztalcenia w przestrzeni wejsciowej na wektorze, Rx, lecz w prak-
tyce macierz taka jest bardzo trudna do adaptacji (zawiera N x N parametréw),
poza tym jest w niej jedynie N — 1 niezaleznych katéw obrotu (na przyktad eu-
lerowskich). Duzych klopotéw nastreczatoby tez wyznaczanie pochodnych dla
algorytméw uczenia opartych na metodzie spadku gradientu. Mozna zapropo-
nowac¢ dwie drogi rozwigzania tego problemu. W obu bedzie mozliwy obrét we
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Funkcje bicentralne z dwoma skosami
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Rysunek 1.33: Przyklady funkcji bicentralnych z niezaleznymi skosami (L.I03).
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wszystkich wymiarach przestrzeni przy uzyciu jedynie N — 1 lub N parametréw
obrotu. W pierwszym przypadku jest to produkt kombinacji sigmoid opartych
o transformacje na wektorze wejsciowym (patrz rys. [.34):

Cp(x;t,t,R)

(a(Asﬁ) - a(Asf)), (1.104)

(U(Rix ) — o(RiX + t;)),

I
—z -z - =z

SCh(x;t, ', p,1,R) (pi Lo(ASF) 41y U(ASi’)), (1.105)

Il
e -

(pi O(RiX + 1) +1i - 0(RiX +tf)),

gdzie R; jest i-tym wierszem macierzy rotacji R o nastepujacej strukturze:

ST &1 0 s 0
0 s, ar O

R=| . . : , (1.106)

SN-1 &N-1
o --. 0 SN

gdzie s; to parametry opisujace skosy, a parametry «; opisujg obrét funkcji
wzgledem jej centrum t —t'.

Gdy p; = 1ir; = —1 funkcja SCp staje si¢ funkcjg lokalng, réwnowazna funk-
gji Cp i podobna do funkgji bicentralnej, pomijajac mozliwos¢ rotacji. Przypisujac
inne wartosci parametrom p; i rj funkcja SCp delokalizuje sie.

Drugi sposéb uzyskania funkcji z mozliwoscig obrotu polega na utworzeniu
sumy kombinacji funkgji sigmoidalnych typu okna L(x;t,t') = o(x +t) — o(X +
t') w N — 1 wymiarach i kombinagcji obréconej przez wektor K:

N—1
Ck (it w,K) = Y wil(x;, t;, t]) + wyL(Kx, t,t'). (1.107)
i=1

Czyniac funkcje Ck(-) funkcja aktywagji, a funkcje sigmoidalng funkcja wyj-
$cia z odpowiednim progiem, na wyjsciu otrzymamy gestosci prostopadte do
K. Alternatywnie mozna uzy¢ tez iloczynu kombinacji a nie sumy:

N—1
Crk (X1, t',K) = L(Kx, t,t') T L(xi. ti, t)), (1.108)

i=1

w tym przypadku nie musimy uzywac funkcji sigmoidalnej jako funkcji wyjscia.
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Funkcja bicentralna z rotacjg
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Rysunek 1.34: Funkgje bicentralne z rotacja (I.104).

Rotacja w tych funkcjach dodaje jedynie N — 1 parametréw dla funkcji Cp(+)
i N parametréw dla funkcji Cg(-).

Rotacje (ktére maja mozliwo$é adaptacji podczas procesu uczenia) zostaly,
jak dotad zaimplementowane jedynie w dwdch typach sieci neuronowych, w
Feature Space Mapping [64] i IncNet opisanej w tej pracy.

1.4.7.3. Funkcje bicentralne z rotacja i niezaleznymi skosami.

Mozna réwniez polaczyé mozliwosci funkgji bicentralnych z obrotem i niezalez-
nymi skosami, tworzac jeszcze elastyczniejsza funkgje transferu (patrz rys. [L35):

BiR2s(x;t,t', ) = ﬁa(A4i+)(l —o(A47)) (1.109)

N
= HU(Si(Xi + wiXip1 — i+ b)) (1 — o (s (x; + aiXjt1 — t — by))),

gdzie wy,...,an_1 definiujg obrét, przyjmuje sie iz Xn4+1 = 01 ay = 0. Kontury
statych wartosci tej funkcji mogg by¢ obrécone, funkcja moze by¢ lokalna lub
semi-lokalna, jak i niesymetryczna w poszczegélnych wymiarach. Liczba para-
metréw adaptacyjnych wynosi 5N i tym samym stanowi silng alternatywe dla

funkgji SBi (T102).
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Funkgcje bicentralne z rotacja i dwoma skosamr

0.8
10
050 5
XS
""‘"0"“\\\\
ol 0 |
-5
-10
-10 0 10
10
5
W
AN 0
AN
AN H
X -5
-10
-10 0 10
10 g
1T
OIS
e
R
-10
-10 0 10

Rysunek 1.35: Funkcje bicentralne z rotacjq i niezaleznymi skosami (L.I09).



76 1. Funkcje transferu

Bardzo wazng i zarazem pozyteczna cechg funkcji bicentralnych jest separo-
walnoé¢. Typowe sigmoidalne funkgje transferu nie sg separowalne, a poséréd ty-
powych funkgji radialnych tylko funkcja Gaussa jest funkcjg separowalng. Funk-
cje bicentralne, cho¢ sa skonstruowane za pomocg funkcji sigmoidalnych, sa
separowalne dzigki iloczynowi par sigmoid po wszystkich wymiarach wejscio-
wych. Dzieki temu zawsze mozna dokona¢ opuszczenia pewnego wymiaru czy
tez kilku wymiaréw i proces analizy danych modelu moze by¢ z powodzeniem
kontynuowany. Wtasciwosci te mozna wykorzystywaé gdy mamy do czynienia
z niepelnymi (brakujacymi) danymi, wycigganiem regut logicznych z sieci neu-
ronowych czy implementacjg pamieci asocjacyjnej za pomocg sieci neuronowych

65! [1} 159, [60].

1.4.8. Hierarchia funkcji transferu pod wzgledem ich elastyczno-
Sci

Niewatpliwie préba pouktadania funkcji transferu w cigg, w ktérym mieliby-

$my zachowang relacje mniejszosci pod wzgledem elastycznosci danych funkcji,

czyli ich mozliwosci adaptacyjnych funkcji poprzez parametry wolne nie jest

w ogole mozliwe, ale z pewnoscia jest kuszace, aby przynajmniej wyodrebnié

grupy funkgji o zblizonych mozliwosciach aproksymacyjnych.

Z pewnoscig do pierwszej grupy najubozszych funkcji nalezg funkcje schod-
kowe. Poprzez ich schodkowos$¢ ich mozliwosci sg znacznie ograniczone w po-
réwnaniu z praktycznie kazdymi przedstawionymi powyzej funkcjami.

Do drugiej grupy funkcji mozna by zaliczy¢ funkcje sigmoidalne, aproksy-
magcje funkcji sigmoidalnych, jak réwniez wszystkie funkcje radialne i rézne
aproksymacje funkgji gaussowskiej.

Nastepna grupe moga tworzy¢ funkcje, ktére sgq bardziej niezalezne w po-
szczegblnych wymiarach: funkcja gaussowska wielu zmiennych, sigmoidalna
wielu zmiennych, i im podobne, ponadto funkcje wstegowe, funkcja Lorentza i
funkcja okienkujaca.

Czwartg grupe tworza funkcje uniwersalne: funkcje bicentralne, stozkowe,
kotowe, ich aproksymagje.

Ostatnig grupe tworza ogoélniejsze funkcje uniwersalne do ktérych mozna
zaliczy¢: rozszerzone funkcje bicentralne, rozszerzona funkcje kotowsq i rozsze-
rzong funkcje stozkowa.

W tabeli [T zamieszczono powyzsza klasyfikacje jak i dodatkowe informa-
cje wskazujace odpowiednie referencje numeréw wzoréw, informacje o funk-
¢ji aktywagji i funkcji wyjscia. Przez | jak i powyzej rozumie sie aktywacje w
postaci iloczynu skalarnego, | oznacza ze wektor x lub wektor wag zostat
poddany dodatkowej transformagji, a I; to xjw;. D jest odlegloscia euklidesowa;
D2 = (x; — tj)/b;. G oznacza funkcje gaussowska, o oznacza funkgje logistyczna.
A w opisie funkcji wyjscia oznacza biezacg aktywacje.

W tabeli mozna zaobserwowa¢ gre aktywacji iloczynu skalarnego | z miara
odlegtosci D i ich réznych wariantéw, a funkcjami gaussowskimi, sigmoidalny-
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mi wspieranymi przez sumy i produkty réznego typu. Dla przykladu wezmy
funkcje transferu logistyczng | : ¢ (aktywacja — iloczyn skalarny, funkcja wyjscia
- sigmoidalna) i funkcje gaussowska: D : G (aktywacja — odleglos¢ Euklidesowa,
funkcja wyjscia — funkcja gaussowska). Teraz taczac je dostajemy opisang w roz-
dziale funkcje stozkowa: | + D : ¢ (aktywacja — kombinacja iloczynu skalarnego
i miary odleglosci, funkcja wyjscia — sigmoidalna).

1.4.9. Koricowe poréwnanie réznych funkcji transferu

Poréwnanie réznych funkgji transferu zostato przedstawione w tabeli [L.2

W pierwszej kolumnie znajduje si¢ nazwa funkgji transferu; druga kolum-
na pokazuje numer réwnania definiujgcego funkgje; trzecia kolumna pokazuje
uzyta funkcje aktywacji. Kolejna kolumna pokazuje liczbe adaptacyjnych para-
metréw dla d wymiarowej przestrzeni wejéciowej. Dla funkcji wieloschodkowej
k jest liczba stopni funkcji (zazwyczaj nie podlegaja one jednak adaptacji). W
piatej kolumnie mamy informacje, ktéra okresla czy funkcja transferu ma lokal-
ny, czy nielokalny charakter (niektére funkcje moga by¢ i lokalne i nielokalne,
w zaleznosci od stanu parametréw. Kolejna kolumna pokazuje typ(-y) parame-
tréw adaptacyjnych: w — liniowe parametry wag, 6 — progi, t — centra, b i b
sgq parametrami odpowiadajacymi dyspersjq lub parametrami odpowiadajacy-
mi za skalowanie cech, s okreélaj skosy, R parametry rotacji, 0 i O oznaczajq
inne parametry adaptacyjne. Ostatnie dwie kolumny opisujg, czy funkcja jest
separowalna (Y), symetryczna (S), asymetryczna (A) lub niesymetryczna (N).

Zaprezentowane funkgje transferu, wyjscia i aktywacji obrazujg szeroka ga-
me przeréznych wiladciwosci i mozliwosci, ktére niewatpliwie sa bardzo przy-
datne w rozwigzywaniu ztozonych problemoéw.

Innym sposobem zwigkszenia mozliwosci modeli adaptacyjnych jest dodanie
nowych cech wejsciowych, stworzonych poprzez rézne transformacje nieliniowe
cech pierwotnych. Wiegcej informacji mozna znalezZ¢é w pracy Ducha i Jankow-

skiego [[70], jak i [201) [193, 227).



Bicentralne (2 skosy, rot + 2 skosy,...) (103 109 G-Stozkowa (L.96) G-Ridelli ([93)

Act: A2-A4, Out: TI(Ai~, Ait,0) Act: | + Diz, Out: & Act: 1T +D™F, Out: o

Bicentralne (LIOIIT.104) Stozkowa (L.95) Ridelli {91

Act: AL, A3, Out: TI(Ai~, AiT,0) Act: | +D, Out: o Act: IT +D7, Out: o
CoL1 @3 CoLz @3B UG @™

Act: (1 + D)Z, Out: ﬁ Act: 12+ D?, Out: ﬁ Act: 12+ D?, Out: G

Gaussowska wielu zm. (C84d)  Sigmoidalna wielu zm. (C85) G, 3 G; (X9
Act: Diz, Out: G Act: Diz, Out: o Act: Diz, Out: ]_[lJ%A Act: Diz, Out: ﬁ

Gaussowska wstegowa (L82) Sigmoidala wstegowa (L83) Lorentza (I76) Okienkowa (L7Z3)

Act: Diz, Out: Y G Act: Diz, Out: Yo Act: 1, Out: ﬁ Act: 1, Out: G
Gaussowska ([.65) Funkcja sferyczna (L:60) Potegowa (L62) Sklejana (&)
Act: D, Out: G Act: D, Out: A Act: D, Out: (b? + D?)* Act: D, Out: (bD)?In(bD)

Aproksymacje f. Gaussa (T.66HT.69)

Act: D, Out: Gy = 2 —20(r?), Gy = tanh(r?), Gs = 117, G4 = =7, f. sklejang
Logistyczna (T3 Inne Sigmoidalne (L50) Aproksymacje sigmoid (s1-s4) ([C52H[5)
o o | | sl sl sl
Act: |, Out: & Act: |, Out: tanh, arctan Act: I, Out: O() iz —O(-D1 iy Tl Ve

Schodkowa (I2) Wieloschodkowa ([3) Semi-liniowa %)
Act: 1, Out: ©(1;6) Act: 1, Out: g(I) Act: 1, Out: s(1;01,62)

Tabela 1.1: Hierarchie elastycznosci funkcji transferu. Kazdy z szarych wierszy opisuje grupy funkgji o zblizonych mozli-
woéciach pod wzgledem ich uzytecznosci. Wiersz gérny opisuje funkcje o najwiekszych mozliwosciach, natomiast dolny
o najmniejszych mozliwosciach. Opis zawiera takze informacje na temat funkcji aktywacji i funkcji wyjscia.

8L
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P 5
k=] g 3 g
< S E A
2 Z < -
Funkcje schodkowe
Schodkowa ™ 1 d+1
Wieloschodkowa(l.3) | d—+k
Semi-liniowa  (T4) | d+2
Funkcje sigmoidalne
Logistyczna (@5 | d+1
tanh @30 | d+1
arctan I d+1
Aproksymacje funkcji sigmoidalnej
S1 =2 1 d+1
S2 =3 |1 d+1
S3 @54 1 d+1
S4 @sy) | d+1
Radialne funkcje bazowe
Sferyczna (&0 D d
Potegowa @62 D d+2
Sklejana (Ted) D d+1
Gaussa (&5 D d+1
Aproksymacje funkcji Gaussa
€ &8 D d+1
G, - @6 D d-+1
tanh(r?)
Gs (Te3 D d+1
Gy &) D d+1
RCBSpline (Cz0) D d+1
RQBSpline @ 7m) D d+1

Funkcje o gestosciach elipsoidalnych

Gaussa wiel. (L84)

zm.

D

2d

Lokalna
nielokalna

NL
NL

NL
NL
NL

NL
NL
NL
NL

NL
L+NL
NL

o

| un el i o

-

Typy
Parametréw

w, ®
w, 0

w, 0
w, 0
w, 0

w, 0
w, 0
w, 0
w, 0

t,b
t,b,0
t,b
t,b

t,b
t,b

tb
t,b
tb
tb

tb

2 2

Separowalnosé

79

Symetria

> >

> >

> > > >

»n N n n

v »n

v »n n n

Tabela 1.2: Poréwnanie funkcji transferu. Symbole uzyte w tabeli zostaly wyja-

$nione w tekscie (patrz str. [77).
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Sigmoidalna (.85 D 2d L t,b S

w. zm.

©; (B8 D; 2d L t,b Y S

Gs (39 D 2d L t,b S
Funkcje wstegowe

Wstegowa [T382) D; 3d L t,b,0O Y S
Gaussa

Wstegowa (83) Dj 3d L t,b,O Y S
sigmoidalna

Funkcje atypowe

W (X; W) Tz3) 1 d+1 NL w, 6 S
Lorentza @C78) 1 d+1 NL t,s S
lloczyn ten- ([@L77) D; 2d+1 NL w, N
SOrOwWy

G D 2d NL tb N
Uniwersalne funkcje transferu

Ridelli @30 Ar d+2  L+NL w0 S+N
G-Ridelli @33 Acr 2d+2 L+NL w,r,0 S+N
Stozkowa @) Ac 2d +2 L+NL t,w,8,0 S+N
G-Stozkowa ([[96) Acc 3d+2 L+NL t,w,b,0,0 S+N
CoL1 @37 AcLi 2d +3 L+NL t,w,0,0 S+N
CaL2 (m) AcL2 2d+ 4 L+NL t,w,6,0 S+N
UG @99 12+D? 2d+1 L+NL t,w,6,b S+N
Bicentralne funkcje transferu

Bicentralna  (I0I) Al 3d L t,b,s Y S
Semi- (L102) A2 5d L+NL t,b,5,0 Y S+N
bicentralna

Bicentral z 2 A2 4d L+NL t,b,s Y S+N
sk.

Bicentral z (LI04) A3 4d—-1 L t,b,s,R Y/N S
rot.

Semi-bic. z ([I0H) A3 6d —1 L+NL t,b,s,R,O Y/N S+N
rot.

Ck rotation  (I07) A1, Al(kx) 4d L t,b,s,R Y/N S
Cpk rotation Al, Al(kx) 4d L t,b,ssR Y/N S
Bicentral, (L109) A4 5d -1 L+NL t,b,s;,R Y/N S+N
rot. 2 sk.

Tabela 1.3: Poréwnanie funkgji transferu cd.



Sieci z radialnymi funkcjami
bazowymi (RBF)

W biezacym rozdziale bedzie mozna przesledzi¢ wiele przeréznych aspektéw
dotyczacych sieci z radialnymi funkcjami bazowymi (RBF), ang. radial basis func-
tion networks. Przedstawione zostang rézne metody metody inicjalizacji i ucze-
nia z nadzorem i bez nadzoru. Oméwione zostang wlasnosci poszczegdlnych
algorytmow. Nalezy takze wspomnie¢ o szerokiej gamie zastosowan sieci RBE.
Jednym z pierwszych ciekawych zastosowan byto uzycie sieci RBF do przetwa-
rzania obrazéw [207]. Szczegdlnie ciekawe sa ostatnie rezultaty Poggia [206].
Ciekawe s rezultaty w rozpoznawaniu wzorcow [9§]. Interesujace sa réwniez
rezultaty uzyskane w rozpoznawaniu i przetwarzaniu mowy [194, [148]. Dobre
rezultaty uzyskano tez stosujgc sieci RBF do analizy szeregéw czasowych (w
tym réwniez finansowych) [150, (188, 27, 119] 128 [129]. Jeszcze inne przykla-
dy obejmujg zastosowanie sieci RBF do réznych zagadnieri medycznych (patrz
rozdziat [). Interesujace byto takze zastosowanie sieci RBF do analizy chromo-
somoéw myszy [191]]. Cala gamg zastosowan moze poszczycié¢ sie model Support
Vector Machines (SVM), ktéry mozna traktowac jako szczegdlny przypadek sieci
RBF, jak bedzie mozna zobaczy¢ w rozdziale jemu po$wieconym (3).

2.1. Sieci z radialnymi funkcjami bazowymi i regula-
ryzacja

Sztuczne sieci neuronowe sa wykorzystywane do rozwiazywania wielu réz-
nych probleméw takich, jak klasyfikacja, aproksymacja, rozpoznawanie wzor-
cow, przetwarzania sygnatéw, przewidywania szeregéw czasowych, pozyskiwa-
nia regul logicznych, realizacji pamieci asocjacyjnych, samoorganizacji danych,
itp. Wigkszos¢ z tych probleméw modele sieci neuronowych rozwiazujg poprzez
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uczenie nieznanego odwzorowania pomiedzy przestrzenig wejsciowa i wyjscio-
wa wektoréw uczacych z pewnego zbioru & = {(X1,Y¥1),..., (Xn,¥n)}, gdzie
(Xi,Yi) jest wzorcem uczacym, ktdry jest para wartosci wektora przestrzeni wej-
$ciowej i wartosci z przestrzeni wyjéciowej (x; € RN, y; € R). Tak przedstawione
odwzorowanie F(-) mozna zapisa¢ w ponizszej formie:

Fxi)=vyi+n,  i=1...,n, 2.1)

7 jest szumem z zerowa wartoscia oczekiwang i wariancja réwna (Trz]s.

®

Wy

X2e @ Wy

f(x;G,w)

Wm-1
Xi 1o ©

Wm

G

Rysunek 2.1: Sie¢ z radialnymi funkcjami bazowymi.

Pierwotnie sieci o radialnych funkcjach bazowych byly przeznaczone gtéw-
nie do probleméw aproksymacji w przestrzeniach wielowymiarowych [211] [76,
[108] 209]. Tym samym proces uczenia rekonstruowatl powierzchnie niezna-
nego odwzorowania F(-) za pomoca wzorcow uczacych ze zbioru S, poprzez
adaptacje wolnych parametréw modelu, ktérymi na poczatku byly tylko wagi
polaczen warstwy ukrytej z warstwa wyjéciowa. Funkcje jakg realizuje sie¢ o
radialnych funkcjach bazowych (rys. 1) mozna zapisaé ponizszym wzorem:

M
fx;w,p) =) wiGi(x, pi), (2.2)

i=1

M okresla liczbe neuronéw warstwy ukrytej, a Gj(x, pj) to jedna z radialnych
funkcji bazowych jako funkcja transferu i-tego neuronu warstwy ukrytej, wek-
tory p;j to parametry adaptowalne i-tego neuronéw warstwy ukrytej, takie jak
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centrum (polozenia i-tego neuronu) rozmycie i inne, zaleznie od wyboru funkgji
Gi(-). Najpopularniejszymi funkcjami radialnymi sa: funkcja gaussowska, funk-
qja sferyczna, funkgje potegowe i sklejane (rys. [L10} [L.8] .9, I.7):

hy(x;t,b) = e Ix-t*b? 2.3)
ho(x;t,b) = ||x—t||/b?, (2.4)
he(x;t,b,a) = (W2 +[x—t®)~% a>0, (2.5)
h4(x th,g) = (b®>+|x—t|[2)F, 0<p<1, (2.6)
hs(x;t,b) = (bl[x —t|)?In(b]|x —t[|). 2.7)

Sieci wykorzystujace radialne funkcje bazowe sg réwniez aproksymatorem
uniwersalnym [203]. Wiecej informacji o funkcjach RBF mozna znalez¢ w
poprzednim rozdziale, a szczeg6lnie w podrozdziale [.3.2]

Funkcje radialne, jak widaé z powyzszych wzoréw, zawsze korzystaja z nor-
my ||x — t||. W wigekszosci przypadkéw jest to norma euklidesowa:

f(x;w, t) ZWG (]|x — ] ]). (2.8)

Przyjmujac, ze liczba wzorcéw uczacych n jest réwna liczbie neuronéw w
warstwie ukrytej M, otrzymujemy:

Gu G2 -+ G Wy Y1
G Gz -+ Gpp W) Y2
. =171, 2.9)
Gnt Gn2 -+ Gmn Wn Yn
Gjj jest réwne wartosci funkgji G; w punkcie Xj, Gjj = Gj(||xj — til|).
Przyjmujac, ze G, to macierz ztoZzona z wartosci G; ji
W= [wg...,wq]", (2.10)
y = [yi....yn]" 2.11)
otrzymujemy
Gw =Y. (2.12)

Twierdzenie Light’a [167] méwi, ze dla klasy radialnych funkcji bazo-
wych takich, iz jesli tylko wektory X; sa r6zne, to macierz G jest dodatnio okre-
$lona i mozemy wtedy wyznaczy¢ wektor wag w, wymnazajac lewostronnie
réwnanie (212) przez G—1

w=G1ly. (2.13)

Twierdzenie Light’a mozna stosowaé miedzy innymi do funkcji gaussowskiej

(Ce3R23) i odwrotnej funkeji potegowej z a = 1, ha(x;t,b, 1) ([LE2AZD).
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W praktyce jednak teoretyczna mozliwosé rozwigzania réwnania 2.12) nie
jest wystarczajaca, poniewaz macierz G moze by¢ niedostatecznie dodatnio okre-
Slona (podobne wzorce uczace), a sie¢, ktéra ma tyle samo radialnych funkcji
bazowych co wzorcéw uczacych, rzadko moze okaza¢ si¢ dobrym rozwigza-
niem, poniewaz zazwyczaj bedzie to prowadzito do niesatysfakcjonujacej gene-
ralizacji. Sie¢ bedzie uczyta sig nie tylko rozpoznawania wzorcéw lecz réwniez
szumu, ktory znajdzie si¢ w danych (ang. overfitting) [27]. Dlatego tez nalezy
wprowadzi¢ czynnik regularyzacyjny do macierzy G, G + Al, ktéry wynika z
metody regularyzacji Tikhonova.

Tikhonov zaproponowal metode regularyzacji, ktéra polega na przejsciu od
standardowej funkcji bledu:

Eo(f) =5 Y (yi— f(x))?, (2.14)

N =
.M:s

i=1

do funkcji rozszerzonej o dodatkowy czlon w celu stabilizacji rozwiazania. Stabi-
lizacje osiaga si¢ poprzez osadzenie w modelu adaptacyjnym dodatkowej infor-
magji a priori. Dla aproksymacji moze to by¢ zatozenie o gtadkosci funkgji, ktéra
bedzie aproksymowata nieznane odwzorowanie. W ten sposéb zadanie stanie
sie dobrze okreslone i mozna unikna¢ przewymiarowania problemu okreslone-
go poprzez uklad réwnan [209].

Aby skorzystaé z teorii regularyzacji trzeba bedzie przedefiniowa¢ funkgje
oceny btedu kwadratowego procesu minimalizacji dofaczajac czton regularyza-

cyjny

1
Er(f) = 5[Pf[* (2.15)
co razem daje
E(f) = Eo(f)+AE(F)

(vi— 10))? + A3l 2.16)

|
N =
™=

i=1

P jest pewnym liniowym operatorem rézniczkowym, ktéry powinien by¢ zalez-
ny od problemu f. Operator P bedzie peinil role stabilizatora rozwiazania f
(tym samym wygladzajac je).

Aby wyznaczyé minimum E( f) Poggio i Girosi postuguja si¢ rézniczka Fréchet’a
funkcji bledu, przyréwnujac ja do zera

JE(f,h) = dEq(f,h) + AJE.(F,h), (2.17)

gdzie h(x) jest pewna funkcja wektora x. To z kolei prowadzi do réwnania

P«Pf(x) =

S

3 i — F04)) 00X = ). 2.18)
i=1
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Dzieki temu i kilku innym wtasnoscia Poggio i Girosi dostaja nastepujacy
rezultat

f(x) = Vi — F(Xi)]Gr (X; Xi). (2.19)

M:

L
A3

Réwnanie wyznacza jako rozwiazanie f(x) problemu regularyzacji li-
niowa superpozycje n funkcji Greena, potozonych w punktach X; z wagami
wi = (1/A)]yi — f(Xi)]. Mamy wiec

1
= 3 (y — 1), (2.20)
f = Gw, (2.21)
gdzie f = [f(xq),..., f(xn)]T, a G jest macierza Greena:

G(X1X1) G(x1X2) ... G(X1Xn)

G(xox1) G(x2X2) ... G(X2Xn)
G= . , . . (2.22)

G(Xnx1) G(XnX2) ... G(XnXn)

Stad otrzymujemy rozwigzanie

w = (G+Ally, (2.23)

gdzie | jest macierza jednostkowa.

Poggio i Girosi udowodnili, Ze sie¢ neuronowa oparta o funkcje Greena,
jako bazowe funkcje radialne, jest uniwersalnym aproksymatorem, czyli moze
aproksymowa¢ dowolng funkcje ciaglta wielu zmiennych na wypuklym pod-
zbiorze w RV, uzywajac wystarczajacej liczby neuronéw w warstwie ukrytej.
Udowodnili tez, ze dla dowolnej nieliniowej funkgji F istniejg takie wspétczyn-
niki wj, ze aproksymuja lepiej niz kazde inne, co oznacza, iz tak zbudowana sie¢
ma wlasno$¢ najlepszego aproksymatora. Pokazano tez, ze rozwigzanie sieci z
taka regularyzacja jest optymalne, czyli minimalizuje funkcjonat, ktéry mierzy,
jak daleko rozwigzanie jest od danych treningowych.

2.2. Uog6blniona sie¢ z radialnymi funkcjami bazowy-
mi (GRBF)

Powyzsza sie¢ RBF zdaje si¢ jednak w peini na mozliwosci regularyzacji i zuzy-
wa tyle neuronéw ile jest wzorcéw uczacych, co niestety nie zawsze gwarantuje
dobre rozwigzanie. Osiagniecie wysokiej jakosci aproksymacji (przy pewnych
ograniczeniach regularyzacji) to nie to samo, co osiggniecie wysokiego pozio-
mu generalizacji, cho¢ oczywiscie wlasnosci te nie pozostaja bez zwigzku. Przez
generalizacje nalezy rozumie¢ zdolno$¢ modelu do dokonywania przeksztatce-
nia jak najbardziej zblizonego do przeksztalcenia jakie dokonywatl by model
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optymalny dla danego zbioru uczacego opisujacego dany problem. Tym samym
kierunek zmian powinien i$¢ w strong uzyskania wiekszego zwiazku pomiedzy
zlozonoscia danych uczacych, a liczbg weztéw warstwy ukrytej sieci RBF. Naj-
prostszym sposobem jest oczywiscie utworzenie sieci, w ktorej liczba neuronéow
w warstwie ukrytej bedzie znacznie mniejsza, niz liczba wzorcéw uczacych. W
pierwszym podejéciu liczbe neuronéw warstwy ukrytej mozna wyznaczyé na
podstawie pewnej wiedzy a priori o danych uczacych. Informacje o réznych po-
dejéciach do problemu wyboru liczby jak i potoZeni neuronéw warstwy ukrytej
bedzie mozna znalez¢ w dalszej czesci rozdziatu.
Mozna wiec napisa¢ réwnanie sieci RBF

f(x;w,p) = % wiGi(X, pi), (2.24)
i=1

zakladajac, ze liczba neuronéw M jest istotnie mniejsza niz liczba wzorcéw
uczacych n. W zwiazku z powyzszym, nalezy przedefiniowaé funkcje btedu

@19 na

n M 2

E(f) = Z(yi—ZWJG(IIXi—tJII)> +A|IPF? (2.25)
i=1 j=1

= [ly = GwI[> + A|[PfI]%,
gdzie

y = [YuYa....ynl' (2.26)
G(Xl;tl) G(Xl;tz) G(Xl;tM)
G(xg;t1) G(xg;ita) -+ G(Xoitm)

G = : : .. : (227)
G(Xr.ﬁtl) G(XQ;tz) G(Xn.;tM)

W= [wy,Wy, ..., Wl (2.28)

Tak zdefiniowana macierz G funkcji bazowych nie jest juz kwadratowa. Ma
wymiary N na M, cho¢ sam wektor y nie zmienit rozmiaréw. Wektor w ma
rozmiar M, lecz M jest r6zne od n. Jak pokazuja Poggio i Girosi prawa
strone wyrazenia (Z.25) mozna rozwina¢ do

IPF[]> = w'Gow, (2.29)
gdzie macierz Gq jest macierzq kwadratowa M na M, zdefiniowang jako

G(ti;ty)  G(tt) - G(tytm)

G(tyty) Gltaty) -+ G(tatm)

Gy = (2.30)

Gltwit) Gltwit) --- Gltwitm)
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Mozna powréci¢ do minimalizacji réwnania 2.25) i wyznaczy¢ pochodna

OE(f) = 9|ly — Gw||?> +aA||Pf|[?
G'(y — Gw) — AGow (2.31)

i przyréwnac ja do zera

G'y—(G'G - AGy)w =0, (2.32)
skad osiagamy juz szukany wektor wag w

w=(G'G - AGy) lGTy. (2.33)

Dla A = 0 rozwigzaniem minimalizacji jest iloczyn macierzy pseudoodwrot-
nej z wektorem wartoéci oczekiwanych y

w=(G'G)!GTy. (2.34)

2.3. Metody inicjalizacji i uczenia bez nadzoru sieci
typu RBF

W poprzedniej czesci zaprezentowano metody regularyzacji dla sieci z radialny-
mi funkcjami bazowymi. Pozostaja jednak jeszcze pewne pytania. Na przyktad,
jak dokona¢ wyboru potozen funkcji bazowych w metodzie opisanej w pod-
rozdziale 27, czy tez jak dobraé parametry rozmy¢ dla funkcji bazowych (i by¢
moze warto$ci innych parametréw, zaleznie od wyboru funkcji bazowych). W
tym podrozdziale zostang omoéwione problemy inicjalizacji i beznadzorowego
uczenia sieci RBF i réznych innych sieci zblizonych do sieci RBF.

Jak widaé z réwnania ([.2), jak i rys. 11l warstwy sieci RBF spelniajq rézne
role. Pierwsza warstwa lokalizuje wezly warstwy ukrytej w przestrzeni wejscio-
wej, pokrywajac ja w okolicach obszaréw, w ktérych wystepuja dane. Zadaniem
drugiej warstwy jest wyznaczenie takiej liniowej kombinacji aktywacji neuronéw
warstwy ukrytej, aby estymowata ona nieznane odwzorowanie F(-) réwnania
(2.1). Stad tez ptynie natura uczenia sieci z radialnymi funkcjami bazowymi, kto-
ra przeplata uczenie z nadzorem i uczenie bez nadzoru. Inicjalizacja pierwszej
warstwy odbywa si¢ bez nadzoru (patrz ponizsze metody), natomiast inicjaliza-
cja drugiej warstwy, jak i sam proces uczenia przebiegajq juz z nadzorem (patrz
kolejny podrozdziat2.4 i rozdziat H).

Wazna cechg sieci o radialnych funkcjach bazowych jest to, ze wagi pierw-
szej warstwy moga zosta¢ wyznaczone za pomocg wiedzy a priori o samych
danych wejéciowych. Dzieki wykorzystaniu informacji o danych wejsciowych
proces uczenia nie bedzie startowat z losowego punktu przestrzeni wag i ma
znacznie wigksze szanse na pomyslny przebieg procesu uczenia sieci.
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2.3.1. Inicjalizacja polozen zbiorem wektoréw uczacych

Najprostszy sposéb wyznaczenia liczby i potozen weztéw warstwy ukrytej zo-
stat juz opisany w podrozdziale 21} w ktérym warstwa ukryta sieci sktada sie
z tylu wezléw, ile jest wektoréw uczacych, a ich potozenia wyznaczaja wektory
uczace.

2.3.2. Inicjalizacja polozen poprzez podzbiér zbioru uczacego

Jednym z pierwszych pomystéw bylo wybranie pewnej liczby M wektorow
uczacych i zainicjowanie mini potozent weziéw ukrytych zgodnie z rozkladem
danych [27]. Takie zainicjowanie polozeni, cho¢ wydaje si¢ bardzo proste, daje
naprawde dobre rezultaty, dzieki skupianiu weztéw w obszarach o wigkszej ge-
stodci danych. Widac¢ stad, iz bledne dane spoza wtasciwych obszaréw, majq sta-
tystycznie nieistotny wplyw na pdzZniejszy proces uczenia sieci. Spotyka sie tez
propozycje nieznacznego losowego zaburzenia tak ustalonych potozen weziow
ukrytych, aby zadanie minimalizacji bylo lepiej okreslone [130]. W przypadku
gdy funkcjami transferu majg by¢ funkcje Gaussa pozostaje jeszcze dobodr pa-
rametréw rozmy¢. David Lowe [172] zaproponowal, by uzalezni¢ rozmycie od
liczby wezléw warstwy ukrytej i maksymalnej odleglosci pomiedzy nimi:

M .
G<||x—ti||2>—exp(—@nx—tiw), i—12...M (235

M okreéla liczbe neuronéw warstwy ukrytej, a d jest maksymalng odlegtoscia
pomiedzy dowolna para centréw funkgji bazowych. Tym samym szerokos¢ kaz-
dego z neuronéw to

d
\/ﬁ. (2.36)

2.3.3. Inicjalizacja polozenn metoda klasteryzacji k-Srednich

Oczywiscie nie ma powodu, aby prawda byto, iz losowe wybieranie wektoréw
wejéciowych na polozenia centréw, powiedzmy funkcji gaussowskich, neuro-
néw ukrytych dla sieci RBF miato by¢ optymalne. Fakt ten przyczynit si¢ do
powstania szeregu réznych, mniej i bardziej popularnych, sposobéw inicjaliza-
gji polozeni centréw neuronéw ukrytych. Jedna z najszerzej stosowanych metod
jest metoda klasteryzacji k-srednich [74]. Jako pierwsi metode k-$rednich do sieci
RBF uzyli Moody i Darken [188]. Metoda ta stara sie umiejscowi¢ docelowo poto-
Zenia centréw neuronéw ukrytych w obszarach przestrzeni, w ktérych znajdujg
sie najbardziej liczne dane.

Metoda k-$rednich cel ten stara si¢ osiaggna¢ poprzez minimalizacje nastepu-
jacej funkcji

M
kmeanerr = Y Y [1x; — ti] %, (2.37)
i—1jes;
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gdzie S to zbiér indekséw wektoréw przynaleznych do klastra i, a tj stanowi
centrum i-tego klastra.

W pierwszym etapie nastepuje ustalenie liczby klastrow i tym samym licz-
by neuronéw M w warstwie ukrytej. Nastepnie, w losowy sposéb wybieramy
wstepne polozenia klastréw sposréd wektorow wejsciowych. W procesie itera-
cyjnym dla kazdego wektora X nastepuje uaktualnienie potozenia najblizszego
z centréw klastrow tj:

Aty = U(Xj — 1), (2.38)

1 jest parametrem okreslajacym szybko$¢ uczenia.

Znana jest tez wersja off-line metody k-$rednich [[13]. Pierwsza z r6znic mie-
dzy ta wersja, a opisana wyzej polega na tym, iz centra poczatkowo wybierane
sa w losowych polozeniach w przestrzeni wejéciowej i nastepuje przypisanie
kazdego z wektoréw do najblizszego klastra. Z kolei polozenia centréw przeli-
czane sa co epoke (po prezentacji catego zbioru uczacego):

tj

=157 ¥ %, (2.39)

gdzie §; to zbiér indekséw wektoréw przynaleznych do klastra i, a |Sj] to licz-
ba przynaleznych wektoréw do klastra i. Nastepnie dokonuje sie powtérnego
przypisania wszystkich wektoréw do najblizszych klastréw.

Najczesciej stosowang wersja algorytmu k-érednich jest pierwsza z podanych,
cho¢ oczywiscie obie wersje algorytmu nie gwarantujg optymalnego rozwigza-
nia minimalizacji rownania 237 Przy ztych warunkach startowych, algorytm
moze nie umieéci¢ zadnego klastra (centrum) w miejscach, ktére moga by¢ istot-
ne, a w ktérych danych jest zbyt mato (rzadko opisuja dang czes$¢ przestrzeni
wejéciowej). Zapobiec (cho¢ raczej czeéciowo) takim problemom mozna poprzez
uczynienie parametru 77 zmiennym w czasie procesu minimalizagji:

p=—r_, (2.40)
144
1o jest wartoScia poczatkowa procesu, natomiast w kolejnych iteracjach i wraz
z a priori wyznaczonym wspolczynnikiem T (dopasowanym dla konkretnych
danych) warto$¢ 1 bedzie zmniejszana, najpierw niemal nieznacznie, a pdzniej
coraz szybciej.

Metoda k-$rednich jest tez pewnym szczegélnym przypadkiem metody mie-
szania modeli gaussowskich (ang. Gaussian mixture models), w ktérej uzywa sie
do optymalizacji algorytmu EM (ang. expectation maximization) [13]. Réwniez
i algorytm samoorganizujacych sie map topograficznych Kohonena (SOFM)
[157, [158] jest ogblnym algorytmem uczenia, dla ktérego metoda k-srednich jest
szczegblnym przypadkiem.

Alternatywna metoda klasteryzacji dla metody k-§rednich moze tez by¢ me-
toda klasteryzacji maksymalnej entropi [29] przy zalozeniu, iz przypisania do
klastréw majq rozktad Gibbs’a.
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2.3.4. Inicjalizacja za pomoca metody k najblizszych sasiadéw

Ta metoda réwniez jest pewna odmiang metod samoorganizacji i stara si¢ wy-
znaczy¢ potozenia centréw funkgji radialnych tak, by znalazly sie one w miej-
scach gdzie znajdujq si¢ najbardziej reprezentatywne wektory danych.

Do tego celu Moody i Darken [188] wykorzystali, w nieco niestandardowy
sposéb, metode k najblizszych sasiadéw (kNN) [74]. Jako centra zostaja wybrane
te wektory wejSciowe, ktére najczesciej sa wybierane jako k najblizsze. Ta metoda,
podobnie jak metoda k-$rednich, pozwala wybraé potozenia centréw neuronéw
w bardziej deterministyczny sposéb, niz losowy wybor k centréw.

2.3.5. Konstruowanie klastré6w za pomoca dendrogramoéw

d(ci, ¢j)

C1 Co C3 Cq Cs Ce C7 Cg

Clusters

Rysunek 2.2: Dendrogramy.

Inng ciekawa metoda inicjalizacji potozen centréw, jak i ich rozmy¢, ktore
w tym przypadku moga by¢ rézne dla réznych wymiaréw, jest metoda den-
drograméw. Dzieki tej metodzie mozna uzyskaé ciekawsze rezultaty niz innymi
metodami inicjalizagji [62]. Poczatkowo kazdy z wektoréw treningowych tworzy
odrebny klaster. Po czym, w procesie iteracyjnym nastepuje taczenie najblizszych
klastréw na podstawie pewnej miary odlegtosci (patrz rys.[2.2). Taka procedura
jest powtarzana do momentu az liczba powstalych klastréw jest wystarczajaco
mata lub najmniejsza odlegtoé¢ w pewnej iteracji okaze si¢ za duza, aby doko-
nywa¢é dalszych polgczen.

Takie postepowanie wymaga jednak wstepnie wyznaczenia tablicy odleglosci
pomiedzy kazda para wektoréw treningowych (N(N — 1) odleglosci), a nastep-
nie w kazdej iteracji. Po dokonaniu potaczenia odlegtosci pomiedzy potaczony-
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mi klastrami a innymi klastrami stajg si¢ niepotrzebne. Z kolei nalezy wyznaczy¢
odlegtosdci pomigdzy nowym klastrem i pozostatymi klastrami i tym samym ta-
blica odlegtosci staje si¢ aktualna. Bardzo wazna cecha tej metody jest to, Ze
mozemy uzy¢ dowolnej funkgji odlegtosci. Funkcja odlegtoéci moze by¢ zdefi-
niowana nie tylko jako odlegtos¢ pomiedzy centrami klastréw, ale na przyktad,
jako minimalna odlegto$¢ pomiedzy brzegami dwodch rozpatrywanych klastréw.
Nalezy zwréci¢ uwage, ze podczas taczenia klastréw dokonuje si¢ faczenia ob-
szarow klastréw, co réwniez moze by¢ réznie realizowane i jest bardzo zalezne
od przyjetej miary odleglosci i wstepnej obrébki danych.

2.3.6. Inicjalizacja za pomoca histograméw i drzew decyzyjnych

V= Vy— Vo= V=
{(avazas)t  {(aubzas)}  {(brazbs)}  {(bucabs)}

Rysunek 2.3: Histogramy.

Metoda dendrogramoéw jest, pod pewnym wzgledem, odwrotno$ciag metod
opartych o analize histograméw lub drzew klasyfikacyjnych (zwanych tez drze-
wami decyzji). Odwrotnoé¢ ta polega na tym, iz w metodzie dendrograméw
opis danych jest z iteracji na iteracje coraz ogdlniejszy, natomiast drzewa kla-
syfikacyjne i metody oparte o histogramy lub inne podzialy poszczegdlnych
wymiaréw, coraz bardziej uécislaja opis danych uczacych.

Pierwszym etapem tej metody jest wyznaczenie punktéw w oparciu o me-
tode histograméw lub pewien arbitralny podziat poszczegélnych wymiaréw. W
przypadku histograméw taka dyskretyzacja uwidacznia gestosci wystepowania
poszczegodlnych klas lub klastréw danych w wyznaczonych przedziatach, ktére
tworza klastry w jednowymiarowej przestrzeni. Histogramy informujg o punk-
tach w danym wymiarze, w ktérych dane zmieniajg przynalezno$¢ do klasy lub
klastra, czyli o potencjalnych granicach klas lub klastréw.
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Tak wyznaczone punkty definiujg nam granice wstepnych klastréw w jedno-
wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni d wymiarowej danych (patrz rys. 2.3).
Kazdy z jednowymiarowych klastréw jest rzutem pewnej liczby niezaleznych
klastrow w d wymiarowej przestrzeni. Kazdy z klastréw w d wymiarowej prze-
strzeni przynalezy do dokladnie jednego klastra w jednowymiarowej przestrzeni
(jest zdefiniowany poprzez ciag klastrow w poszczegélnych wymiarach). W ten
sposéb, z histograméw powstaje drzewo klasyfikacyjne po uszeregowaniu wy-
miaréw w ciag (patrz rys. .3). Z kazdym klastrem mozna zwiaza¢ informacje
o liczbie wektorow, ktérg reprezentuje. Najczesciej nazywa si¢ to masa klastra
[62].

Jesli liczba powstatych klastréw jest zbyt duza, szczegdlnie gdy dokonuje sie
pewnych arbitralnych podzialéow w poszczegélnych wymiarach, mozna wtedy
(a nawet nalezy), po powyzej opisanym etapie, dokona¢ préby faczenia klastrow.
Czesto zdarza sig, iz w jakim$ wymiarze mozemy mie¢ do czynienia z nieefek-
tywnym podziatem — zbyt szczegétowym — i tym samym nie wnoszacym
zadnych korzysci, a z drugiej strony zwigkszajacym liczbe klastrow. W takich
przypadkach na pewno czeé¢ klastrow da sie polaczy¢ i w ten sposéb otrzy-
mujemy prostszy opis danych uczacych. Tym samym zmniejszamy zloZonos¢
wstepng modelu. Etap ten mozna zrealizowa¢ za pomoca metody dendroga-
mowej, w ktorej zostana polgczone najblizsze klastry, zgodnie z odpowiednio
dobrang miarg odlegtosci (patrz podrozdziat lub poprzez przeszukiwanie
powstatego drzewa decyzyjnego [62] i taczenie sgsiadujacych klastrow.

Bywajg tez sytuacje w ktérych same histogramy nie s wystarczajace. Na
przyklad dane o rozkladzie przedstawionym na rys. — punkty podzialéw,
ktére wynikaja z analizy histograméw, nie prowadza do efektywnego podziatu
przestrzeni danych i tym samym powstate klastry nie przynosza pozadanych
efektow.

W koricowym etapie, podobnie, jak dla metody k-érednich, nastepuje wyzna-
czenie rozmy¢ (szerokosci) poszczegélnych centréw funkgji radialnych. Nalezy
tu wspomnie¢ iz warto w takiej metodzie inicjalizacji skorzysta¢ z wielowymia-
rowych funkcji gaussowskich lub funkcji bicentralnych i ich rozszerzen, ktore
umozliwiajg uzywanie réznych rozmy¢ w réznych wymiarach, co prowadzi do
optymalniejszego wykorzystania informacji z klasteryzagji.

Bardzo ciekawym jest algorytm Breimana, ktéry tworzy drzewo klasyfika-
i i regresji (CART) (ang. classification and regression tree) [25], z powodzeniem
stosowany w klasyfikacji, jak i do wyciggania regut logicznych z danych. Al-
gorytm ten moze by¢ réwniez uzyty do inicjalizagji sieci typu RBF. CART w
kazdej iteracji procesu tworzenia drzewa stara si¢ znajdowac optymalny punkt
w jednym z wymiaréw danych, tak, aby za pomocg jak najmniejszej liczby po-
dzialéw przestrzeni zbudowac drzewo klasyfikacji. Oceny, czy w jakim$ punkcie
dokona¢ podziatu, czy nie, dokonuje si¢ na podstawie funkgji kosztu i estymacji
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as -

X

Rysunek 2.4: Gestosd, dla ktérej analiza histograméw nie daje zadnych korzysci.

prawdopodobienstw danego wezla w rejonie R:

oy = " @41)

i) = I e42)
Ny’ '
n jest liczbg wektoréw trenujacych, n(t) jest liczbg wektoréw trenujacych w re-
jonie R. Z kolei nj(t) jest liczbg wektoréw klasy j w rejonie R. Funkcje kosztu
mozna wtedy zdefiniowac na kilka sposobow:

Q) = 1-maxp(jlt) (2.43)

Q) = Y Y pivp(it) =1- Y [pGilt)]% (2.44)
ji#] ]

Q) = — Y pdlt)Inp(t). (2.45)
]

Efektywnos$¢ pierwszej funkgji jest najnizsza. Moze ona informowac o nie-
moznoéci zmniejszenia funkcji kosztu, co najczesciej nie jest prawda. Wynika
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to z uwzgledniania tylko najliczniejszej klasy w danym obszarze (dla réwnania
. Dwie pozostate funkcje daja doé¢ poréwnywalne i dobre wyniki.

Teraz, gdy chcemy w weZle t dokona¢ podzialu na dwa wezty t| i tgr, w

punkcie v trzeba méc oceni¢ zmniejszenie zanieczyszczenia poprzez ten podziat:

AQ(v, k1) = Q(t) — Q(tL)pL(t) — Q(tr)Pr(1), (2.46)
gdzie p_(t) i pr(t) sa zdefiniowane przez:
_op(t)
p(t) = OK (2.47)
_ P(tr)
pr(t) = OR (2.48)

Rekurencyjny proces podziatéw przebiega az do spelienia pewnego wa-
runku stopu, ktéry zazwyczaj jest okredlony przez osiggniecie pewnego progu
klasyfikacji. Proces tworzenia drzewa klasyfikacji moze czasami prowadzi¢ do
jego przerosniecia, a wtedy dochodzi do klasyfikacji szumu danych uczacych.
CART w tym momencie uruchamia procedure usuwania zbednych weziéw, kto-
ra minimalizuje kare za ryzyko:

Rpen = Remp + A|T|, (2.49)

Remp jest wspoélczynnikiem bledu klasyfikacji dla danych treningowych, |T| jest
liczba wezlow-lisci w drzewie. Optymalna warto§¢ parametru A jest wyzna-
czana poprzez minimalizacje btedu klasyfikacji dla réznych podzbioréw zbioru
uczacego.

Do podobnego schematu inicjalizacji mozna wykorzystaé¢ kryterium dipo-
lowe [17 15} 16], jak i inng metode zblizona do metody CART [110] oparta o
kryterium separowalnosci.

2.4. Uczenie z nadzorem sieci RBF

Ten podrozdzial omawia najbardziej typowy sposéb uczenia sieci z radialny-
mi funkcjami bazowymi. Metoda ta bazuje na wczesniej ustalonej architekturze
sieci, w ktorej przede wszystkim zostafa ustalona liczba weztéw ukrytych i typ
funkgji transferu realizowany przez te wezlty. Zaklada si¢ réwniez, iz dokonano
wstepnej inicjalizacji sieci RBE, na przykiad za pomoca jednej z metod inicja-
lizacji przedstawionych w podrozdziale .3l Prezentowana tu metoda uczenia
z nadzorem polega na iteracyjnym wprowadzeniu korekcji, wyznaczanych po-
przez wyliczanie kierunku gradientu funkgji bledu. Poggio i Girosi [208] pro-
ponuja, by uczeniu podlegaty wagi wyjSciowe i potozenia centréw. Takie sieci

!Warto policzy¢ wartoéci wszystkich trzech powyzszych propozycji definicji Q(t) dla dwoéch
wektoréw wartosci p: [0.333 0.333 0.333] i [0.1 0.1 0.8].
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nazywa sie uogolnionymi sieciami RBF (GRBF) (generalized radial basis function
networks). Z kolei Lowe proponuje, by wszystkie parametry byly adaptowa-
ne, czyli wagi, poloZenia centréw i rozmycia funkcji. Same ponizsze réwnania,
opisujace algorytm uczenia, sq bardzo podobne do réwnan dla wyznaczonych
dla algorytmu LMS (ang. least mean square).

Punktem wyjscia jest zdefiniowanie funkcji btedu, ktérg nastepnie algorytm
bedzie staral sie minimalizowa¢ w procesie uczenia:

1 n
E=> Y e, (2.50)
i=1

gdzie n jest liczba wektoréw uczacych, a ¢; jest btedem, jaki popetnia sie¢ dla
i-tego wektora uczacego:

M
e =yi— f(xi) =yi— Y w;Gj(||xi — tj|]), (2.51)

j=1

yj jest oczekiwang wartoscig wyjéciowa, a f(X;) wartoéciq zwracang przez siec.
Warto zwréci¢ uwage, iz funkcja kosztu okreslona réwnaniem (Z.50), jest wy-
pukia ze wzgledu na parametry wag wj, ale nie jest wypukla ze wzgledu na pa-
rametry polozeri centréw funkcji transferu i ich rozmy¢, co moze by¢ przyczyna
utykania procesu minimalizacji w lokalnych minimach przestrzeni parametréw.
Proces minimalizacji opisuja ponizsze réwnania, ktére wyznaczaja gradienty
dla poszczegélnych parametréw adaptacyjnych:

9E(n)

wi(n+1) = wj(n)— ﬂwmy (2.52)
tin+1) = t(n)—nt gEE:; , (2.53)
bi(n+1) = bi(n)— ”bng.((:)) (2.54)

n oznacza numer iteracji algorytmu minimalizacji, 1w, #t, #, sa wspolczynnikami
szybkosci adaptacji parametréw wag, polozeri centréw i ich rozmy¢.
Jedli funkcjg transferu jest funkcja gaussowska

g(x;t,b) = e~ Ix-tl7b* (2.55)
to poszczegodlne gradienty sg rowne:
:Vsi((r;,)) = j;ej(n) 9(xj; ti(n), bi(n)), (2.56)
JE 2wi
G = gy L) S by u, @5
JE 2wi(n) ¢
I LR C OO DI
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Przedstawiona powyzej procedura minimalizacji nazywana jest czesto meto-
da off-line. Bierze sie to stad, iz poprawki zwigzane z funkcja bledu dla wektoréw
testowych sa nanoszone po prezentacji calego zbioru uczacego, co jest oczywi-
Scie konsekwencjg ujecia catego zbioru treningowego w definicji funkcji bledu
.50). Sieci typu RBF i podobne mozna tez uczyé w trybie on-line, co oznacza, iz
celem jest bezposrednie nanoszenie poprawek po prezentacji kazdego wektora
uczacego. Wtedy funkcja bledu wyglada tak:

1 .
E:§|ei|2 i=1,2,...,n (2.59)
Adaptacja parametréw, podobnie jak i przedtem, nastepuje zgodnie z réw-

naniami (2.52, [.54), natomiast zmianie ulegaja gradienty liczone dla po-
szczegblnych parametréw adaptacyjnych:

SO~ et gix(it, (), 2.60)

Senr = awmem) g X e
_t. 2

S = 2woe() oty ) SO e

x(n) okresla wektor treningowy, prezentowany w n-tej iteracji procesu minima-
lizacji, a e(n) blad, jaki popelnita dla tego wektora sie¢, réwny réznicy yj(n) —
f(x(n)).

W praktyce uczenie off-line jest wolniejsze i stabilniejsze, a uczenie on-line
szybsze, ale mniej stabilne. Metoda on-line jest tez najbardziej podobna do algo-
rytmu LMS.

Wettschereck i Dieterich [256] poréwnywali dzialanie sieci RBF z i bez adap-
tacji centréow z sieciami MLP (ang. multi-layer perceptron), uczonymi algorytmem
wstecznej propagacji (BP). Z pracy wynika, ze sieci RBF, w ktérych nie dokonu-
je sie jedynie adaptacji wag wyjSciowych, generalizuja gorzej niz sieci MLP, ale
sieci RBF, w ktérych dokonuje si¢ adaptacji potozen centréw funkgcji transferu,
generalizuja lepiej niz sieci BP.

2.5. Rozszerzenia sieci RBF

Sieci z radialnymi funkcjami bazowymi, podobnie jak i inne modele sieci neu-
ronowych, doczekaty sie licznych rozszerzeni. Nie sposéb wymieni¢ wszystkie z
nich, ale mam nadzieje wspomnie¢ te najciekawsze i czesciej spotykane. Bazujac
juz na tym, co do tej pory przedstawiono w tym rozdziale, mozna skonstruowac
bardzo wiele réznych sieci. Mogty by sie one r6zni¢ metodami inicjalizacji i/lub
dalszym postepowaniem. Dotaczajac do tego mozliwosé skorzystania z réznych
funkgji transferu, przedstawionych w rozdziale[d] klasa mozliwych sieci neuro-
nowych coraz bardziej si¢ rozszerza i zmienia swoje wtasnosci.
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2.5.1. Rozszerzenia gléwnego réwnania sieci RBF

Dos¢ standardowymi juz rozszerzeniami sa rézne rozszerzenia gtéwnego row-
nania sieci RBF 2.2), czyli liniowej kombinacji aktywacji funkgji transferu. Pierw-
szym przyktadem niech bedzie prosty, cho¢ bardzo uzyteczny dodatek w postaci
wspodlczynnika adaptacyjnego wo

M
fOxw,p) = ) wiGi(x, pi) + Wo, (2.63)
i—1

ktorego celem jest uwolnienie samej sieci od $redniej wartosci wyjscia (por. [13]
rozdziat 3.4.3). Czesciej spotyka sie bardziej radykalne rozszerzenia takie jak

M m
foGw,p) = Y wiGi(xpi) + ) dip(x)  m<N, (2.64)
i—1 i=1

gdzie p(x) jest wielomianem pewnego stopnia k z przestrzeni RN [208].
Do typowych rozszerzen zalicza si¢ rowniez uzycie macierzy wag C w nor-

mie || - |[c

M
foGw, p) = ) wiGi(|[x —tillc,), (2.65)
i=1
gdzie || - ||c jest zdefiniowana jako
X —tille; = (x—ti)TC{ Ci(x — i), (2.66)

Jednakze taka macierz jest trudna do adaptacji ze wzgledu na liczbe para-
metréw adaptacyjnych, ktéra rosnie kwadratowo z rozmiarem przestrzeni wej-
Sciowe;j.

Inne, ciekawe i dos¢ proste rozszerzenie, to uzycie niejednorodnych miar
odleglosci [258], ktore zostaly juz opisane w rozdziale

2.5.2. Regularyzacja

Niezwykle wazng czeécia rozwazan nad sieciami RBF (jak i innymi sieciami),
jest regularyzacja tych modeli, ktéra w duzym stopniu wplywa na stabilizacje
procesu uczenia sieci i jest gtéwnym narzedziem wspomagajacym uzyskanie
mozliwie maksymalnej generalizacji i tym samym pozwala unika¢ przeuczenia
sie podczas adaptacji. Regularyzacja sieci RBF byta juz wspomniana na poczatku
rozdziatu, jednakze opis ten nie wyczerpat calego tematu, szczegdlnie réznych
innych, ciekawych podejs¢ do regularyzagji.

Najczesciej regularyzacja sprowadza si¢ do dodania pewnego czynnika do
funkgji btedu modelu Eo(f) @I4). Nalezy wspomnie¢, ze mozna jako podsta-
wowego czlonu funkgji bledu uzywaé nie tylko funkcji Eg(f), ale réwniez jej
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ogoblniejszej formy w postaci funkeji bledu Minkowskiego, przechodzac do nor-
my Lg:

R) =Y lyi— f(x)IR (2.67)
i=1

w szczegdlnym przypadku dla R = 2 mamy toZzsamos¢ z funkcja Eo(f), czyli
norme Ly, a dla R = 1 mamy metryke Manhattan.

Jednym z najbardziej znanych czynnikéw regularyzacyjnych jest rozpad wag
(ang. weight decay). Wtedy do miary btedu modelu Ey(f) (ZI4) zostaje dodany
czynnik regularyzacyjny:

Ewa(f, W) = Eo(f +)\ZW (2.68)

W aproksymagji i statystyce ten typ regularyzacji nazywany jest regresja
grzbietowa (ang. ridge regression). Uwzglednienie takiego czynnika w funkcji
btedu znacznie poprawia uzyskiwane wyniki [120]. Breiman [24] twierdzi, iz
taka regularyzacja sprawia, Ze proces uczenia jest stabilny, natomiast nie jest
tak gdy do wyznaczania niektérych parametréw uczenia stosuje si¢ techniki
uczenia na podzbiorach (patrz tez nizej). Przyklad zastosowania regularyzacji
mozna zobaczy¢ na rysunku 2.5

Lokalna regresja grzbietowa (ang. local ridge regression) jest uogdlnieniem po-
przedniej wersji regularyzaciji:

Er(f,w) = Eq(f +Z/\W (2.69)

W przypadku takiej regresji dla lokalnych funkgji, takich, jak wiekszo$¢ funk-
¢ji RBF, gtadkoé¢ regresji nie jest kontrolowana jednym wspoétczynnikiem, lecz
kazda z funkcji jest kontrolowana niezaleznie. To prowadzi do lokalnej adaptacji
gladkosci w zaleznosci od stanu w lokalnej czeéci przestrzeni. Regresja nielokal-
na dla probleméw, w ktérych gtadkos¢ funkeji w réznych czgsciach przestrzeni
powinna by¢ r6zna, czesto nie daje pozadanych rezultatow [197]. Do wyznacza-
nia parametréw regularyzacyjnych stosuje si¢ czesto uczenie poprzez walidacje
skosna (ang. cross-validation, co mozna przettumaczy¢ takze jako kroswalidacje,
walidacje krzyzowq lub rotacyjng, ale nie ma powszechnie przyjetego terminu w
jezyku polski) [197,[109] i rézne ich odmiany. Metoda polega na podziale zbioru
uczacego na k czesci, a nastepnie usuwaniu po jednej z nich, uczeniu sieci na
pozostatych i testowaniu na usunietej czesci. Zebrane informacje o jakosci klasy-
fikacji lub aproksymacji na kolejno usuwanych czesciach zbioru uczgcego dajq
obraz dziatania algorytmu dla wcze$niej ustalonych parametréw regresji (oczy-
wiécie metode t¢ mozna wykorzystywac do wyznaczania i innych parametréw,
jak i innych modeli adaptacyjnych).

Bishop w [11]] zaproponowat jeszcze inny czton regularyzacyjny:

af (xn) )2
=&+ 3P S oy () @70
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(@) (b)

Rysunek 2.5: Zastosowanie regularyzacji do aproksymagji funkgji 10%. y-
sunek a) pokazuje oryginalng funkcje. Kolejne rysunki pokazuja aproksymacje

z regularyzacja dlab) A = 1, c) A = 1074, d) A = 100. Patrz réwnanie (2.65).

Powyzszy czton regularyzacyjny nie wymaga aby funkcjami bazowymi réow-
nania sieci RBF (Z2) byla pewna funkcja Green’a. Nie wymaga sie¢ réwniez,
aby liczba funkcji bazowych byta réwna liczbie wektoréw zbioru treningowego
(poréwnaj podrozdzial[ZT).

Bardzo ciekawym wynikiem byto udowodnienie przez Bishopa, iz uczenie z
regularyzacjg Tikhonova jest rownowazne uczeniu z szumem [12]. Poprzez ucze-
nie z szumem rozumie si¢ dodanie losowego szumu do wejSciowego wektora
uczacego przed uzyciem go do procesu adaptacji.

Inne metody regularyzacji zostaty przedstawione w rozdziale

2.5.3. Inne metody uczenia sieci RBF

Warto tu réwniez wspomnie¢ o metodzie ortogonalizacji najmniejszych kwadra-
tow (ang. ortogonal least squares) Chen’a (i. in.) [43} 44] do uczenia i konstrukgji
sieci z radialnymi funkcjami bazowymi. Metoda najczesciej wykorzystuje algo-
rytm ortogonalizacji Grama-Schmidta.
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Rozszerzenie tej metody o regularyzacje zaproponowat Orr [197].
Z kolei Bishop proponuje uzywanie algorytmu EM (ang. expectation maximi-
zation) [14] do uczenia sieci RBF.

Lowe w [175] opisat specjalng wersje sieci RBF, przeznaczong do klasyfika-
¢ji danych poprzez estymacje prawdopodobienstw rozkladéw. Metoda polega
na estymacji prawdopodobienistw a posteriori p(c|x), czyli prawdopodobieristw,
ze dany wektor X przynalezy do klasy c. Takie prawdopodobieristwo a poste-
riori mozna zrekonstruowaé z prawdopodobienistw czastkowych, korzystajac z
twierdzenia Bayesa

p(ci)p(x[ci)
p(C||X) p(X) ' (271)

Poniewaz raczej nie zdarza sig, aby za pomoca pojedynczego rozktadu gaus-
sowskiego mozna bylo estymowac rozktad danych w klastrach danej klasy, uzy-
wa sie mieszanki rozkladéw warunkowych q(X|s) z réznymi wspotczynnikami
mieszania

P) = L p(s)ads) 2.72)

p(x|ci) = Zp s;1)q(x]s), (2.73)
wtedy wykorzystujac @.72) i (Z.73), réwnanie (2.71) przyjmuje postac

p(cilx) = Zp ps Zf(() X|)S(|S’ ZWu (x1j), (2.74)

wspotczynniki wij = p(ci)p(s;i)/p(s) sa wagami warstwy wyjsciowej, opisuja-
cymi istotnos¢ j-tego wezla-podrozkiadu dla i-tej klasy, a funkcjami bazowymi
s znormalizowane funkcje G(x|j) (poréwnaj z réwnaniem (L80)).

Jeszcze innym sposobem uczenia sieci RBF moze by¢ algorytm uczenia sto-
sowany do Support Vector Machines (SVM), ktéry dokltadniej zostanie opisany
w rozdziale 3.

Wilson i Martinez [258] pokazuja uzywajac sieci RBE, iz kiedy atrybuty da-
nych sg réznych typéw (ciaggte, dyskretne, nominalne), nalezy wtedy dobra¢ od-
powiednig miare odleglosci, aby uzyska¢ mozliwie najlepsze rezultaty. Rézne
miary odleglosci zostaly juz przedstawione w podrozdziale [[LZ1]

2.6. Porownanie sieci RBF z sieciami MLP

Jak widaé z réwnania (2.2) gtéwna réznicq pomiedzy siecig RBF i MLP sa funk-
¢je transferu neuronéw warstw ukrytych. Dla sieci RBF mamy pewna funkcje
radialng

hfe" = g (lx—til), (2.75)
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podczas gdy dla sieci MLP jest to produkt skalarny
hMP = g (xTti). (2.76)

Stad tez i sposoby dzialania tych sieci r6znig si¢ zasadniczo. Sie¢ MLP uzyta
do klasyfikacji bedzie dzielita wielowymiarowa przestrzen hiperptaszczyznami.
Przez to czeé¢ powstalych podobszaréw jest nieskoriczona. Natomiast sie¢ RBF
bedzie tworzyta lokalne obszary wokét klastréw danych (patrz rys. R.6).

\

RBFN

;1
13
1 i3
17 1
2 3333
2 3 3 3
3 3
222222 387 % 3
2 2 2 3 3
2 3 3
2 27 3 3

Rysunek 2.6: Podziaty przestrzeni danych przy uzyciu sieci RBF i MLP.

Réwniez patrzac niejako z géry na caloéciowe réwnania sieci MLP i sieci RBF
mozna dostrzec sporg réznice:

RBF: fi(x;w) =w-G(X) (2.77)
MLP: f(x;w) =0 (Zwilla (Zwizza < .o (ZwtxiL> ))) . (278)

Wartym uwagi jest tez poréwnanie powierzchni statych wartosci aktywacji
neuronéw wielowarstwowej sieci MLP i sieci RBF. W przypadku sieci typu MLP,
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warto$¢ aktywacji neuronéw jest stata dla wektorow lezacych na hiperptaszczyz-
nie

w X 4 wp = const, (2.79)

natomiast w przypadku radialnych funkcji bazowych aktywacja jest stala na
powierzchni hipersfery okreslonej miarg odlegtosci

||x — t||? = const. (2.80)

Z kolei, gdy wektory wejSciowe maja norme réwna 1 (||x|| = 1), to mozna to
wykorzysta¢ do nielosowej inicjacji parametréw uczenia sieci MLP i tym samym
ulatwi¢ proces uczenia sie sieci. Taka inicjalizacja jest czeSciowym odpowiedni-
kiem nielosowego wyboru wag startowych w sieciach RBF.

Norme wejsciowych wektoréw réwna 1 mozna uzyska¢ poprzez transforma-
cje wektora wejSciowego, dodanie do niego dodatkowego wymiaru i wyrzuto-
wania na sfere jednostkowa. Wtedy, 1aczac to z wybrang metoda klasteryzacji
(patrz rozdzial 23) mozemy dokona¢ wyboru liczby neuronéw i wstepnej ini-
qjalizacji wag, zgodnie z procedura opisang w [63]. Niech x = {X3,,X2...,Xq},
wtedy niech x" = {x,x5, ..., ], X:Hl} bedzie zdefiniowany jako [54]

(2.81)

gdzie r > max.yy-cs|[X||, S jest zbiorem wektoréw uczacych. Po takiej trans-
formacji wszystkie punkty zostaja wyrzutowane na poéthipersfere. Najwazniejszy
jest fakt, iz podobne wektory beda wtedy tworzyly dos¢ spojne klastry. Takie
klastry, reprezentowane przez odpowiednio wybrane prototypy, mozna odcia¢
hiperptaszczyzna od owej péthipersfery, co z kolei mozna zrealizowaé, wstawia-
jac neuron z funkgja tanh lub funkcjg sigmoidalng. Parametry poczatkowe tych
funkcji mozna wyznaczy¢ juz catkiem tatwo.

Niezaleznie bardzo podobny sposéb inicjalizacji zaproponowali Denoeux i
Lengellé [54], a ich przyklady dowodza, iz taki sposéb inicjalizacji znacznie po-
prawia efektywnos¢ pdZniejszego procesu uczenia sieci ze wsteczng propagacja
btedu.

Istnieje mozliwoé¢ uzyskania efektywniejszej transformacji, ponizsza trans-
formacja ma na celu wykorzystanie jak najwiekszej powierzchni hipersfery, a nie
jej polowy lub czeéci polowy. Z drugiej strony nie wykorzystuje calej hipersfery,
aby bardzo odlegte dane nie mogty ulec blednemu potgczeniu — rozpinanie
plaszczyzny na kule powoduje, iz krawedzie spotykaja si¢. Przeksztalcenie na-
stepuje niezaleznie dla kazdej i-tej (i = 1,2,...,d) wspdirzednej p-tego wektora
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(Xp = {Xp,is Xpjin - - -+ Xpii}):
Xpi = Xpi— (mgx Xs i +min Xsi)/2, (2.82)
Xpi = 12 Xpi/ max||xg]l, (2.83)
Xpi {;,X giil_i ' i:p:' i g , (2.84)
p.1 p,i
Xpacr = sign (1= Ixgl2) /|2 = b1, (2.85)

1 okresla jakg cze$¢ obwodu hipersfery bedzie rozpinaé transformacja. Finalny
wektor X' jest okreslony poprzez {x;';, X, ..., Xg,/d 41} gdzie p okresla indeks
wektora uczacego.

Nalezy sie jednak liczy¢ z tym, ze transformacja jest niezalezna dla kazdego
wymiaru i tym samym ulegaja zmianie zalezno$ci pomiedzy poszczegdlnymi
wymiarami. Na rysunku 27 mozna zobaczy¢ przyktad uzycia powyzszej trans-
formacji dla przestrzeni dwu wymiarowej. Na przyktadzie wida¢ jak 4 klastry
zostaly rozmieszczone na hipersferze. Po wykonaniu takiego przeksztalcenia
danych mozna przej$¢ do nastepnych etapéw opisanych w [63], czyli dokonaé
klasteryzacji, ktéra umozliwi wyznaczenie prototypéw, na ktérych podstawie
zostang obliczone wartosci wag w nowej przestrzeni d 4+ 1 wymiarowej.

2.7. Probabilistyczne sieci neuronowe

Probabilistyczne sieci neuronowe (PSN) (ang. probabilistic neural networks) zapro-
ponowane przez Spechta [235] majq bardzo zblizong architekture do sieci typu
RBEF. Celem PSN byto zminimalizowanie wspoétczynnika ryzyka podczas podej-
mowania decyzji, ktéra z klas ¢ (¢ = 1,...,C) dla danego problemu odpowiada
pewnemu wektorowi X. W tym celu nalezy wyznaczy¢ klase k dla ktérej mamy:

P(ck|x) > P(cj|x) k#J. (2.86)
Aby wyznaczy¢ prawdopodobienistwa P(ci|x) skorzystano z reguly Bayesa:

P(x|ci)P(c;)

P(ci|x) = P(x)

(2.87)
W celu estymacji P(x|cj) postuzono sie ponizsza definicjq estymatora:

1 1 ¢
fn(X;cx) = 202t i:g;:c exp[—(x — xj) T (x — x)/207]. (2.88)

Funkcja jadrowa (ang. kernel function) uzyta wewnatrz powyzszej sumy nie
musi by¢ wylacznie funkcjg gaussowska, w ogoélnosci funkcja jadrowa K musi
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Rysunek 2.7: Przyktadowa transformacja danych wejSciowych z czterema kla-
strami na hipersfere.

spetnia¢ warunki:

sup [K(x)| < oo, (2.89)
X
/ [K(x)[dx < oo, (2.90)
Jim x| K] =0, (2.91)
X||—00
/K(x) dx = L (2.92)
Warto zwroéci¢ uwagg, ze Cacoullos [35] wykazal ponizsza wlasnosé:
1im E[fn(x) ~ fa_1(x)]* =0, (2.93)

w punktach ciaglosci funkeji f. E[-] oznacza warto$¢ oczekiwana.

Sumowanie we wzorze[2.88 nastepuje po wszystkich wektorach zbioru ucza-
cego, ktore nalezg do klasy c;. W sieci PSN wektory uczace sg zakodowane w
wagach pomiedzy warstwa wejéciowq i ukryta jako wektory—wzorce (tj. w; = X;
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dla danej klasy c;). Zaklada sie, ze wektory X i X; sa znormalizowane. To pro-
wadzi do nastepujacej zaleznoci:

1 n
—_ exp[(x " xj — 1)/ (2.94)
(Zn)d/zadn i:l%:ck !

i (X; €)=
Jak wida¢ z powyzszego réwnania sie¢ PNS ma tyle wyjs¢, ile jest réznych
klas w danym zbiorze, a w warstwie ukrytej kazdy neuron ma potgczenia do
kazdego z wejs¢. Natomiast kazdy neuron ukryty ma tylko jedno polaczenie do
wyijécia, ktére odpowiada klasie jaka koduje wektor jego wag pomiedzy nim i
wejSciem.
Podjecie decyzji przez sie¢, to wyznaczenie klasy zwycieskiej poprzez:

¢ = argmax P(c;) fn(X; Cj). (2.95)

Dzigki kodowaniu wzorcéw uczacych w wagach pomiedzy wejSciem i war-
stwa ukryta, a nastepnie wazeniu, jak we wzorze powyzej nie ma tak naprawde
procesu uczenia. Mozna jedynie powiedzie¢, ze nastepuje zapamigtywanie wzor-
céw. Tym samym oszczedzamy na procesie uczenia, ale sie¢ musi pamietacé
wszystkie wzorce.

Probabilistyczne sieci neuronowe moga by¢ uzyte réwniez w regresji. Jak
pokazano w estymator funkgji regresji przyjmuje wtedy postac:

N yiexp[(xTx —1)/0?]

M) = T explocx —1)707]

(2.96)

W [265] zaproponowano takze rekurencyjny estymator funkgji gestosci. Cie-
kawe zastosowanie w rozpoznawaniu obrazéw za pomocg zmodyfikowanych
probabilistycznych sieci neuronowych przedstawiono w [221].






Support Vector Machines (SVM)

Innym, bardzo dobrze okre$lonym matematycznie modelem, jest Support Vector
Machine (SVM), czyli maszyna wektoréw podpierajacych (badZ wspierajgcych)
zaproponowana przez Vapnika w [249] 251]. Pierwotnie SVM przeznaczo-
ny byt do klasyfikacji i regresji. Dzi$ jednak zostal rozszerzony w bardzo wielu
kierunkach [229]. Jak zobaczymy ponizZej réownanie modelu SVM bedzie takie
samo jak réwnanie opisujace sie¢ RBF. Jednak ogromna réznica drzemie w pro-
cesie wyznaczania wag funkcji bazowych (z punktu widzenia sieci RBF), jak i
(czedciowa rdznica) okresleniu centréow funkcji bazowych.

Istota metody SVM jest konstrukcja optymalnej hiperplaszczyzny, ktérej zada-
niem jest rozseparowanie danych, nalezacych do przeciwnych klas, z mozliwie
najwiekszym marginesem zaufania. Poprzez margines zaufania rozumie si¢ tu
odlegtos¢ pomiedzy optymalna hiperptaszczyzng i najblizszym jej wektorem.
Przyklad takiej hiperplaszczyzny ilustruje rysunek B Jak widaé¢ z rysunku
plaszczyzn separujacych dwie klasy moze by¢ wiele, lecz z punktu widzenia
optymalnosci najciekawsze rozwigzanie moze by¢ zdefiniowane przez uzyska-
nie mozliwie najwiekszego marginesu zaufania. Tak zdefiniowana optymalna
hiperptaszczyzna, okreslona przez wspoétczynniki w i b, spelnia ponizsza nie-
rownos¢

YkF(Xk)

>t k=12...,n, (3.1)
[[wl]

oczywiScie przy zalozeniu, ze istnieje margines ufnosci 7, a F(X) jest zdefinio-
wane (na poczatek) przez:

F(x) =w'x+bh. (32)

Mamy wtedy tak naprawde zadanie liniowej dyskryminacji. To jednak, jak
wiadomo, nie pozwala rozwigzywaé naprawde trudnych probleméw (niesepa-
rowalnych liniowo).
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Rysunek 3.1: Optymalna hiperptaszczyzna.

3.1. Funkcje jadrowe

Z powodu mozliwoéci wystgpienia liniowej nieseparowalnoéci w przestrzeni
wejsciowej ideg SVM nie stafa sie¢ konstrukcja optymalnej hiperptaszczyzny w
przestrzeni wejsciowej, lecz w pewnej wysokowymiarowej przestrzeni cech Z,
ktéra najczesciej jest nieliniowym produktem pewnych funkcji bazowych ¢;(X)
(wybranych a priori), okreSlonych w przestrzeni wejsciowej. Wtedy réwnanie
optymalnej hiperplaszczyzny przyjmuje postac:

F(x) = i ajyiK(xi, x) + b, (3.3)
i=1
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gdzie Kj(xj, X) jest jadrem iloczynu skalarnego (ang. inner product kernel) funk-
qji bazowych (przestrzeni cech Z) ¢j(x),j = 1,2,...,m. Latwo zauwazy¢, ze
w miejsce WiX; z réwnania 3.2l mamy a;jy;K(x;, X). To powoduje, Ze nie szukamy
juz optymalnej hiperplaszczyzny bezposrednio w oparciu o wektory przestrzeni
wejéciowej. W ogdlnosci m moze by¢ nieskoriczone. Iloczyn skalarny moze by¢
zdefiniowany przez ponizsze réwnanie

K(x,X') = ¢i(x) " ¢i(x'). (3.4)

Wtedy poszukujemy rozwigzania — nadal liniowej dyskryminacji — w zu-
pelnie innej przestrzeni. W tej przestrzeni, jak zobaczymy, poszukiwanie rozwia-
zania okazalo si¢ znacznie efektywniejsze. Mozna bez problemu rozwigzywac
takie zagadnienia, ktére w wejéciowe]j przestrzeni nie byty liniowo separowalne.
Co wiecej, jak zobaczymy nieco pdZniej, bedziemy mogli rozwiazywaé nawet
takie problemy, ktére nie sa liniowo separowalne w przestrzeni cech ¢(-).

Zgodnie z teorig przestrzeni Hilberta, funkcje jadrowe K reprezentujace ilo-
czyn skalarny muszg by¢ dodatnio okreslone:

//K(x,x’)f(x)f(x’) dxdx’ >0 dla f# O,/ f2(x)dx < oo. (3.5)

Iloczyn skalarny K(-) moze przyjmowac bardzo rézne postaci, np. dla wie-
lomianéw stopnia g mamy:

KOxX') = [7(x"x) +0]°, (3.6)
W najprostszej wersji mamy:
K(x,x') =x"x". (3.7)

Jednak nie kazda posta¢ K z B.Al jest dodatnio okreslona. I tak dla 6 = 0 i
6 = 1, gdy q jest naturalne, to, jak pokazano w [229], K jest dodatnio okreslone.

Moze to by¢ takze funkcja gaussowska (w praktyce ta posta¢ daje najpew-
niejsze wyniki):

/12
K(x,X') = exp <—M> , (3.8)

gdzie v > 0. Wtedy réwnanie .3 przyjmuje posta¢ sieci RBF.

Czesto stosuje sie takze funkcje tangensa hiperbolicznego jako K(-):

K(x,x') = tanh(y[x"x'] + 8). (3.9)

Dla powyzszej definicji funkgji jadrowej K(-) réwnanie[3.3]definiuje sie¢ MLP
(dokfadniej jej szczegdlny jednowarstwowy przypadek ...).
W [229] pokazano takze funkcje jadrowa w postaci wielomianu Vovka:

1—[x"x/
1—[xTx]"

Powyzsza funkcja jadrowa takze jest dodatnio okredlona gdy q jest dowolng
warto$cig naturalna.

K(x,x') = (3.10)
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3.2. Konstrukcja optymalnej hiperplaszczyzny

Dla uproszczenia powréémy jednak na pewien czas do przestrzeni wejSciowej,
aby w niej poszukiwaé optymalnej hiperplaszczyzny.

Uzyskanie mozliwie najwigkszego marginesu pomiedzy dwiema klasami
wymaga maksymalizacji odleglosci punktéw (najblizszych) od hiperplaszczy-
zny. Taki cel moze by¢ zapisany w nastepujacy sposob:

max min{|[x—xi|| : w'x+b=0, i=1,...,N}. (3.11)
Teraz przeskalowujemy w i b tak, aby najblizsze punkty hiperptaszczyny
WX + b = 0 lezaly na hiperptaszczyznie zdefiniowanej przez:
w!x+b=+1 (3.12)
Wtedy dla wszystkich wektoréw x; mamy:
yilw ' xi +b] > 1. (3.13)

Stad tatwo wyznaczy¢ szerokos¢ marginesu. WeZmy dwa najblizsze punkty
X1 i Xz do hiperptaszczyzny, po jednym z kazdej klasy. Nastepnie zrzutujmy je
wzdluz prostej prostopadlej uzywajac wektora normalnego w/||w|| i policzmy
odlegtosé pomiedzy zrzutowanymi punktami (poréwnaj rysunek 3.2)):

-
w 2
| [X1—Xg] = 7. (3.14)
{HWH] [l
Teraz[BI1l mozna przeksztalci¢ do funkgji celu (ang. objective function):
. 1
min T(w) = = |[|w][?, (3.15)
w,b 2
przy warunkach:
yilw'xj+b] >1 i=1,...,N. (3.16)

Wyrazenia i B.16 sktadaja sie na problem optymalizacyjny z ograniczeniami.
Pomoc w rozwigzaniu takich probleméw niesie metoda mnoznikéw Lagrange’a.
Najpierw definiujemy lagrangian:

1 m
L(w,b,a) = E||w||2 =Y ailyilxj w+b] — 1), (3.17)
i=1
gdzie aj > 0 sa mnoznikami Lagrange’a. Teraz celem jest maksymalizacja la-
grangiana L ze wzgledu na wspétczynniki «; i minimalizacja ze wzgledu na w i
b. To prowadzi do warunkéw, w ktérych pochodne L ze wzgledu na powyzsze
wspolczynniki zanikaja:
d
3 L
iL(W ba) = 0 (3.19)
aW i) 1 - H .

(w,b,a) = 0, (3.18)
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X[ (w,x) +b= -1} {X| (w,x) +b = +1}
" < .
\
\
\\
. \\XZ
N -
(W, x1) +b = -1 . \ "
(W, Xp) +b = +1 . ° \ N
y . C
<W, (XZ - X1)> =2 \\ \\
I ° N N
<ﬁ,(X2_X1)> :W {X | <W,X>+b:0}

Rysunek 3.2: Konstrukcja optymalnej hiperptaszczyzny separujacej kétka od
kwadratéw.

co prowadzi do:

i(xiyi = 0 (3.20)
i=1

w

N
Z aiYiXj. (321)
i=1

Nalezy jednak zauwazy¢, ze rozwigzanie takiego zadania moze nie istnie¢
(brak liniowej separowalnosci).

Wektory ¥x;, dla ktérych a; > 0 nazywane sa wektorami podpierajacymi badz
wspierajacymi (ang. support vectors).

Zgodnie z twierdzeniem Karush-Kuhn-Thucker teorii optymalizacji w punk-
cie siodtowym lagrangiana L (317) niezerowe sg tylko te wsp6lczynniki ;, dla
ktérych mamy:

wi(yix w+b —-1) =0, i=1,...,N. (3.22)

Wiasnosé B.22] pokazuje, ze wektory podpierajace leza dokladnie na margi-
nesie. Tym samym pozostale wektory stajg sie nieistotne i dla nich nieréwnosci
sq oczywiscie spelnione.

Wykorzystujgc powyzsza wiasnoéé i jednoczeénie podstawiajac i
do lagrangiana L B.I7 eliminujemy zmienne w i b. W ten sposéb otrzymujemy
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dualny problem optymalizacyjny:

N N

1

max  W(a) = Y - 5 Y wingyiyiXi Xj (3.23)
i—1 =1

z ograniczeniami (warunkami KKT):

\Y
o
I
[
=

& (3.24)

N
Zaiyi = 0. (3.25)
i=1

Po powyzszych przeksztalceniach funkcja decyzyjna (klasyfikacyjna) jest:

N
F(x) = sign <Z aiyix X + b) : (3.26)
i=1

Powracajac do przestrzeni funkcji ¢(-) mozemy przeformutowac i uogélnié
dualny problem 323}

1 N
5 Y wiagyiyK(xi, xj)- (3.27)

¢ hj=1

N
max W(a) =) aj—
i=1
Ograniczenia pozostaja bez zmian. Tak okredlony problem poszukuje
optymalnej hiperptaszczyzny w przestrzeni funkgji ¢(-) (3.4).
Z kolei funkcja decyzyjna przyjmuje forme:

F(x) = sign <iaiyiK(x,xi) + b) . (3.28)

i=1

Wartos¢ b powyzszego zbioru tatwo wyznaczy¢ na podstawie jednej z réwno-
$ci[B221 W praktyce b czesto przyjmuje Srednig wartosé, z wartosci jakie mozna
wyznaczy¢ z réwnosci B22]w celu poprawy dokladnosci.

3.3. Konstrukcja hiperplaszczyzny dla przypadkéw nie-
separowalnych (C-SVC)

Jak juz wspomniano rozwigzanie powyzszego zadania moze nie istnie¢. Po pro-
stu nie zawsze istnieje plaszczyzna idealnie separujagca dwie klasy nawet w
przestrzeni funkgji ¢(-).

Aby rozwigzac ten problem Cortes i Vapnik [47] wprowadzili istotne zamiany
do definicji problemu.



3.3. Konstrukcja hiperptaszczyzny dla przypadkéw nieseparowalnych (C-SVC) 113

Nieseparowalno$¢ oznacza niemozno$¢ spelnienia warunkéw [B.16 Zapro-
ponowane rozwigzanie polega na wprowadzeniu zmiennych ¢; rozluZniajacych
wiezi nieréwnosci B.16

yilw'xj+b] > 1-¢& i=1,...,N, (3.29)
¢ = 0. (3.30)

Jak wida¢ z ¢; dopuszczajg, by pewne wektory X; (te dla ktérych ¢ > 0)
lezaty po niewtlasciwej stronie plaszczyzn okreslajacych margines. Jednak aby
algorytm dobrze generalizowat nalezy zadba¢, aby wspéiczynniki ¢; byly pew-
nymi karami, czyli klasyfikator powinien kontrolowaé szeroko$¢ marginesu ||w||
jak i wysoko$¢ kary: )i G.

Powyzsze rozwazanie prowadzi do nowej funkgji celu:

I A N
min - C i 3.31
min  ZIwIF+C ) G (3:31)

z ograniczeniami[3.29i[3.301 C musi by¢ wieksze od 0.

Zgodnie z twierdzeniem Karush-Kuhn-Tuckera lagrangian@ przyjmie po-
stac:

N N N
L(w,b, &, ) = %||W||2 + C;Ci - ;“i(yi[XiTW"’ b] —1+48i) — ;P’i‘:iv (3.32)

i sa mnoznikami Lagrange’a wymuszajacymi dodatnio$¢ g;.
To, tak jak poprzednio, prowadzi do warunkéw, w ktérych pochodne L za-
nikaja:

%L(W,b,:x,lu) = 0 (3.33)

0

a—WL(W,b,a,y) = 0 (3.34)
mamy wtedy:

N

Zaiyi = 0 (335)

i=1

N
w = Zaiyixi (336)
i=1
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z warunkami:

d
L(w,b,«, C—aj—py; = 0 3.37
e L( M) = i~ Hi (3.37)
yiiw+b—1+¢ > 0, (3.38)
G =0, (3.39)
aj > 0, (3.40)
wo> 0, (3.41)
wi(yibg Wbl =1+8) = 0, (3.42)
uigi = 0. (3.43)
Ostatecznie prowadzi to do dualnego problemu optymalizacyjnego:
max W (a sz, - 2 XinjyiyiXi X (3.44)
IJ 1
Z ograniczeniami:

0<a;<C i=1...,N, (3.45)

N
) aiyi =0. (3.46)

3.4. v-SVC

W powyzszym problemie wazng role odgrywa wspoétczynnik C, ktéry jak napi-
sali Scholkopf i Smola [229] jest ,nieintuicyjny”, cho¢ spelnia role zlotego $rod-
ka pomiedzy generalizacja (szerokoscig marginesu) i liczbg bledéw na zbiorze
treningowym. Prosze zauwazy¢, ze wptyw wspoéiczynnika C jest raczej ekspo-
nencjalny niz liniowy. Z powyzszych powodéw zaproponowano nowy algorytm
v-SVM w [228], gdzie parametr C zastapiono przez v. Pierwotny problem opty-
malizacyjny zdefiniowano przez:

i E o) = 2| |w|]? - 47
min - T(wZ,p) = I v+ 2@. (347)
Z ograniczeniami:
il w+bl > p—g, (3.48)
i = 0, (3.49)
o > 0 (3.50)

0, jak widaé, jest dodatkowym parametrem optymalizacyjnym. Przy zaloze-
niu, ze § = 0 klasy s odseparowane od siebie marginesem szerokosci 2p/||w||.

Parametr v charakteryzuje si¢ ciekawymi wlasno$ciami. Przypusémy, ze w
rezultacie optymalizacji finalna wartos¢ p jest wigksza od 0, mamy wtedy:
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1. v jest ograniczeniem goérnym na procent wektoréw lezacych wewngtrz
marginesu:

S ViR <} @51)

2. v jest ograniczeniem dolnym na procent wektoréw podpierajacych (support
vectors (SVs)) wzgledem catego zbioru wektoréw.

Powyzsze wlasnosci ilustruje tabela BI]

v 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 038

wspolczynnik btedéw | 0.00 007 025 032 039 050 061 071
wspolczynnik SV 029 036 043 046 057 068 079 0.86
margines p/||w]| 0.005 0.018 0.115 0.156 036 042 046 0.55

Tabela 3.1: Zaleznosci pomiedzy v, wspdlczynnikiem bledu, iloscig wektoréw
podpierajacych (support vectors) i szerokoscig marginesu. Wartosci tabeli za-
czerpnigte z

Aby przejs¢ do postaci dualnej, podobnie jak poprzednio budujemy lagran-
gian:

1, 5 1
L(w,b,g.p. B,6) =3[ —vp+ 5 Y- i
i=1 , (3.52)
(i (Yi[%' W+ b] — o + &) + Bi&i) — dp

on

1

gdzie aj, Bi, 6 > 0 sq mnoznikami Lagrange’a. Funkcja L ma by¢ minimalizowana
ze wzgledu na zmienne w, ¢,b,p i minimalizowana ze wzgledu na zmienne

(dualne) &, B, 9.
Wyznaczmy teraz pochodne czgstkowe:

%L(W,b,g,p,mﬁ,&) = 0, (3.53)
%L(W,b,g,p,a,ﬁ,é) = 0, (3.54)
%L(W,b,ij,p,a,ﬁ,&) = 0, (3.55)
%L(W,b,é‘,p,a,ﬁ,&) = 0, (3.56)
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skad otrzymujemy:

N
w = sziyixi, (357)
i=1
aj+pi = % (3.58)
N
Y aiyi = 0, (3.59)
i=1
N
Y ai-6 = v (3.60)
i=1

Wstawiajac3.571i B.58 do L B.57) otrzymujemy funkcje celu problemu dual-
nego:

max W (a) Z wiejYiyjK(Xi, X;j) (3.61)
|] 1
Z ograniczeniami:
1
<a; < — .

0<qa; < N’ (3.62)
N
Zaiyi =0, (3.63)

=z L

aj > v. (3.64)
1

Ogolna postac funkgji decyzyjnej jest taka sama jak [3.281

F(x) = sign <iaiyiK(x,xi) + b) . (3.65)

i=1

Pozostaje jeszcze wyznaczenie wspoétczynnikéw b i p. W tym celu musimy
zdefiniowa¢ dwa zbiory S; i S_:

Sy = {Xj: 0<aj<1l A yj=+1}, (3.66)
S = {Xj: 0<aj<1l A yj=-1} (3.67)
Wtedy nieréwnosé staje sie réwnoscia z ¢; = 0 i mamy:
1
b = ~5% ) Z“JyJ (X, Xj), (3.68)

S XeSLUS_ j=

(Z Z“m (X)) = ) Zam XXJ> (3.69)

XESL = XeS_ =

gdzie s =[S, | =|S_]|.
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3.5. Problem regresji (e-SVR)

SVM moze by¢ takze sformulowany w kontekscie probleméw regresyjnych.
Punktem wyjscia jest tutaj zdefiniowanie istotnie innej funkcji bledu w poréwna-
niu na przykfad do funkgji 2.14] Najistotniejsza cecha tej e —niewrazliwej funkgji
(ang. e—insensitive error function) jest jest zerowy wplyw przy odpowiednio ma-
tym bledzie absolutnym:

c(x,y, f(xX)) = |ly—f(x)|]e = max{0, |y — f(x)| —e}. (3.70)

ly = f(x)le

Rysunek 3.3: [lustracja funkgji bledu

Podobnie jak i w przypadku klasyfikacji, na poczatku mozna zawezi¢ poszu-
kiwania do przypadku liniowego i poszukiwa¢ rozwigzania problemu regresji
liniowej:

f(x) =x"w+b (3.71)

poprzez minimalizacje

N
3/WIF+€ X lyi— )l @7
1=

Podobnie jak w przypadku konstrukeji migkkiej optymalnej hiperptaszczyzny
wprowadza si¢ zmienne fagodzace nieréwnosci. W tym przypadku wprowadza
si¢ dwa typy zmiennych (¢ i ¢*) jedng dla przypadku f(x;) —y; > € i druga
gdy yi — f(X;) > e. Wtedy problem regresji mozna przedstawi¢ jako problem
optymalizacyjny:

N
Wf‘;%@’b T(W,¢,¢") = %I|w||2 +C i:l(gi +¢) (3.73)
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przy ograniczeniach:

f(xj)—yi < e+¢ i=1...,N, (3.74)
yi—f(x) < e+&, (3.75)
gin¢i > 0. (3.76)

Wracajac do postaci SVM z funkcjami jadrowymi i przechodzac do postaci
dualnego problemu optymalizujgcego otrzymujemy:

o0t

max Wie') = e Yoo +a) - o -y
i=1 i=1

LN (3.77)
—5 2 (] — i) (] — a)K(xi, %))
i,j=1
Z ograniczeniami:
0<wjaf <C i=1,...,N, (3.78)
N
Y (aj—ai) =0. (3.79)
i=1
Funkcja regresji przyjmuje postac:
N
f(x) = Z((xi* — i) K(Xj, x) + b. (3.80)

3.6. Problem regresji dla v-SVM (v-SVR)

Problem regresji moze by¢ rozwiazany takze poprzez v-SVM co zaproponowali
Scholkopf i in. w [226, [228].

W e-SVR € jest dopuszczalnym bledem. Parametr ten jednak najczesciej nale-
zy dobiera¢ empirycznie (prawie nigdy nie wiemy, jak doktadnej aproksymacji
mozemy oczekiwac). Dlatego w v-SVR parametr ten bedzie wyznaczany auto-
matycznie (cho¢ z kolei recznie bedzie trzeba dobra¢ parametr v).

Wstepnie problem zdefiniowano przez (v > 0):

N
min  T(W,& & €)= 1||w||2 +C <ve+ % ) (@i +r§;‘)> (3.81)

w,g,%eb 2 i=1

przy ograniczeniach:

f(xj)—yi < e+¢ i=1...,N, (3.82)
yi—f(x) < e+, (3.83)
G > 0 (3.84)

e > 0 (3.85)
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Po przeksztatceniach ([228]) powyzszego problemu pierwotnego otrzymuje-
my dualny problem optymalizacyjny :

* N * 1 N * *
max  W(a,a) =} (o +a)yi— 5 ) (af —a)(af — KO, x)  (3.86)
: i=1 ij=1
Z ograniczeniami:
N
Y (wi—af)=0 i=1,...,N, (3.87)
i=1
N C

0 <ajuaj < N (3.88)
N
) (ai+a) < Cu. (3.89)

1

Funkcja regresji przyjmuje postac
Wartoéci b i € mozna wyznaczy¢ z 38211 B83 dla ¢, ¢ = 0 (wtedy 0 <
aj, af < C/N).

3.7. Optymalizacja probleméw programowania kwa-
dratowego (QP)

Rozwigzania probleméw optymalizacyjnych B.23[3.271B.44 3.61 [3.771 wymagaja
rozwigzania problemu optymalizacji programowania kwadratowego (ang. qu-
adratic programming (QP)). Wiele metod uzytych w implementacjach SVM roz-
wigzuja zagadnienia QP bazujac na komercyjnych pakietach programowania
kwadratowego. Warto tu wspomnie¢ o LOQO [247, 248] i MINOS [190]. Pew-
ng popularnoscia cieszyty sie takze odmiany metody sprzezonego spadku gra-
dientu [223, [30]. Dodatkowe informacje mozna znalez¢ w [229]. Implementacje
te byly jednak zbyt wolne lub wrecz nieuzyteczne dla zadan, w ktdrych liczba
elementéw zbioru uczacego wykraczata poza kilkaset.

Warto takze zwréci¢ uwage na opracowanie, w ktérym Lin i Lin poréwnali
algorytmu SMO (ang. Sequential Minimal Optimization), z poprawkami Keerthie-
go, z innymi algorytmami redukujacymi problem optymalizacyjny (raczej na ich

niekorzys¢) [171].

3.7.1. Dekompozycja

Punktem wspdlnym algorytméw efektywnych, ktére powstaty w ostatnich la-
tach jest niewatpliwie metoda dekompozycji problemu QP [200} 142} 205] (ang.
decomposition method, a czasem takze: coordinate search, method of alternating varia-
bles lub coordinate descent method). Ogélny problem optymalizacyjny:

max W(a)=p'a— %aTQa (3.90)
[
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Z ograniczeniami:

0<a<C i=1,...,N, (3.91)
yla=A, (3.92)

(gdzie Qjj = yiyjK(Xi, Xj)) zostaje przeksztatcony do:

1
max W(ag) = (p — Qprar)  ap — ENEQBBNB (3.93)

Z ograniczeniami:

0<ap;<C VieB, (3.94)
Ypag = A — ygar, (3.95)

Qs Qgr

dzi
gaze [ Qre  Qrr
Zasadnicza idegq dekompozycji jest podziat catego zbioru uczacego na dwa:

roboczy B i reszte zbioru R = {1,...,N}\ B. Wtedy wektor ag podlega opty-
malizacji, a wektor ar jest zamrozony. Natomiast funkcja celu przyjmuje postac
(czynnik — 3} Qrrar + prar jest staly i dlatego nie znalazt sie w B.93).

Ogodlny schemat algorytmu rozwigzywania problemu optymalizacji przez
dekompozycje moze wyglada¢ jak ponizej:

] jest pewna permutacjg macierzy Q.

1. Wyznaczy¢ wektor a! jako rozwiazanie poczatkowe.

2. Jesli wektor aX jest optymalny: STOP. W przeciwnym przypadku wyzna-
czy¢ zbiér roboczy (indekséw) B € {1,..., N} rozmiaruq, R = {1,..., N} \
B. Wektory a& i & sa odpowiednimi, wzgledem zbioréw indekséw B i R,
cze$ciami wektora aX.

3. Rozwiazaé podproblem optymalizacyjny 3.93 wzgledem ak.

4. alé“ ustawi¢ na rozwigzanie optymalne[3.93] a alf{l na af. Nastepnie skok
do2

Powyzszy schemat wymaga jednak sprecyzowania odpowiedzi na trzy py-
tania:

1. Jak wybiera¢ zbiér roboczy?
2. Na jakiej podstawie decydowaé, czy wektor aX jest optymalny?
3. Jak rozwiazywaé podproblemy

Dwa najciekawsze algorytmy korzystajace z powyzszej dekompozycji proble-
mu to SVM"9" Joachimsa [142] i SMO Platta [205] z modyfikacjami Keerthiego
i in. [154]. SVM'9"t w zbiorze roboczym umieszcza parzysta liczbe elemen-
tow. Najczesciej jest to kilka elementéw (w implementacji domysélnie 10). Mozna
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zauwazy¢, ze SVM!"9" dla zbioru roboczego wielkoéci 2 jest réwnowazny algo-
rytmowi SMO z poprawkami Keerthiego [168].

Oba algorytmy korzystaja tak naprawde z tej samej transformacji algorytmu
dekompozycji:

min Vg(x)'d (3.96)
Z ograniczeniami:

y'd=0, (3.97)

-1<d<1, (3.98)

di>0 gdy «;j=0, (3.99)

di<0 gdy «j=C, (3.100)

|{dildi #0}| =q, (3.101)

gdzie g(a) = 3a ' Qa + p . Z BI0T tatwo zauwazyé, ze minimalizacja dotyczy
tylko zbioru roboczego.

Cho¢ tu tak naprawde koncza sie podobienstwa. SVM'9Mt musi korzystaé z
procedur programowania kwadratowego do rozwigzania[3.96] Natomiast Platt w
algorytmie SMO zaproponowatl analityczne rozwigzanie problemu w przypad-
ku dwuelementowego zbioru roboczego. Dzigki temu nie zachodzi juz potrzeba
uzywania wewnetrznie procedury rozwigzywania ogélnego problemu QP. To
jest wlasnie naprawde duza zaletg, poniewaz standardowe procedury QP sa
wrazliwe numerycznie i skomplikowane w implementacji (setki linii kodu).

3.7.2. Wybér zbioru roboczego dla C-SVM

Pierwotny wybor zbioru roboczego w SMO zaproponowany przez Platta
zostal zmieniony na bardziej efektywny przez wspomnianego juz kilkakrotnie
Keerthiego [154]. Mechanizm wyboru zbioru roboczego B = {i,j} indekséw
mnoznikéw zdefiniowany jest ponizej:

i = arg ming { Vog(a)dg |ykdx =1 A, (3.102)
dy >0gdy ay =0 vdy <0gdy a =C},
j = arg ming { Vg(a)dk [ykdk=-1A, (3.103)

d¢ > 0gdy a =0 Vdy <0gdy ay = C}.

Powyzszy wybor indekséw i i j wybiera te, ktére najbardziej famig warunki
KKT.
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3.7.3. Kryterium stopu

Aby zdefiniowa¢ kryterium stopu zdefiniujemy pomocniczo gj i gj:

o { Vg(“)iv gdy Vi = -1 A ng > 0’ (3104)
- —Vo(a)), gdyyj=-1Aaj<C
Kiedy nieréwnosé
9i=-9 (3.106)

jest spetniona, wektor & jest wektorem optymalnym. W praktyce dopuszcza sie
pewna niedoktadno$é, absolutnie nie zmieniajac w istotny sposéb ostatecznego
rozwigzania:

0i < —gjte, (3.107)

gdzie € jest bardzo mata dodatnia wartoscia (najczesciej stosuje sie 0.001).

3.7.4. Wybér zbioru roboczego dla v-SVM

Powyzszy sposob (podrozdziat B.Z.2) doboru zbioru roboczego jest odpowiedni
dla C-SVC i C-SVR, nie jest jednak odpowiedni dla wersji v-SVC i v-SVR.

Informacje na temat wariacji wyboru zbioru roboczego dla probleméw re-
gresji mozna znalez¢ w [166].

Autorem wyboru zbioru roboczego jest rowniez Keerthi i Gilbert [154], ale
warto zajrze¢ réwniez do publikacji Changa i Lina [40) 41].

Dla V()i < Vg(a); mamy wiec:

i = arg mkin {Vg(a)dy | Yk =1 A ag < C}, (3.108)
j = arg mflx {Va(a)dg | Yk =1 A a > 0}, (3.109)

a gdy Vg(a); > Vg(a); mamy:
i = arg mkin {Vg(a)dy | yx = -1 A ag < C}, (3.110)
j = arg ml?x {Vg(a)dg | yk = =1 A ay > 0}. (3.111)

3.7.5. Kryterium stopu dla v-SVM

Dla v-SVM nie tylko wybér zbioru roboczego jest nieco inny, ale réwniez kry-
terium stopu :
maX{—Gl+Gz,—Gg+G4} <€, (3.112)

gdzie G; = Vg(«); dla i z réwnania Gy = Vg(a)j dla j z rownania B.109,
Gz = Vg(a)j dla i z réwnania BII0, G4 = Vg(«);j dla j z rownania B.ITT.
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3.7.6. Analityczne rozwiazanie problemu dekompozycji

Platt w [205] zaproponowatl analityczne rozwigzanie problemu dekompozycji
Szczegbly wyprowadzenia (cho¢ nieskomplikowane) wykraczaja poza ra-
my tego opracowania, dokladng analize mozna znalezé¢ w [205]. Analityczne
rozwiazanie stato si¢ mozliwe po zmniejszeniu zbioru roboczego B z do
dwoch elementéw. Wtedy problem optymalizacyjny przyjmuje postac:

min 5 i o] [ Q;I. QJI: } [ szI- } + (Qirar — 1)aj + (Qjrar — 1)aj  (3.113)

Z ograniczeniami:
yiai +Yja; = A —yhag, (3.114)
0 < aj,a < C. (3.115)

Jak wiadomo warto$ci mnoznikéw « sa ograniczone (patrz[3.45), czyli war-
todci a; i aj musza leze¢ w kwadracie [0,C] x [0, C]. Natomiast réwnosci
wymuszajg pofozenie punktu okreslonego przez mnozniki «; i j na diagonali.

Zaleznie od wartosci yj i yj mozna wyznaczy¢ ograniczenia dolne i gérne na

i . new e
warto$ci nowe mnoznika . Dla y; # yj mamy wigc:

L = max {O,D(j — i}, (3.116)

H = min {C,C—FD(J —D(i}, (3117)
natomiast gdy y; # yj; mamy:

L = max {0,a; +aj—C}, (3.118)

H = min {C,oci—i—(xj}. (3.119)

ZBITd mozna wyznaczy¢ aj:
ai = Yi(A - Yrar — Yjaj). (3.120)
Po podstawieniu [3.1201i minimalizacji bez ograniczeri otrzymuje sie:

S (3.121)

aj + irQ;-29; YiTVYi

gdzie G; i Gj sg zdefiniowane przez:
G = Vo), (3.122)
G = Vo) (3.123)
Teraz mozna wyznaczy¢ ostateczng nowa wartosé aj, af®":
H «*>H

™ =<, L<a*<H. (3.124)

i
L a"<L
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Natomiast nowa wartoé¢ & wyznaczamy przez:

AV = g 4 yivj(ej — a®). (3.125)

3.7.7. Wyznaczenie wartosci b i p

Po zakoniczeniu procesu optymalizacji nalezy jeszcze wyznaczy¢ wartosci b i p.
Co prawda wyznaczenie wartosci p nie jest konieczne, ale wartos¢ b jest nie-
zbedna w funkcji decyzyjne;j.

Zdefiniujmy r . i r_ zgodnie z [40} 41]:

cyo1 V()i
Lo Lo<u<Cyi=1 9("‘)', (3.126)

20<ai<c,yi:1 1
. —_1 Vo(a);
P ):0<a,<ny|— 1 Vo( )'_ (3.127)
Zo<ai<C,Yi:—1 1

Jedli nie ma zadnego i, dla ktérego y; = £11i «; spetnia 0 < a; < C to:

1 -
e =3, 0ax Vo) + min Vo). (3.128)

Majac ry i r— mozna zdefiniowaé b i p:

p = % (3.129)
b — % (3.130)

3.7.8. Dalsze sposoby przyspieszenia rozwiazywania problemoéw
QP dla SVM

Macierz Q nie zawsze mozna przechowywaé w pamieci. Jesli wielkos¢ Q unie-
mozliwia przechowywanie catej macierzy to mozna prébowac przechowywac te
jej czesci, ktére potencjalnie moga by¢ przydatne w kolejnych krokach optyma-
lizacji. Sposob ten (ang. caching) zaproponowany zostal przez Joachimsa [142].
Praktycznie im blizej korica procedury optymalizacji, tym mniej kolumn macie-
rzy Q jest uzywanych i tym wieksze prawdopodobienistwo, ze odpowiednie z
nich zostang zatrzymane w pamieci. Dlatego warto zostawiaé ostatnio uzywane
kolumny macierzy Q.

Shrinking to nastepny sposéb na usprawnienie algorytmu optymalizacji. Po-
lega on na zmniejszaniu zbioru, ktéry jest uzywany w procesie optymalizacji.
Jak sugeruje Joachims w [142] tylko wolne wektory SV mogg bra¢ czynny udziat
w procedurze optymalizacji. Dokladniej jeszcze definiuje to Lin w [170], gdzie
pokazuje, ze w konicowych iteracjach te «;, ktére moga ulec zmianie naleza do



3.8. Zbieznos¢ algorytméw dekompozycji QP 125

zbioru:
{i | —yiVg(a)i = max(_ max —Vg(a)i, max Vg(a);)
wj<Cyi=1 ai>0yj=—1 (3 131)
=min(_ min  Vg(a)j, _ min —Vg(a);)} '
aj<Cyj=-1 ai>0,y;=1

gdzie lim,_,, &k = & (& jest optymalnym rozwigzaniem, jak pokazano w [169]).

3.8. Zbieznos¢ algorytmow dekompozycji QP

Nie tylko same algorytmy przezywaly swoj rozwdj, ale i twierdzenia na temat
ich zbieznosci.

Keerthi pokazat zbieznos¢ algorytmu SMO w [153] bez koniecznosci uzycia
poprawek przez niego zaproponowanych (wystarcza, aby wybiera¢ pary indek-
sow wektora mnoznikéw, ktére nie spetniajg warunkéw problemu). Zbieznosé
obejmuje wersje C-SVC i v-SVC.

Asymptotyczng zbiezno$é SMO pokazat Lin w [169]. To twierdzenie gwa-
rantuje spetnienie warunkéw KKT problemu.

Z kolei Lin w [168] pokazat liniowa zbieznos¢ algorytmu dekompozycji uzy-
wanego przez SVM!'9" (czyli takze SMO z poprawkami) zaktadajac, ze macierz
Q jest pozytywnie okreslona i problem nie jest zdegenerowany.

3.9. SVM a RBF

Niewatpliwe zwiazki pomiedzy SVM a RBF ujawniaja si¢ juz przy spojrzeniu
na funkcje decyzyjng SVM i z drugiej strony na réwnanie sieci RBF [2.2]
Warto jednak cho¢ zasygnalizowac jeszcze silniejszy zwigzek.

Girosi [105] pokazat réwnowaznos$é pomiedzy metoda Sparse Approximation
sieci typu RBF i SVM. Jedyna, cho¢ niewatpliwie bardzo istotng zmiang w sieci
RBEF jest definicja funkcji biedu:

2
Elw,¢] =

F(x) = ) EwiGi(x)
i=1

n p
+A <2 §i> , (3.132)
) i=1

gdzie ¢ przyjmujq wartosci z przedziatu [0, 1], p jest stalq dodatnia, zazwyczaj
réwna 1.

L

Jak wida¢ z powyzszych wlasnosci modelu SVM, moze on by¢ skutecznie
uzywany do konstrukgji sieci RBF.

3.10. Meta-SVM

W podrozdziale 3.8l pisalem o tym, ze odpowiednie realizacje SVM sa optymal-
ne (podobnie jak i ogélna wersja opisanej przez Vapnika [250]). Jednak wszystko
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w matematyce ma swoje zatozenia. Udowodnione optymalnosci we wspomnia-
nym podrozdziale zakladaja, Ze parametr C badZ v sq wybrane (state), podob-
nie jak parametry wybranej funkgji jadrowej (kernela). To jednak nie daje nam
odpowiedzi, ani wskazéwki, jak wybra¢ parametr C (Iub v) i parametry funkcji
jadrowej tak, aby uzyskaé najwiekszy poziom generalizacji (najwieksza mozliwa
poprawnos¢ na zbiorze testowym odpowiadajacym poszukiwanemu rozktadowi
danych).

Jednak dzigki szybkosci algorytmu SMO (z poprawkami), o ktérym mozna
przeczyta¢ powyzej (3.7), mozna pokusic sie o uczenie tych parametréw przez
walidacje skosna.

Reczny dobér parametréw czasem moze nie by¢ banalny i wymaga szeregu
testow i obserwacji. Dlatego w [138] zaproponowaliSmy meta-poziom uczenia
modelu SVM, ktéry automatycznie wyznaczytby niemal optymalne pofozenie
parametru C i parametréw funkcji jadrowej, osiagajac mozliwie najwyzszy po-
ziom generalizacji. Meta-poziom uczenia, to poziom ponad zasadniczym algo-
rytmem uczenia, ktéry moze nadzorowac dobor parametréw uczenia algorytmu.

Ponizej zobaczymy, Ze mozna skonstruowa¢ algorytm, ktéry automatycznie
dobiera parametry i uzyskuje bardzo dobry poziom poprawnosci w predykgji.

W ponizszym algorytmie wykorzystana zostanie walidacja skosna do poszu-
kiwania parametréw uczenia. Wewnetrzna walidacja skosna bedzie poszukiwata
dokfadnych modeli o mozliwie malej ztozonosci. Wyznaczanie matych modeli
powoduje, ze koricowy model jest nie tylko szybszy w podejmowaniu decyzji
(co moze by¢ wazne), ale w matym modelu trudniej o przeuczenie, co prosto
prowadzi do lepszej poprawnosci w predykgji. Jak zobaczymy
w [3.10.2, modele o mniejszej ztozonosci beda niegorsze lub lepsze od bardziej
ztozonych.

3.10.1. Walidacja sko$na stosowana do uczenia

Gléwna petla algorytmu bedzie wykonywata p-krotna walidacje skosng do ucze-
nia modeli SVM. W tym celu zbiér danych S dzielimy na p mozliwie réwnych
czeéci Sj, 1 =1,...,p. Kazda iteracja walidacji skosnej bedzie uzywata algoryt-
mu SVM z innymi parametrami konfiguracyjnymi (rézne wartosci parametru
C i parametréw funkgcji jadrowej). Uczenie i-tej iteracji odbywa sie¢ na zbiorze
S = Ukz1,...p, ki Sk- Natomiast walidacja jakosci uczenia bedzie si¢ odbywac
na zbiorze §;.

Do sprawdzenia r6znych ustawieri parametru C (B.31) i v B.8) definiujemy
nad nimi siatke, ktéra pokrywa region [Cmin, Cmax] % [Ymin, Ymax], z krokiem Cstep
1 “step-

Obserwujac zmiennosci rezultatéw podczas zmian C i y fatwo zauwazyé¢, ze
maja one raczej charakter wyktadniczy, niz liniowy. Tym samym lepiej bedzie,
gdy Chin, Cmax, Ymin 1 Ymax beda reprezentowaly potegi 2 niz wartosci liniowe.
Do testow z dalszej czesci siatka parametréw C i 7 byta zdefiniowana przez
[—5,5] x [-10,3] z krokiem 1. Taka siatka parametréw pokrywa wiekszos¢ in-
teresujacych obszaréw parametréw C i vy, co bylo obserwowane na wszystkich
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przeprowadzonych testach przy zalozeniu, Ze dane byly normalizowane.
Niech [Cy,...,Cm], [71, ., 7n] beda wektorami parametréw C i vy, ktére de-
finiujg powyzsza siatke. W kazdej iteracji walidacji skosnej do uczenia dla kaz-
dego C; i kazdego <yj zostanie skonstruowany niezalezny model SVM. Kazda
k-ta iteracja zachowuje poprawnosci na zbiorach walidacyjnych dla kazdej pary
parametréw iijw
Acc [i. jl, (3.133)

liczby wektoréw podpierajacych (support vectors) przechowywane sq w SVi, j],
a liczby niewolnych wektoréw podpierajacych (xj = C) sq przechowywane w
bSVK[i, j].

Mozemy teraz dla kazdej macierzy ACC'fgk znalez¢ pare (i, j) (odpowiednich
wartosci Cj i 7j), dla ktérej poprawnos¢ predykgji jest najwieksza:

(p,q) = arg mex Y- Acck [i, j]. (3.134)
i)

Powyzsze kryterium moze by¢ rozszerzone o dodatkowy skladnik, ktéry
nakladalby pewne warunki na liczby wektoréw podpierajacych i niewolnych
wektoréw podpierajacych:

o - SVK[i, j] + B - bSVK[i, j]
|Sk]

, (3.135)
(i.j

(p.) = argmax Y. | Acck [ii] —
k
gdzie |Sy| oznacza moc zbioru S. Dodatkowy skladnik w powyzszym kry-
terium ma regularyzowa¢ schemat poszukiwania ostatecznego modelu SVM.
Oczywiscie dla « = 01 B = 0 oba powyzsze kryteria sa jednakowe. W praktyce
sensownymi wartosciami dla « i B sa mate dodatnie wartosci rzeczywiste (na
przykiad « = 0.151i g = 0.05).

Kryterium ze wzoru narzuca niejako pozbycie sic wektoréw podpar-
cia, jedli tylko nie ulegnie (istotnemu) pogorszeniu predykcja poprawnosci. Jak
mozna zobaczy¢ w podrozdziale B.10.2] nierzadko rozmiar modelu uzyskanego
dzieki kryterium B.I35 bedzie znacznie mniejszy od rozmiaru osiagnietego kry-
terium ze wzoru B.I34), a takze dla wartosci standardowych C i 7y (szczegoly

patrz [5.10.2).

Aby zredukowac¢ koszty obliczeniowe, czyli catkowita liczbe modeli SVM,
ktore trzeba utworzyé¢, mozna rozlozy¢ algorytm wyznaczania optymalnych war-
todci C i v na 2 badz 3 fazy. W pierwszej fazie mozna zdefiniowac siatke para-
metréw 4 x 4 (4C x 4v). W drugiej fazie definiujemy dwie siatki tego samego
rozmiaru $rodkami okredlonymi przez najlepsze dwie pary, zgodnie z kryterium
BI38 Najczesciej wystarczy, gdy w drugiej fazie siatka bedzie miata wymiary
3 x 3. Tak zmodyfikowany algorytm wymaga zbudowania 48 (lub tzlko 34) mo-
deli SVM, natomiast bazowy sposéb dla siatki [—5,5] x [-10,3] z krokiem 1
wymagal 154 modeli. Rezultaty uzyskane na oba sposoby powinny by¢ bardzo
zblizone.
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3.10.2. Wyniki algorytmu Meta-SVM

Rezultaty z tabeli to wyniki przeprowadzonych obliczeri dla problemoéw
Klasyfikacji baz danych z UCI repository [182]. Zbiory danych znacznie réznity
sie pod wzgledem liczby wektoréw (od kilkuset do kilku tysiecy), cech i klas.
Informacje o liczbie wektoréw, cech i klas dostepne sa w tabeli B2] Dokladne
opisy zbioréw sa dostepne w [182].

Kazdy zbior przed wzieciem udzialu w obliczeniach byl normalizowany z
odrzuceniem 5% danych przy wyznaczeniu parametréw normalizacji (warto-
Sci najwigkszej i najmniejszej dla danej cechy). Tam gdzie nie bylo wstepnego
podzialu na zbiér treningowy i testowy rezultaty s3 wynikiem u$rednienia 10
wynikéw z testu 10-krotnej walidacji skoénej. Takze standardowe odchylenia po-
prawnosci zostaly umieszczone w tabeli B2] W przypadku gdy istniat podziat
na czeé¢ treningowa i testowa nastepuje uczenie i testowanie powtarzane takze
10 razy (ze wzgledu na wewnetrzng walidacje sko$na do uczenia). Nastepnie w
tabeli zostaty umieszczone usrednione rezultaty.

W przypadku, gdy dany zbiér opisuje dane wiecej niz dwuklasowe, budo-
wany jest komitet k-klasyfikatoréw (jeden model na jedna klase, patrz rozdziat
B.). Jak wynika z [127], r6znice przy innych dobrych rozwigzaniach s3 minimal-
ne. Warto zwréci¢ uwage, ze w przypadku probleméw wieloklasowych, kazdy
z podmodeli wyznacza dla siebie optymalne wartoéci C i -, ktére moga by¢
znacznie rézne dla réznych klas.

Wazne jest tez to, ze kazdy test dla kazdego zbioru byl przeprowadzany z
doktadnie takimi samymi ustawieniami modeli. Czyli nie byty dobierane recznie
zadne parametry.

Dla kazdego testu w tabeli B.2 Srednia wartos¢ poprawnosci dla zbioru testo-
wego znajduje si¢ w kolumnie TES, a dla zbioru treningowego w TRS. Kolumna
std zawiera $rednie odchylenie standardowej poprawnosci dla zbioru testowego i
treningowego. Ostatnia kolumna zawiera informacje o $redniej liczbie wektoréw
podpierajacych (SV).

Po prawej stronie nazwy zbioru w tab.[3.2napis typu “(C/W/Ce)” informuje
o liczbie klas (C), wektoréw (W) i cech (Ce) danego zbioru testowego. Goérny
wiersz opisu rezultatéw kazdego ze zbioréw prezentuje wyniki uzyskane z o =
0.15, 8 = 0.05, srodkowy z &« = 0, B = 0 (por. B.135), a ostatni dla SVM ktéry byt
uczony z C = 1 and v = 0.1 (j. bez Meta-poziomu).

Kazdy zbior byt testowany na trzy sposoby. Pierwszy wiersz (pod wierszem
z nazwa zbioru) prezentuje rezultaty dla « = 0.15,3 = 0.05, srodkowy dla
a =0, = 0 (patrz wyrazenie B.I35). Dolny wiersz zostal uzyskany po wyko-
rzystaniu bazowego algorytmu SMO (z poprawkami) dla wartosci parametrow
C=1iv=0.1(y zB3Y). Takie wartoéci parametréw C i 7 nie sa przypadkowe
i daja ciekawe rezultaty dla wielu zbioréw (cho¢, jak wida¢, nierzadko nie sg
optymalne).

Siatka parametréw z podrozdziatu B.I0 byta zawsze taka sama: C € [-5,5] z
krokiem 11 vy € [-10, 3] z krokiem 1. Kazda wewnetrzna walidacja skoéna byta
trzykrotna.
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| Zbior | Poprawnos¢ (%) | #SV |
| | TES std [TRS std | |
APPENDICITIS (2/106/7)
(0.15,0.05) | 86.69 0.09 89.69 0.009 | 32
(0,0) | 86.26 0.09 |90.89 015 |46
- | 87.71 0.082 88.88 0.009 | 35
AUSTRALIAN CREDIT (2/690/14)
(0.15,0.05) | 8497 0.039 |89.8 0.016 | 211
(0,0) | 85.68 0.04 |86.49 0017 | 383
— | 85.34 0.04 89.79  0.005 | 260
DIABETES (2/768,8)
(0.15,0.05) | 76.7 0.046 79.2 0.014 | 367
(0,0) | 7715 0.044 | 787  0.009 | 394
-1 76.6 0.045 79.6  0.006 | 387
DNA (3/2000+1180/60)
(0.15,0.05) | 94.23 0.0019 | 99.41 0.003 | 1268
(0,0) | 94.27 0.0038 | 99.84 0.001 | 2379
- | 64.58 1le-16 |1 0 5803
FLAG (3/193/29)
(0.15,0.05) | 42.2 0.098 71.2 0.074 | 405
(0,0) | 4.6 011 |77.7 0063 | 513
- | 32.8 0.098 74.2 0.018 | 867
GLASS (6/214/9)
(0.15,0.05) | 65.2 0.09 87.34 0.036 | 293
(0,0) | 6426 0.09 |87.55 0.038 | 424
-1 56.30 0.056 63.4 0.02 394
HEART (2/303/13)
(0.15,0.05) | 82.54 0.07 86.48 0.009 | 118
(0,0) | 825 0073 | 857 0018 | 142
— | 80.86 0.076 89.2 0.005 | 146
HEPATITIS (2/155/19)
(0.15,0.05) | 82.73 0.072 94 0.031 | 66
(0,0) | 80.8 0.087 9454 0.033 | 73
-1 79.38 6.6 96 0.01 97
IONOSPHERE (2/200+151/34)
(0.15,0.05) | 98 0 9 0 73
(0,00 |98 0 9 0 125
-1 98 0 95 0 100

129

Tabela 3.2: Porownanie rezultatéw uczenia algorytmu Meta-SVM. Dokfadny
opis znajduje sie w tekscie.
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| Zbior | Poprawno$¢ (%) | #SV ]
| | TES std [TRS std | |

KR-VS-KP (2/3196/36)
(0.15,0.05) | 99.65 0.003 | 99.93 0.0006 | 302
(0,0) | 99.53 0.046 | 99.95 0.0004 | 517
~ | 9676 0008 | 97.1  0.001 | 697

SONAR (2/208/60)
(0.15,0.05) | 87.02 0.073 | 99.78 0.005 | 104
(0,0) | 87.04 0.074 | 99.8 0.004 | 125

~| 7812 0.088 | 83.92 0.015 | 151

WISCONSIN BREAST (2/699/9)
(0.15,0.05) | 96.54 0.004 | 97.45 0.003 | 59
(0,0) | 96.68 0.004 | 97.17 0.006 | 110
~ | 96.81 0.019 | 97.29 0.0021 | 76

VOTES (2/435/16)
(0.15,0.05) | 94.25 0.034 | 97.54 0.009 | 89

(0,0) | 945 0.03 |969 0.008 | 105

- 1906 0045 | 992  0.002 | 245

VOWEL (6/871/3)
(0.15,0.05) | 853  0.036 | 90.1  0.009 | 579
(0,0) | 85.0 0.034 | 904 001 | 969

~-| 725 0042|731 0.007 | 1158

Tabela 3.3: Por6wnanie rezultatéw uczenia algorytmu Meta-SVM cd.

Czasami zdarza sie, ze rezultaty dla C = 1 i v = 0.1 sa lepsze, niz dla
Meta-SVM. Powodem jest to, Ze, jak juz pisalem, wartoéci C = 11 v = 0.1 nie
sq przypadkowe i czasem rzeczywiscie bardzo odpowiednie dla danego zbioru
danych. Natomiast znalezienie ich przez Meta-SVM jest nietrywialne, gtéwnie
ze wzgledu na to, ze dotyczy to zbioréw o matej liczbie wektoréw.

Rysunki [I]i[2l umieszczone na stronie prezentuja wyniki dwoch testow:
wisconsin breast cancer (rys. [d)) i glass (rys.[2). Pokazywane sa cztery rysunki z
konturami statych warto$ci. Pierwszy (lewy goérny rég) pokazuje kontury zgod-
nie z kryterium Meta-SVM (3.I35). Drugi (gérny prawy rég) prezentuje predyk-
cje poprawnoéci, a kontury 3 i 4 odpowiadaja liczbg wektoréw podpierajacych
(SV) i niewolnych wektorow podpierajacych (bSV) (rogi dolne, lewy i prawy
odpowiednio). Czerwony kwadrat pokazuje punkt optymalny ze wzgledu na
kryterium (o wartosciach: log, C i log, 7).

Jak pokazuja przedstawione wyniki ztozono$¢ modeli warto kontrolowaé.
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3.10.3. Podsumowanie

Warto na koniec zwréci¢ uwage juz tylko na jedna ceche algorytmu Meta-SVM.
Nie wymaga on Zadnego recznego doboru parametréw, a znajdowane rozwia-
zania sa optymalne lub bliskie s3 optymalnym. Wystarczy go tylko uruchomi¢.
Taka wersja modelu SVM zostata zaimplementowana w systemie GhostMiner

[139].






Ontogeniczne modele sieci
neuronowych

Do ontogenicznych modeli sieci neuronowych zalicza si¢ takie modele, ktore
moga zmienia¢ swojq strukture w procesie uczenia sie. Struktura sieci to po
prostu uklad warstw neuronéw i polaczen pomiedzy neuronami, co wraz z
funkcjami transferu, odpowiadajacymi neuronom, determinuje mozliwosci ca-
fego modelu adaptacyjneg. Dzieki automatycznemu doborowi struktury sieci
przez algorytm uczacy zostal wyeliminowany problem recznego doboru liczby
warstw jak i liczby neuronéw. Co prowadzi do znacznie bardziej automatyczne-
go i efektywnego procesu uzyskiwania dobrze dziatajgcych sieci neuronowych.

Struktura Funkcje ZYozonos¢
siecl neuronowej Transferu Modelu

Modele, ktére nie moga modyfikowac swojej struktury musza ja mie¢ dobrze
ustalong na podstawie wiedzy a priori przed rozpoczeciem procesu uczenia. To
niestety jest czesto bardzo trudne, poniewaz zazwyczaj nie jest znana ztoZonos¢
problemu z jakim mamy do czynienia i trudno wtedy oszacowac¢ dobrze liczbe
warstw i neuronéw. Najczeéciej stosuje si¢ metode prob i bledéw testujac rézne
konfiguracje struktury sieci.

Modele ontogeniczne, ktérych struktura ewoluuje w czasie procesu uczenia,
musza posiada¢ mechanizmy oceny wystarczalnosci badz niewystarczalnosci
swojej struktury, a takze jej nadmiarowosci . Dang strukture sieci neuronowej
mozna uzna¢ za wystarczajaca jesli dla wybranego algorytmu uczenia mozna
przeprowadzi¢ proces uczenia z sukcesem (np. uzyska¢ zakladany prég po-
prawnosci). Struktura sieci neuronowej jest nadmiarowa, gdy dla innej mniejszej

! Abstrahujac od algorytmu adaptacji sieci.
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struktury zgodnej z wybranym algorytmem uczenia mozemy uzyskaé nie gor-
sz wynikowga sie¢ neuronowsq (np. uzyskujaca zakladany prég poprawnosci).
Jakos¢ funkgji oceny struktury sieci neuronowej bardzo silnie warunkuje mozli-
wosci kolejnych czesci procesu uczenia sieci neuronowej i tym samym w bardzo
istotny spos6b wplywa na ostateczne mozliwosci modelu. Jesli tylko mechanizm
oceny struktury nie jest zbyt kosztowny obliczeniowo, to algorytm uczenia mo-
Ze niemal na biezaco korygowa¢ strukture sieci i dopasowywac ja do zaistnialej
sytuacji.

Oprocz mechanizmu oceny struktury sieci musi istnie¢ takze metoda korek-
i struktury, w zwiazku z niewystarczalnoscia badZ nadmiarowoscig struktury
sieci neuronowe;.

Nalezy takze zwrdci¢ uwage, ze dla sieci nieontogenicznych nawet jesli uda
sie dobrac a priori poprawna wielko$¢ struktury, to sam proces uczenia moze nie
by¢ tatwy, gdy nie jest on dobrze zainicjowany (jako przyklad mozna podac nie-
rzadkie kiopoty ze zbieznosScig algorytmu wstecznej propagacji). Natomiast start
z mniejszej struktury i jej sukcesywne powiekszanie moze okazac si¢ znacznie
fatwiejsze.

ZtozonoS¢ _  ZtozonoS¢
Modelu ~ Problemu

Zwiazek ztozonosci problemu i zloZonosci modelu nie jest nowy, byt on
stawiany od dawna przy okazji probleméw estymacji i aproksymacji. Zaleznosci
pomiedzy ztozonosciqg problemu i zloZonoscia modelu wynikaja w znacznej
mierze ze zwigzku pomiedzy wariancja modelu i jego obcigzeniem (w literaturze
angielskiej problem znany jest gtéwnie jako bias—variance dilemma).

Z kolei zwiazek pomiedzy obciazeniem modelu i jego wariancja wyni-
ka prosto z najczeéciej uzywanej miary bledu uzywanej w aproksymacji czy
estymacji, czyli btedu $redniokwadratowego. Nalezy spojrze¢ na warto$¢ ocze-
kiwang takiego btedu wzgledem wszystkich mozliwych zbioréw uczacych S.
Zalozmy, ze f(X;S) oznacza warto$¢ estymowang przez pewien model f(-) na-
uczony na zbiorze S, natomiast F(-) oznaczaé bedzie nieznane odwzorowanie,
ktére ma by¢ estymowane przez model f(-). Wtedy mozna dokonaé¢ dekom-
pozycji wartosci oczekiwanej kwadratu bledu na czes$¢ zwiazang z kwadratem
obcigzenia i wariancjg modelu:

E[(f(x;S) — F(x))’] = (E[f(x;S) = F(x)])® + E[(f(x;S) —E[f(x;S)])?] (4.1)

obcigzenie’® wariancja

Jak wida¢ z powyzszego réwnania oba czlony prawej strony majq dodatni
wkiad do koricowej wartosci oczekiwanej bfedu. Dlatego tez celem powinno by¢
znalezienie zlotego §rodka pomiedzy warto$cig obcigzenie i wartoéciag wariancji.
Mate wartoéci obcigZenie to dokladne odwzorowanie zbioru uczacego jednak
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powoduja duze wartoSci wariangji (jak i przeuczenie). Mate wartosci wariancji
oznaczaja z kolei duzy btad estymacji, czyli duze obcigzenie.

Latwo to zilustrowac na przyktadzie aproksymacji przy uzyciu wielomianéw.
Gdy stopient wielomianu bedzie duzy obcigzenie bedzie mate jednak wariancja
bedzie duza i moga wystapi¢ spore problemy z generalizacja. Gdy wielomian
bedzie niskiego stopnia (czy wrecz za niskiego) wtedy obcigzenie bedzie wyso-
kie (niemaly btad na zbiorze uczacym), ale mata wariancja.

Analogiczna sytuacja zachodzi w kontekscie sieci neuronowych. Miejsce wie-
lomianéw zajmujg funkcje transferu, np. jedna z radialnych funkgji transferu.
Wtedy gdy siec jest za mala nie moze nauczy¢ sie¢ odpowiednio dobrze interpo-
lowa¢ dane ze zbioru uczacego, natomiast gdy jest za duza uczy sie fatwo lecz
nie wykazuje dobrej poprawnosci na zbiorze testowym (brak generalizacji).

Stad wyrazny i jednoznaczny zwigzek pomiedzy obcigzeniem/variancja a
zlozonoscia modelu i problemu. Dlatego wlasnie tak istotne jest aby dokona¢
jak najodpowiedniejszego doboru struktury sieci.

Jak najlepsza
GENERALIZACIJA

CEL.:

Z powyzszych rozwazarn widaé, ze celem nie powinna by¢ minimalna liczba
neurondw, czy polaczen miedzy neuronowych, lecz znalezienie takiej struktury
sieci, ktéra umozliwi uzyskanie jak najwiekszego poziomu generalizacji (czy-
li jak najwiekszej poprawnoéci na danych walidacyjnych reprezentujacych ten
sam problem). Dlatego, aby sie¢ mogta ewoluowaé¢ w kierunku uzyskania jak
najlepszej generalizacji, musi posiada¢ pewien margines swobody, ktéry lezy w
parametrach adaptacyjnych i pozwala zmienia¢ ptynnie stany modelu adapta-
cyjnego.

Dobrze dobrane marginesy swobody wraz z kryteriami kontroli ztozono-
$ci modelu, pozwalaja takze walczy¢ z problemem lokalnych miniméw. Model
zmieniajac swojg strukture przechodzi do innych funkgji btedéw, z pomoca kto-
rych nastepuje kontynuacja procesu uczenia, po czym moga nastapi¢ kolejne
zmiany struktury sieci. Taki sposéb postepowania algorytmu daje mozliwos¢
penetracji pewnej przestrzeni funkcji bledu. Jest to nie co podobne do poszu-
kiwania struktur sieci za pomoca programowania genetycznego [219], jednak
w tym przypadku proces jest mniej losowy i zawsze (z dokladnoscig do jako-
Sci funkcji oceniajgcych wystarcaalnoé¢/niewystarczalnosé struktury) wykonuje
kroki, ktére powinny przynie$¢ poprawe (programowanie genetyczne dopusz-
cza w procesie ewolucji pewna losowacld.

Wielka role w catym mechanizmie odgrywaja mechanizmy kontroli ztozono-
Sci struktury sieci, ktére powinny jak najefektywniej czerpa¢ informacje z prze-
biegu procesu uczenia, ze zbioru treningowego jak i wszelkiej dostepnej wiedzy

2Nie oznacza to jednak, ze programowanie genetyczne nie moze prowadzi¢ do lepszych rozwia-
zan.
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a priori. Na przyklad, dodajac do modelu informacje a priori o dokladnosci da-
nych (tj. doktadnosci dokonanych pomiaréw), na ktérych opiera si¢ proces ad-
aptacji modelu, mozemy doprowadzi¢ do znacznie innych, zazwyczaj lepszych,
wynikéw niz te, ktére mozna by uzyskaé, nie dodajgc takiej informacji.

W przeciagu ostatnich lat powstaty réznorodne modele, ktére modyfiku-
ja swoja architekture. Wszystkie metody kontroli zozonosci architektur sieci
mozna podzieli¢ na nastepujace grupy:

e powigkszajace — do tych modeli nalezg algorytmy, umozliwiajace do-
ktadanie nowych neuronéw, nowych potaczern pomigdzy neuronami lub
umozliwiajace dodawanie neuronéw i polgczern, a takze sieci, ktérych licz-
ba warstw réwniez moze rosnag;

e zmniejszajace — do ktérych z kolei naleza metody, ktére pozwalaja na
usuwanie zbednych neuronéw czy polaczer miedzy neuronami lub algo-
rytmy, ktére potrafia konkatenowaé¢ grupy neuronéw lub potaczenia po-
miedzy neuronami’}

e powiekszajaco-zmniejszajace — te metody 1acza w sobie dwie powyzsze
grupy umozliwiajagc powiekszanie sie struktury sieci jak i jej zmniejszanie
w miare potrzeb;

e komitety modeli — te systemy, to grupy modeli, z ktérych kazdy indy-
widualnie ma za zadanie rozwigzywa¢é ten sam problem lub jaka$ jego
cze$¢, a nastepnie system zarzadzajacy decyduje jaka bedzie ostateczna
decyzja. System zarzadzajacy moze automatycznie dobierac nie tylko licz-
be modeli, ale i odpowiednie kombinacje stworzonych modeli (to wlasnie
stanowi o zwigzku komitetéw i modeli ontogenicznych). Tej grupie modeli
poswiecony zostal oddzielny rozdziat (rozdziat B).

Najczesciej jednak spotyka sie systemy, ktére naleza do jednej z powyzszych
grup, czyli gdy maja mozliwoé¢ powiekszania swojej struktury, czesto startujac
z pustej struktury (lub bardzo prostej), to zazwyczaj nie usuwajg neuronéw ani
polaczen pomiedzy neuronami. Stosunkowo rzadko spotyka sie systemy, ktére
moga powigksza¢ i pomniejsza¢ swoja strukture. Z kolei komitety najczesciej
komponowane sg z stosunkowo prostych modeli.

) usuwacd
l')
Czy/Kiedy dodawaé -
PYTANIA:
usuwacd
l')
Co dodawac ’

3Konkatenacje wag czasem okregla sie wspoldzieleniem wag.
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Jednakze najwazniejsza cze$¢ modeli ontogenicznych stanowia kryteria, ktére
decydujg o tym, czy i/lub kiedy nalezy dokona¢ zmian w strukturze modelu.
Z kolei inne kryteria umozliwiaja ustalenie, ktérej czesci struktury ma dotyczy¢
dana zmiana oraz jak jej dokonad.

Od skutecznosci tych kryteriow w prostej linii uzaleznione jest osiagnie-
cie zadanego poziomu generalizacji lub totalnej kleski podczas uczenia. Nalezy
zwrdci¢ uwage, iz zmiany dokonywane na juz istniejacej strukturze nie powinny
prowadzi¢ do pogorszenia juz istniejacego poziomu reprezentacji problemu, lecz
umozliwié jej polepszenie w dalszej procedurze adaptacji. Z kolei wybor czesci
struktury, ktéra ma podlegaé¢ zmianie, neuron(-y) lub polgczenie(-nia), tez nie
jest trywialny. To, iz dany neuron lub pewne polgczenie w danej chwili nie od-
grywa istotnej roli w sieci neuronowej wcale nie musi oznaczac jego zbednosci.
Czasami proces adaptacji moze po prostu nie zdazy¢ wykorzysta¢ owego neu-
ronu lub polaczenia. Innymi stowy uczenie moze by¢ jeszcze po prostu w dosé
intensywnej fazie.

Niektére systemy ontogeniczne moga sprostac jeszcze ciekawszym i trud-
niejszym problemom. Moga mianowicie estymowaé rozklad danych (opisuja-
cych pewien problem) zmieniajacy sie w czasie. Zlozono$¢ samego problemu
moze rowniez podlega¢ zmianie, co wymaga biezacych zmian architektury sie-
ci, tak, aby model mégt znéw odzwierciedla¢ zmieniong ztozonos¢ problemu.
Znacznie wigcej informacji o estymacji rozktadéw zmiennych mozna znalez¢é w
[151]. Warto takze zwrdci¢ uwage na model rozwijany przez Fritzke [97]. Aby
dany model uczacy mogt estymowac rozktady, ktére zmieniajg si¢ w czasie,
musi sam kontrolowaé wystarczalnos¢ lub niewystarczalnosé¢ aktualnej w danej
chwili struktury modelu, tak aby moégt ja zmienia¢ w zaleznoéci od obserwowa-
nej ztozonosci problemu. Wigkszoé¢ spotykanych algorytméw jednak albo tylko
dopuszcza do usuwania neuronéw podczas uczenia, albo tez w modelach roz-
rastajacych sie, neurony dodane nierzadko sg zamrazane i nie podlegaja dalszej
adaptacji. Takie postepowanie ogranicza dos¢ znacznie modele. W przysztosci
do zaawansowanych symulacji systeméw kognitywnych najbardziej przydatne
beda wlasnie takie systemy, ktére beda potrafity estymowac rozktady zmienne.
Bo przeciez trudno wyobrazi¢ sobie zaawansowane systemy kognitywne, ktore
nie mogly by sie¢ rozwija¢ i kontynuowaé procesu adaptacji, ktéry czesto moze
wymagaé zmian w dotychczasowej, wyuczonej wiedzy.

4.1. Modele zmniejszajace strukture

Modele, ktére potrafiq zmniejsza¢ swoja strukture poprzez usuwanie polgczert
lub usuwanie neuronéw, prébuja wykorzystywac przer6zng informacje jaka drze-
mie w samych danych, w aktualnym w danej chwili stanie sieci (wartoéci wag,
progéw, rozmy¢, etc.), jak i stanie struktury sieci neuronowe;j.

Na samym poczatku nalezy wspomnie¢ o najprostszym chyba sposobie na
usuwanie nieprzydatnych neuronéw, ktéry, jak i cze$¢ z ponizej opisanych me-
tod, wyznacza wspoétczynniki istotnosci lub przydatnosci kazdego neuronu w bie-
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zacej strukturze sieci. W tym algorytmie sa one opisane wzorem
sj = E(bez neuronu i) — E(z neuronem i), (4.2)

ktéry wyznacza réznice pomiedzy bledem sieci uzyskanym bez i z udziatem
neuronu i. Wyznaczone w ten sposéb wartosci s; dla poszczegdlnych neuronéw
opisuja ich przydatnosé¢ w strukturze sieci. Jednak sposéb ten wymaga dosc
sporych nakltadéw obliczeniowych — do wyznaczenia kazdego wspoélczynnika
si rtownania (£2) nalezy wyznaczy¢ btad dla kazdego wektora ze zbioru trenin-
gowego. Opierajac si¢ na powyzej zdefiniowanych wspoétczynnikach istotnosci,
mozna wybraé te neurony, dla ktérych wspoétczynniki te sg znacznie mniejsze
od innych, a nastepnie usuna¢ tak wybrane neurony.

Zblizony (réwniez pasywnyl) sposob wyznaczania wspotezynnikéw istotno-
Sci zostal uzyty w sieci neuronowej FSM (ang. Feature Space Mapping) [1, 64} [71],
65]. Jego krotki opis zostal zamieszczony w podrozdziale E2.7

Wspotczynniki istotnosci wyznacza sie dla kazdego neuronu warstwy ukry-
tej po przerwaniu procesu uczenia w nastepujacy sposob:

Ci(X)

i = o 4.3

gdzie |X| jest liczba wzorcéw uczacych, Ci(X) okresla liczbe poprawnie sklasy-
fikowanych wzorcéw ze zbioru X przez i-ty neuron. W sieci FSM kazdy neuron
warstwy ukrytej odpowiada pewnemu obszarowi przestrzeni (tj. klastrowi), z
ktéra zwigzana jest informacja o jego przynaleznosci do jakiej$ klasy. Majac wy-
znaczone wspoélczynniki Qj, mozna juz dokona¢ usunigcia tych neuronéw, dla
ktérych wartosci te sa najblizsze zeru.

4.1.1. Modele zmniejszajace strukture a regularyzacja

O regularyzacji wspominalem juz w rozdziale ] W tym podrozdziale zobaczy-
my, ze regularyzacja moze by¢ bardzo przydatna w zmniejszaniu struktury sieci
neuronowych.

4.1.1.1. Rozpad wag

Metody zmniejszajace strukture sieci neuronowej czg¢sto mozna rozpatrywac ja-
ko metody regularyzacji. Najbardziej wzorcowym przyktadem moze by¢ rozpad
wag (ang. weight decay) przedstawiony juz w podrozdziale gdzie do
miary bfedu modelu Ey(f) (2.14) zostaje dodany czynnik regularyzacyjny

M
Ewd(f, W) = Eo(f) + A )" w? (4.4)
i=1

4Przez pasywno$é rozumie sie tu brak zwigzku z samym algorytmem uczenia, jak i sama funkcja
bledu.
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Ustalajgc pewien prég 6, mozemy dokonac usuniecia polgczen czy neurondw,
ktérych wartosci wag sa mniejsze od progu 6 po zakoriczeniu lub przerwaniu
procesu uczenia. Jednakze powyzsza funkcja bledu przejawia tendencje do te-
go, aby istnialo wiele matych wag i wrecz doprowadza do sytuacji, w ktérej nie
pozostaje nawet mata czes¢ wag z duzymi wartosciami. Taka sytuacja jest spo-
wodowana kara za kazda znaczaca wartos¢ wagi, w tym i istotng wage zgodnie

z (44).

4.1.1.2. Eliminacja wag

Aby uciec od powyzszego problemu Weigend (i in.) [252, zaproponowat
eliminacje wag (ang. weight elimination), stosujac istotnie inny czlon regularyza-
cyjny

w2 /w3

4.5
1+ W2/W0 45)

Ewe(f, W) = Eo(f +A2
gdzie wp jest pewnym ustalonym wspoétczynnikiem. Tak sformutowany czion
regularyzacyjny przestaje zmuszaé, by wartosci wszystkich wag byly mate i
pozwala, aby istniata pewna liczba wag przyjmujacych wartosci zblizone lub
znacznie wigksze od wy. Wynika to z wlasnosci powyzszego czltonu: waga w;
dla ktorej |wj| >> wp ma wkiad bliski wartoéci A, natomiast dla wag w; dla
ktorych |wj| << wp, wkiad jest bliski zeru.

Parametr A moze podlega¢ adaptacji podczas uczenia. Adaptacje mozna
przeprowadzac raz na epoke, zgodnie z ponizszym schematem:

° /\:)\"‘A/\ gdy En < D\/En < En_]_
e A =A—-AA gdyEannfl/\En<An/\En2D
e A=009A gdy En Z En_l/\ En Z An/\ En Z D

En jest bledem ostatniej (n-tej) epoki uczenia dla catego zbioru treningowego,
An = YAn_1+ (1 —9)En (Ag = 0, v jest bliskie 1), natomiast D okresla btad
docelowy dla catego procesu uczenia.

4.1.1.3. MLP2LN

Z kolei ponizszy czlon dodany do standardowej funkgji btedu Eo(f) (Z14)
Emipain(f,w) = Eo(f +/\Zw )2 (wj +1)2, (4.6)

zostat uzyty do budowania i uczenia sieci MLP2LN, stuzacej do ekstrakcji regut
logicznych [60].

Warto zwrdci¢ uwage, ze metoda eliminacji wag czy rozpadu wag moze by¢
stosowana dla pewnego podzbioru wag sieci neuronowej. Mozna takze uzywac
tych metod dla oddzielnych grup wag w ramach jednej sieci neuronowej, na
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przyklad niezaleznie dla warstw. Z kolei wykorzystanie takiej regularyzacji wag
dla pierwszej warstwy wag w potaczeniu z jedna z metod wspoéidzielenia wag
daje w rezultacie catkiem ciekawa metode selekgji cech. Potaczenie z metoda
wspoldzielenia wag nie jest konieczne, moze jednak zmniejszy¢ ostateczna liczbe
cech.

4.1.1.4. Lokalna regresja grzbietowa

Innymi przyktadami metod regresji, umozliwiajacych kontrole struktury sieci,
moze by¢ lokalna regresja grzbietowa (ang. local ridge regression), opisana juz w
podrozdziale 2.5.2) czy tez metody wspoétdzielenia wag poprzez rézne neurony.

4.1.1.5. Metody wspéldzielenia wag

Inng grupe metod regularyzacyjnych stanowia metody wspoéidzielenia wag (czy
tez konkatenacji wag). Idea tych metod jest tworzenie grup wag, w ramach
kazdej grupy wszystkie wagi beda posiadatly tq sama wartoé¢ (czasami wartosci
zblizone). Jedna z takich metod jest metoda miekkiego wspotdzielenia wag (ang.
soft weight sharing), ktéra nie wymaga, aby wagi danej grupy byty sobie réwne,
lecz dopuszcza pewien rozrzut [196] oj. Funkcja btedu z dodatkowym czlonem
regularyzacyjnym przyjmuje wtedy postac

M k
Esws(f,w) = Eo(f)—AZIn (Zajc;)j(wi)) , (4.7)
i i=1
gdzie ¢(w;) jest zdefiniowane poprzez
o 1 (W —pj)°
$j(w) = o272 exp <—T> : (4.8)

Taki czton réwniez moze pelni¢ role nie tylko czysto regularyzacyjna, ale i
umozliwia¢ usuwanie pofaczen. Parametry ¢j podlegajq adaptacji, co moze do-
prowadzi¢ do stanu w ktérym pewne grupy wag beda odpowiadaty bardzo
podobnym wagom, a w takim przypadku mozna dokona¢ ich ostatecznego po-
Iaczenia.

4.1.2. Usuwanie wag metodami Optimal Brain Damage (OBD)
i Optimal Brain Surgeon (OBS)

Niestety, nie zawsze uzycie metody rozpadu wag, jak i eliminacji wag daje wy-
starczajaco dobre rezultaty. Czasem aby uzyskac¢ naprawde maty btad, niezbed-
ne okazuja si¢ i mate wagi niektérych potaczen. Dla przyktadu popatrzmy na ry-
sunek .l funkdji o ksztalcie meksykanskiego kapelusza. Aby dokona¢ aproksy-
magji takiej funkcji, mozna by uzy¢ jednej funkcji gaussowskiej, jednakze wtedy
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biad aproksymacji nie bedzie maty. Natomiast, gdy uzy¢ trzech funkcji gaussow-
skich, w tym dwie mialyby znacznie mniejsze wagi, btad aproksymacji bylby
bardzo maty.
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Rysunek 4.1: Meksykariski kapelusz.

Z powyzszych powoddéw celem pracy Le Cun’a (i in.)[51] bylo wyznaczenie
parametréw istotnosci dla poszczegélnych wag sieci neuronowej. Na podstawie
tych parametréw mozna by dokonywaé préb usuwania wag, ktérych wspot-
czynniki istotnosci byly najmniejsze, nie powodujgc istotnych zmian w funkgji
bledu. Dlatego tez Le Cun (i in.) nazwali tqa metode Optimal Brain Damage (OBD)

Droga rozwigzania problemu wiedzie przez analize réznicy funkcji bledu
OE, jaka powstaje pod wplywem zaburzenia wektora wag sieci o Jw. Analizuje
sie funkcje btedu, rozwinieta w szereg Taylora

oE T 1 T aZE 3
(SE—(M) ow e+ SowT S aw+O(law] ), (49)

gdzie aaZTEZ tworzy Hessian H.

Gdy proces adaptacji zbiegt sie, czyli parametry wag znajdujg si¢ w mini-
mum funkgji btedu, to pierwszy czlon sumy prawej strony réwnania [9) mozna
pomingé. Réwniez i trzeci skiadnik dla uproszczenia mozna pomingé. Le Cun
zaklada rowniez, iz tylko przekatna macierzy Hessianu jest rzeczywiscie istotna,
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co prowadzi do uproszczenia réwnania (£.9) do postaci
1 )
0E = > ; Hiiow?, (4.10)

gdzie Hj; to i-ty element diagonalny macierzy Hessianu H. Z réwnania (£I0)
widaé, jak zmiana poszczegdlnych wag w; moze wplywaé na zmiany funkcji
bledu. W szczegélnym przypadku mozna zobaczy¢, jak wpltywa usunigcie i-tej
wagi. Wtedy w; = dw;, co prowadzi do wyznaczenia wspélczynnikéw istotnosci
sj dla kazdej wagi w;

si = Hiw?. (4.11)

Algorytm sktada si¢ wtedy z nastepujacych etapow:
1. Wstepny wybo6r architektury,

2. Uczenie sieci do etapu, w ktérym zmiany funkcji bledu nie beda juz istotne,

3. Wyznaczenie wspotczynnikéw istotnosci zgodnie z @11)),
4. Usuniecie wag, ktorych wspétczynnik istotnosci jest niski,
5. Jedli ktoras z wag zostala usunieta, to nastepuje skok do punktu

Metoda ta zostala pomyélnie uzyta do rozpoznawania pisma recznego, uzy-
skujac biad rzedu 3.4% na zbiorze testowym (2700 wektoréw). Sie¢ byta uczona
na 9840 wektorach. Sama sie¢ sktadala sie z pieciu wyspecjalizowanych warstw

[50].

Nastepnym ciekawym krokiem byfa metoda zaprezentowana przez Hassi-
biego i Storka nazwana Optimal Brain Surgeon [115} 116].

Ta metoda usuwania zbednych potaczen, podobnie jak metoda OBD, uzy-
wa rozwiniecia funkcji bledu w szereg Taylora (£9). Jednakze Hassibi i Stork
twierdzg, iz zazwyczaj macierz Hessianu wag jest niediagonalna w skutek czego
moze dochodzi¢ do usuwania dobrych, czyli istotnych wag.

Metoda Optimal Brain Surgeon réwniez zaktada, Ze pierwszg i trzecig czes¢
prawej strony réwnania (£.9) mozna zaniedba¢. Tym samym, jako cel metody
proponuje sie¢ minimalizacje

1
mqin min {EéwTH(SW} pod warunkiem dwq + wq = 0, (4.12)
ow

ktéra nastepnie jest rozwigzywana za pomocg mnoznikéw Lagrange’a

1
L= EéwTH(SW—H\((SWq + W) (4.13)
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Co dalej prowadzi do rozwigzania i wyznaczenia istotnosci dla wag sg:

1 W
2 Hg
W
ow = ——-H g, (4.15)
Hgq

ig jest wektorem sktadajacym sie z zer i jedynki na g-tej pozycji. Z kolei dw to
poprawki dla wag jakie nalezy nanie$¢ po usunieciu wagi wy.

Proces uczenia sieci przebiega podobnie jak dla sieci z OBD (patrz powy-
zej). Hassibi prezentuje tez wplyw metod opartych na analizie wielkosci wag z
metodami OBD i OBS na btad modelu:

E(wagi) > E(OBD) > E(OBS). (4.16)

4.1.3. Statystyczne i inne metody zmniejszania struktury sieci
neuronowych

Oba algorytmy OBD i OBS mogga by¢ stosowane do sieci MLD, jak i do sieci RBE.
Statystyczne podej$cie do usuwania zbednych potaczen zostato przedstawione
przez Finnoffa i Zimmermann [83, B2] i Cottrella (i. in.) [48], a p6Zniej uzyte tez
w pracy Weigend’a (i. in.) w [254]. Idea tej metody opiera si¢ na kumulowaniu
réznic poszczegdlnych wag podczas uczenia w ramach jednej epoki. Nastepnie
definiuje si¢ wspélczynniki s;, oceniajace przydatnosé¢ dla kazdej wagi i. Wspot-
czynnik S; jest réowny ilorazowi wartoéci wagi powigkszonej o $rednie wahanie
wartosci wagi podzielonemu przez standardowe odchylenie éredniej réznicy tej
wagi:
J
5 — |wi + mean(.Awi)|, 417)
std(Aw))

w; jest wartoscig wagi przed rozpoczeciem wyliczania zmian w kolejnej epo-
ce, AWJi jest réwne zmianie wartoéci wagi w; pod wplywem prezentacji j-tego
wzorca uczacego. Poza tym mamy

AW{ ,

1=z

i 1
mean(Aw]) = N (4.18)
i

1

a std(AWg) jest zdefiniowane przez:

. N . .
std(Aw]) = $ % Y (Aw] — mean(Aw}))2. (4.19)
j=1
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Wspolczynnik s;, testujacy wage i okreslony réwnaniem @.I7), jest duzy,
gdy waga jest duza, a przecietne réznice zmian tej wagi s mate. W odwrot-
nym przypadku mamy do czynienia z wagga, ktdra jest raczej mato istotna lub
zupelnie nieprzydatna.

W pracy [82] zostala opisana tez procedura epsi-prune, ktérej zadaniem nie
jest pelne usuniecie zbednej wagi, lecz jej dezaktywacja, ktéra moze by¢ tyl-
ko czasowa. Zanim dojdzie do usuwania wag sie¢ zostaje poddana procedurze
uczenia, az do przeuczenia si¢ (np. az do zaobserwowania pogorszenia btedu
klasyfikacji badZ aproksymacji na podzbiorze zbioru treningowego wyodrebnio-
nym do testowania). Nastepnie, po kilku epokach, wyznacza si¢ wspdtczynniki
sj zgodnie z réwnaniem @I7). Wtedy nastepuje dezaktywacja tych wag, dla
ktérych wspétczynniki s; sa mniejsze od € (e > 0). Natomiast wagi, ktére juz
zostaly dezaktywowane poprzednio, a teraz ich wspélczynniki s; sq wieksze od
€, podlegaja aktywacji z pewna mata losowa wartoécig poczatkowa. Po za tym
w kazdej epoce wartos¢ € jest powiekszana o pewna wartosé Ae (Ae > 0), az do
osiggnigcia pewnej wartosci €max-

Inna, statystyczna metoda kontroli usuwania neuronéw dla sieci typu RBF

zostanie przedstawiona w podrozdziale

Wartym wspomnienia jest rowniez podejscie Orr’a [197] do sieci RBF, bazu-
jace na macierzy projekcji P, ktéra wspomaga dokonywanie réznych operacji.
Macierz projekgji jest zdefiniowana jako

P=1-GAIGT, (4.20)

gdzie G, to macierz wartosci funkcji bazowych dla poszczegélnych wektoréw
treningowych:

91(X1) ... 9gm(X1)
G = : : , (4.21)
91(Xn) ... gm(Xn)
z kolei A jest réwne
A=G'G+A, (4.22)

gdzie A jest macierza przekatniowa opisujaca parametry regularyzacyjne po-
szczegdlnych wymiardéw.

Macierz projekcji P pojawia sie przy rozpisaniu btedu jaki popeini sie¢ RBF
dla wektoréw treningowych

y—F = y—Gw (4.23)

= (I-GAlG)y (4.24)
= Py. (4.25)
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Macierz projekcji pozwala na szybkie wyznaczenie sumy btedu kwadrato-
wego:

E = (J-FT(y-F), (4.26)
yTP?y. (4.27)

Takze i obliczanie funkgji kosztu moze by¢ szybkie:

C = (HG—y)"(Gw—y)+w'Aw (4.28)
yTPy. (4.29)

Usunigcie zbednej funkcji bazowej g; pocigga za soba nastepujacg operacje
na macierzy projekcji (zaklada si¢ iz funkcja gj zostata przesunigta do ostatniej
kolumny macierzy Pp):

Pm gj ng Pm

Pn-1=Pm+ ——.
Aj — 9] Pmg;

(4.30)

Takie usuniecie kosztuje n operacji arytmetycznych (n to liczba wektoréw
uczacych), natomiast petne przetrenowanie sieci wymagatoby M +nM?2 + p?m
operacji (M liczba funkcji bazowych).

W podobny sposéb mozna doda¢ nowq funkcje bazowq. Zostato to opisane
w podrozdziale 4.2

4.2. Modele o strukturach rozrastajacych sie

4.2.1. Algorytm kafelkowania

Jednym z pierwszych modeli rozrastajacych si¢ byt algorytm kafelkowania (ang.
tiling algorithm) do klasyfikacji wzorcéw binarnych (choé, jak zobaczymy poni-
zej, moze by¢ uzyty nie tylko do wzorcéw binarnych) Mezarda i Nadala [183].
Sie¢ powstaje poprzez dokladanie kolejnych, nowych warstw o coraz mniejszej
liczbie neuronéw w kolejnych warstwach. Polgczenia miedzy neuronami sa tylko
pomiedzy sgsiednimi warstwami neuronéw.

Kazda z warstw musi spetnia¢ warunek, ktéry zostal nazwany warunkiem
wiernoéci zbiorowi treningowemu. Warunek ten wymaga, aby dwa wzorce ucza-
ce, nalezace do réznych klas nie byly odwzorowane na taki sam wzorzec akty-
wacji danej warstwy. W przeciwnym razie dochodzi do sytuacji, w ktérej dla
wzorcow z réznych klas powstaje wzorzec aktywacji odpowiadajacy jednej gru-
pie aktywacji danej warstwy, co uniemozliwitoby separacje takich wzorcéw na
poziomie nastepnej warstwy neuronéw, a w konsekwengji btad.

Dopoki algorytm nie moze zbudowacé wiernej warstwy, nastepuje dodawanie
i uczenie kolejnych neuronéw (dopetniajacych), tak diugo, az dana warstwa
spelni warunek wiernosci (por. rysunek £.2).
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wyjscie

warstwy
ukryte

w. wejSciowa

Rysunek 4.2: Architektura sieci kafelkowej. Kwadraty symbolizuja pierwsze,
gléwne neurony warstwy, kétka — neurony dopeltniajgce (warstwy ukrytej), ktore
stopniowo pomagaja spelni¢ warunek wiernosci warstwy.

Uczenie odbywa si¢ przy pomocy algorytmu kieszonkowego, do ktérego
powrdcimy za chwile. Do uczenia wykorzystuje sie¢ wektory wejéciowe, dla kt6-
rych uzyskano takie same aktywacje w budowanej warstwie, podczas gdy one
nalezaly do réznych klas (czyli wektory, ktére sprawiaja, Ze nie jest spelniony
warunek wiernosci).

Tak zdefiniowany algorytm gwarantuje zbiezno$¢ procesu uczenia. Wynika
to z faktu, ze uzywa si¢ wzorcéw binarnych. Czyli tak naprawde kazdy wzorzec
jest pewnym wierzchotkiem N wymiarowego hiperszescianu. Jak wiadomo wte-
dy bardzo tatwo odseparowac go od reszty zbioru. Zbiory wzorcéw, w ktérych
kazdy wzorzec daje sie¢ odseparowac nazywa si¢ wypuktymi. Innym zbiorem
wypuklym wzorcéw jest zbior, w ktérym dla kazdego wzorca x mamy spetnio-
ne:

1=
X
=N

2 1, (4.31)
1

wtedy punkty lezg na N wymiarowej hipersferze.

4.2.1.0.1. Algorytm kieszonkowy Algorytm kieszonkowy stanowi odmiane al-
gorytmu perceptronowego. Standardowa formuta zmian wag perceptronu:

wt= w4 7(yp — F(%p))Xp, (4.32)

w przypadku linowej nieseparowalnosci moze to prowadzi¢ do fluktuacji. Prze-
rwanie procesu uczenia oznacza w praktyce brak kontroli nad mozliwie dobrym
doborem wag. Dlatego powstato pare algorytmoéw, ktére mniej lub bardziej ra-
dzg sobie z tym problemem (inne to termal perceptron [85l, loss minimization
algorithm [125] czy barycentric correction procedure [210]).
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Gléwna idea algorytmu kieszonkowego polega na zapamietywaniu bieza-
cych wag sieci, gdy ostatnia sekwencja poprawnie sklasyfikowanych wzorcéw
byla dluzsza niz ta, dla ktdrej ostatnio zapamigtano wagi sieci. Moéwiac do-
ktadniej, najpierw wybierany jest losowo wektor uczacy, gdy jest niepoprawnie
klasyfikowany nastepuje adaptacja wag i wybdr kolejnego wektora uczacego.
Natomiast gdy wektor jest poprawnie klasyfikowany sprawdzana jest dtugos¢
sekwengji ostatnio poprawnie klasyfikowanych wzorcéw i, jak juz pisatem, gdy
jest diuzsza niz ostatnia, nastepuje zapamietanie biezacych wag sieci neurono-
wej.

Algorytm zostat zaproponowany w pracy [101]]. Pokazano takze, ze dla skori-
czonej liczby wzorcéw z prawdopodobieristwem P < 1 algorytm w skoriczonym
czasie jest w stanie znaleZ¢ optymalny zestaw wag z prawdopodobieristwem
wiekszym od P [102, 101} 100].

Wprowadzono takze zmiane do algorytmu kieszonkowego. Zmiana polegata
na dodatkowym warunku zapamietania nowych wag sieci: liczba btedéw musi
ulec zmniejszeniu. To jednak nierzadko wydtuzalo proces uczenia.

4.2.1.0.2. Sie¢ kafelkowa dla probleméw wieloklasowych Bardzo tatwo roz-
budowaé powyzsza sie¢ tak, aby nadawata sie dla probleméw wieloklasowych.
Wystarczy spojrze¢ na rysunek by zrozumie¢ idee tego rozszerzenia. Kaz-
da warstwa ukryta, jak i wyjSciowa, ma teraz K neuronéw gléwnych, ktére sg
wspierane neuronami dopelniajacymi. K jest réwne liczbie klas problemu. Taki
uklad sprawia, Zze neurony gtéwne z warstwy na warstwe coraz lepiej rozpozna-
ja im odpowiadajace klasy (i-ty neuron gltéwny z warstwy na warstwe popet-
nia coraz mniej bledéw w rozpoznawaniu swoich wzorcéw), dzieki specjalizacji
neuronéw dopelniajgcych. Rozszerzenie tej metody jak i dowdd zbieznosci moz-
na znalez¢ w [202]. W pracy [202] zaprezentowano wyniki, w ktérych algorytm
kafelkowania (dla wzorcéw o wartoéciach rzeczywistych) buduje mniejsze sie-
ci (10%-250%) i doktadniejsze (0.3%—-6%) w predykgji, niz algorytm piramidy
opisany w nastepnym podrozdziale.

4.2.2. Algorytm wieza i piramida

Jeszcze prostszy, niz powyzszy algorytm kafelkowania, jest algorytm wieza (ang.
tower) [85]. Algorytm zaktada, ze dane sq wypukle, a problem jest dwuklasowy.
Tytutowa wieza jako podstawe ma warstwe z N wejsciami. Kolejne warstwy
ukryte skladaja si¢ z pojedynczych neuronéw. Kazdy z nich potaczony jest z
kazdym wejSciem i neuronem bezposrednio ponizej (por. rys. £.4). Dokladanie
kolejnych neuronéw-warstw trwa, az do osiggniecia pelnej poprawnosci sieci.
Sie¢ uczona jest algorytmem kieszonkowym ze wspomniang po-
prawka. Jak mozna sie¢ domyslaé, dzieki uczeniu zbioru wypuklego gwarantu-
jemy, ze kazdy kolejny poziom zmniejsza liczbe bledéw o nie mniej niz jeden.
Pewng generalizacja algorytmu wieza jest algorytm piramida [85]. Jest on
chyba pierwszym przyktadem architektury kaskadowej. W odréznieniu od wie-
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w. wyjSciowa

warstwy
ukryte

w. wejsciowa

Rysunek 4.3: Architektura sieci kafelkowej dla probleméw wieloklasowych. Két-
ka w warstwie ukrytej symbolizujq neurony dopetniajace, ktére stopniowo po-
magajq spetni¢ warunek wiernosci warstwy.

zy kazdy neuron ukryty ma potaczenia do wszystkich ponizszych neuronéw
ukrytych.

Oba algorytmy mozna, podobnie jak algorytm kafelkowy, uogélni¢ do pro-
bleméw wieloklasowych. W tym celu w miejsce jednej kolumny (wiezy, czy
piramidy) umieszczamy K kolumn, po jednej dla kazdej z klas. To uogdlnie-
nie podobnie jak uogodlnienie algorytmu kafelkowego zostato zaprezentowane
w [202]. Wada jest, jak wida¢ na rysunku B.6, ogromny wzrost liczby potaczen.

4.2.3. Upstart

Algorytm (upstart) stuzy do klasyfikacji wzorcéw binarnych i zostat zapropono-
wany przez Freana [86]. Ten algorytm doklada neurony pomiedzy juz istniejacy-
mi neuronami, a wejSciami sieci. Algorytm upstart startuje uczac jeden neuron
algorytmem kieszonkowym. Nastepnie, gdy struktura sieci nie jest wystarcza-
jaca, aby uzyska¢ zakladany poziom dokladnosci, doktadane s3 dwa potomne
neurony pomiedzy neuron, ktéry popeinia bledy a jemu odpowiadajace wejscia.
Wagi neuronéw ustala si¢ na takie wartosci, aby pierwszy neuron odpowiadat
wzorcom niesklasyfikowanym przez neuron-ojca niepoprawnie, a drugi skla-
syfikowanym ale blednie. Po zamrozeniu wag dochodzacych do neuronu-ojca
nastepuje uczenie neuronéw potomnych. Nastepnie i te wagi sq zamrazane, i je-
sli klasyfikacja nie jest satysfakcjonujaca, dodawany jest kolejny neuron i proces
jest powtarzany.
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Rysunek 4.4: Sie¢ budowana za pomocg algorytmu wieza.

Rysunek 4.5: Sie¢ budowana za pomocg algorytmu piramida.

4.2.4. Algorytm budowania sieci kaskadowych przez analize dy-
chotomii

W kolejnym modelu zaproponowanym w wstepnie zaklada sig, ze rozpa-
trujemy wzorce o binarnych warto$ciach, ktére moga naleze¢ do jednej z klas
(+1 badz —1).

Punktem wyjécia jest fakt, ze istnieje neuron progowy, ktéry rozpoznaje wszyst-
kie wzorce klasy +1 i, ewentualnie, cze$¢ reszty wzorcow:

wVixyy Yi=+1 = O(wXx) =1, (4.33)

zakladam, ze w w wq zawiera prog.
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Rysunek 4.6: Sie¢ piramida dla probleméw wieloklasowych.

Zdefiniujmy w takim razie neuron N® jak ponizej

1 = y=1Vy=-1

4.34
-1 = yi=-1 (4.34)

VXiGSk N‘ES'BK(XI) = {
wtedy rozpoznaje on wszystkie swoje wektory (klasy +1) i czes¢ obcych (—1).
W pierwszej iteracji (K = 1) Sk jest zbiorem wszystkich wzorcéw uczacych.
OczywiScie wyznaczenie takiego neuronu polega na ustaleniu wektora wag (do

tego jeszcze powrdcimy).
Teraz zdefiniujmy neuron N? jak ponizej
k

1 = y=1
Vx NS (i) = . 4.35
Xi €Sk Sk( |) {_1 N yi:]- Y yi:—l ( )

Latwo zauwazy¢, ze gdy N (xi) =11 N (xi) = 1, to z pewnoscig X; nalezy
do klasy +1. Podobnie gdy Ng (xi) = —11i N (xi) = —1, to x; nalezy df) klasy
—1. Problem pozostaje nierozstrzygniety, gdy dla danego X;j mamy Ng‘;(xi) =
- Ng(xi). Czyli doktadniej — jedna para takich neuronéw nie wystarczy...

Umiesémy tak zdefiniowane dwa neurony Ngi i NSGL w pierwszej warstwie
ukrytej. Kazdy neuron pierwszej warstwy ukrytej jest potaczony z kazdym wej-
Sciem. Nastepnie, w kolejnej warstwie, umieszczamy neuron liniowy(!), ktéry
faczy dwa neurony dodane ostatnio i ustalamy wagi potaczen na +1. Wyjscie
takiego neuronu przyjmuje warto$¢ sumy Nngk(Xi) i N?k(xi), mamy wtedy:

2 = yi=1,
Ng (xi) + N5 (xi)) =90 = yi=1Vyj=-1, (4.36)
-2 = Vi = —1.
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Jak widaé obecnie sie¢ dziata Zle dla niektérych wektoréw. Nastepny krok to
zamrozenie obecnych wag i dodanie dwdch kolejnych neuronéw do pierwszej
warstwy ukrytej N?kH i N§+l. Jednak wagi tych neuronéw beda wyznaczane
ze wzgledu na zbiér Sy,1, w ktérym znajda sie wszystkie wektory, dla kto-
rych ostatnia wersja sieci z k-tej iteracji popelniata btedy. Ten etap catej metody
budowania sieci zostal nazwany algorytmem zmiany celu (ang. target switching
algorytm) [37].

Nowo dodane neurony staja si¢ nowymi wejSciami kolejnego liniowego neu-
ronu (kaskadowego), w kolejnej warstwie ukrytej. Dodatkowo takze wyjscie po-
przednio dodanego neuronu liniowego jest wejSciem nowego neuronu kaskado-
wego (patrz rysunek E7).

Taki proces powtarzamy, az osiggniemy peine rozwigzanie problemu.

Zauwazmy, ze gdy pierwsze dwa neurony NfSBl i N?l dobrze rozpoznajg dany
wzorzec X, to neuron liniowy, ktéry je taczy ma wartos¢ +2 lub —2 (poréwnaj
E.36). Tak silne wyjscie hamuje wplyw decyzji pozostatych neuronéw N i Ng
i finalnie zostaje zwrécona poprawna odpowiedz.

Zauwazmy z kolei, ze gdy neurony N?I i N?l nie rozpoznajg pewnego wzor-
ca X, to neuron liniowy faczacy te dwa neurony ma na wyjsciu wartos¢ zero,
ktéra nie wptywa na dzialanie pozostalych neuronéw. Przez rekurencje do glosu
zostaja dopuszczane kolejne neurony N§92 i Ng. Jedli te dwa neurony rozpozna-
ja wzorzec X, to tak, jak poprzednio zdominujg przeptyw informacji przez siec.
Jesli nie rozpoznaja, to procedura powtarza si¢ (por. rys E7).

warstwa ukryta

\ N® N© " n. liniowe : O wyjécie

L]
L]
L]
%)
L
1}
h7N
z
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Rysunek 4.7: Kaskadowa struktura sieci dychotomicznej.

Wyznaczanie wektora wag dla neuronéw dychotomicznych N?k i N?k moze
w pierwszym etapie korzysta¢ z algorytmu kieszonkowego, a gdy nie udato
sie w pelni rozseparowaé¢ wektoréw obcych klas, modyfikujemy progi tak, aby
neurony Ng i Ng spelnialy warunki £34 i .35

Wykorzystujac sposéb konstruowania neuronéw N® i N© Campbell i Perez
zaproponowali nieco inne jeszcze rozwigzania [38, [36].
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4.2.5. Algorytm korelacji kaskadowej

Cascade-correlation network (CC) Fahlmana i Lebiere’a [78, [79] jest jednym z naj-
sprawniejszych algorytméw uczenia sieci MLP, ktéry umozliwia rozrastanie sie
struktury az do uzyskania sieci o wystarczajacej pojemnosci. Fahlman i Lebiere
uzywali do adaptacji wag algorytmu szybkiej wstecznej propagacji, cho¢ mozna
rozwazac uzycie i innych algorytméw adaptacji.

Sie¢ kaskadowej korelacji rozpoczyna z jedng warstwa wag pomiedzy wej-
$ciem i wyjSciem sieci (por. rys. [4.8). Nastepnie sie¢ jest uczona przez pewien
czas, po czym nastepuje dolozenie nowego neuronu do warstwy ukrytej. Proces
ten jest powtarzany az do uzyskania zakladanego poziomu btedu. Na wejscia
kolejno dodawanych neuronéw sktadaja si¢ wszystkie wejécia sieci i wyjscia
poprzednio dodanych neuronéw, skad bierze sie stowo kaskada w nazwie sieci.

Drugi czlon nazwy sieci to maksymalizacja korelacji ponizszego wyrazenia
(@37), ktorego celem jest ustalenie mozliwie najlepszych wag dla nowego neu-
ronu

) (4.37)

p
s-).
i=1

gdzie n oznacza liczbe wzorcéw uczacych, p jest liczbg wyjs¢ sieci, 0; jest war-
toscig aktywacji neuronu, ktéry ma by¢ dodany dla j-tego wzorca uczacego, 0
jest srednig aktywacja dodawanego neuronu, €j jest bledem i-tego wyjscia dla

Y (0 —0)(ej — &)
j=1

J-tego wzorca uczacego, a gl jest srednim bledem i-tego wyijscia.
g g ] € g0 Wyj

wyijscie

warstwa H
ukryta ZJ

wejscie
CNONG
"
"

Rysunek 4.8: Architektura sieci kaskadowej korelacji. Kwadraty symbolizujg za-
mrozone warto$ci wag z neuronami ukrytymi. Pozostate wagi ulegaja ciaglej
adaptacji.
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Latwo mozna wyznaczy¢ pochodng réwnania {.37)

P n
awk ; g (el —e" gJ (4.38)

zj jest réwne 1 lub —1 zaleznie od tego, czy korelacja pomiedzy neuronem
i i-tym wyjéciem sieci jest dodatnia lub ujemna; gjf jest wartoscia pochodnej
funkgji transferu dodawanego neuronu dla j-tego wektora uczacego, z kolei | jk
jest wartoscia k-tego wejscia dodawanego neuronu dla j-tego wektora uczgcego.

Start uczenia neuronu, ktéry ma zosta¢ dodany, rozpoczyna si¢ od wartosci
losowych, dlatego tez czesto wybiera sie kilka neuronéw-kandydatéw, z kto-
rych nastepnie wybiera si¢ lepszego po wstepnym procesie adaptacji, w ktérym
maksymalizuje sie¢ korelacje.

Rozbudowujac sie¢ do kilku neuronéw wyjéciowych mozna rozwazac takze
problemy wieloklasowe.
Falhman opracowatl réwniez rekurencyjna wersje wyzej opisanego algorytmu

[77].

4.2.6. Kaskadowa sie¢ perceptronowa

Burgess w [31] zaproponowal kaskadowa sie¢, w ktérej uzyl neuronéw progo-
wych. Jesli chodzi o architekture i rozrost sieci, to sa one takie same, jak w
przypadku sieci korelacji kaskadowej z poprzedniego podrozdziatu (ZZ.5). No-
we neurony doktadane sg tak dtugo, az zostanie uzyskany wymagany stopient
doktadnosci. Taka sie¢ moze by¢ uczona przez algorytm kieszonkowy (EZ.T.0.1).

4.2.7. Feature Space Mapping (FSM)

Innym, ciekawym modelem, umozliwiajgcym rozbudowywanie struktury pod-
czas uczenia sie¢ przez dodawanie nowych neuronéw, jest wspomniany juz sys-
tem FSM, rozwijany w naszym zespole [I} 64} [71]. Model ten uzywany gtéwnie
do klasyfikacji i wyciggania regut logicznych z danych.

Architektura FSM jest praktycznie taka sama, jak sieci RBF. Sklada si¢ z
warstwy wejsciowej, wyjsciowej i jednej warstwy ukrytej. Jako, iz typowym za-
stosowaniem systemu jest klasyfikacja, na wyjéciu pojawia si¢ informacja o tym,
do ktorej klasy zostal przypisany wektor pokazany warstwie wejéciowej. Jed-
nakze najwazniejsza czes¢ stanowi warstwa ukryta, ktéra jest odpowiedzialna
za konstrukcje odpowiednich zbioréw odwzorowan. Mamy wiec nie tylko podo-
bieristwo architektur sieci RBF, ale i roli ich warstw ukrytych. W zastosowaniach
klasyfikacyjnych, jak i w ekstrakgji regut logicznych, neurony warstwy ukrytej
odpowiadajg pewnej (zaleznej od funkgji transferu) klasteryzacji przestrzeni wej-
Sciowej. Typowymi funkcjami transferu neuronéw warstwy ukrytej sg funkcje
gaussowskie wielu zmiennych [[84), funkdje tréjkatne, funkcje bicentralne [L101)
jak i funkcje prostokatne.
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Inicjalizacja architektury jest dokonywana za pomoca algorytméw klastery-
zacji: poprzez histogramy, drzewa decyzyjne lub dendrogramy. Algorytmy te
zostaly opisane w podrozdziatach 2.3.6]i[2.3.5 i [62].

Po procesie inicjalizacji nastepuje etap estymacji polozeri centréw neuronéw
iich rozmy¢, jak i innych parametréw algorytmem optymalizacji dyskretnej opi-
sanym w [} [64]. Giéwna cze$¢ procesu estymacji oparta jest o analize poszcze-
gblnych wektoréw uczacych neuronu, dla ktérego uzyskano najwieksza akty-
wacje w wyniku prezentacji danego wektora uczacego i neuronu najblizszego
neuronowi, dla ktérego uzyskano najwigeksza aktywacje.

Algorytm adaptacji umozliwia dodanie nowego neuronu, gdy sa spetnione
trzy warunki:

1. dla danego wektora uczacego X, neuron, dla ktérego zostata uzyskana
najwieksza aktywacja Ny i neuron jemu najblizszy Ny, naleza do réznych
klas,

2. odleglos¢, pomiedzy wektorem uczacym, a neuronem maksymalnie pobu-
dzonym Ny, spelnia ponizsza nieréwnoscé

||X—tNM|| > O'NMvm 10. (4.39)

3. maksymalna aktywacja, uzyskana dla neuronu Ny, jest mniejsza niz usta-
lona warto$¢ Actpin
Gy, (X) < Actpin. (4.40)

Wspomniana juz sie¢ MLP2LR [60], stuzaca do wyciagania regut logicznych,
réwniez umozliwia dodawanie nowych neuronéw, a samo kryterium niewystar-
czalnodci struktury sieci jest zdefiniowane w bardzo prosty sposéb: sie¢ przestata
sie uczy¢ (wartoé¢ funkcji btedu przestata malec) i poprawnosé¢ klasyfikacji jest
wcigz zbyt mata.

W podrozdziale E.T.3lopisano miedzy innymi metode usuwania funkgji bazo-
wych sieci RBF, opisang przez Orr’a [197] za pomoca operacji na macierzy pro-
jekcji P. Wykonujac inne, cho¢ podobne, operacje na macierzy projekcji, mozna
doda¢ nowy neuron. Odpowiednie zmiany w macierzy projekcji Pm pokazane
Sg ponizej.

Pmhm 1T 4 Pm
Aj+hT . Pahmig

Pri1 = Pm — (4.41)

W pracach [94] 95] Fritzke prezentuje sie¢ RBF, w ktorej co A krokéw uczenia
(prezentacji pojedynczego wektora uczacego) nastepuje dodanie nowego neuro-
nu. Jednakze zanim nastapi dodanie nowego neuronu, podczas procesu adapta-
cyjnego, wyznaczane sa skumulowane btedy, jakie sie¢ popetnia w poszczegél-
nych podobszarach, ktére reprezentuja neurony warstwy ukrytej. Przy kazdej
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prezentacji kolejnego wektora uczacego nastepuje kumulowanie bledu, dolicza-
jac sumaryczny btad kwadratowy neuronowi s, ktéry byl najblizej prezentowa-
nego wektora uczacego:

d

Aerrs = Y (F(x') —yh?, (4.42)
i=1

F(x)' oznacza wartos¢ i-tego wyjécia dla wektora X, a y' wartos¢ oczekiwana na
i-tym wyjsciu. Po uplywie kazdych A krokéw uczenia nastepuje dodanie nowe-
go neuronu w poblizu neuronu, dla ktérego aktualny skumulowany biad jest
najwiekszy. Dokladniej pozycja nowego neuronu jest wyznaczona jako $rednia
pozycji neuronu, dla ktérego skumulowany btad byt najwiekszy i jednego z jego
najblizszych sgsiadow.

Informacje o jeszcze innych modelach sieci samoorganizujgcych si¢ mozna
znalez¢ w [97, 96]]. Tu na szczegdlng uwage zastuguje pierwsza praca, w ktorej
rozktad topologii sieci moze podaza¢ za zmieniajacym si¢ w czasie rozkladem
danych.

Fiesler w [81]] dokonat poréwnania ponad 30 modeli ontogenicznych. Zesta-
wienie zawiera informacje o liczbie warstw, czy sie¢ umozliwia rozrastanie sie,
czy sie¢ moze si¢ kurczyé, czy metoda jest lokalna, jakie sq dodatkowe warunki
nakladane na sie¢ (np. czy startuje z pustej struktury), czy istnieja jakies mate-
matyczne dowody na zbiezno$¢ metody. Jednakze zestawienie nie wskazuje na
jakiekolwiek wady, czy zalety poszczegélnych modeli.

Ponizej zostanie pokazany inny sposob rozrastania si¢ sieci typu RBEF, wraz
z kryterium wystarczalnosci sieci neuronowej RAN. Natomiast w podrozdziale
pokazana zostanie sie¢ IncNet, korzystajaca z jeszcze sprawniejszego kryte-
rium wystarczalno$ci modelu, wykorzystujacego informacje czysto statystyczna,
wyznaczang na podstawie stanu filtra Kalmana.

4.2.8. Sie¢ RAN z przydzialem zasobéw

Sie¢ z przydziatem zasobéw, ktérej oryginalna angielska nazwa to Resource Al-
location Network (RAN), zostala zaproponowana przez Platt’a w [204]. Nieco
pozniej Kadirkamanathan i Niranjan [149, [145] pokazali, iz, przy pewnych za-
fozeniach, uzyty w sieci RAN sekwencyjny sposéb uczenia jest poprawny ma-
tematycznie. Podobnie zostalo pokazane, Ze kryteria rozrostu sieci (nazwane
geometrycznym kryterium rozrostu) sa réwniez poprawne przy zalozeniach,
ktore nie stoja w opozycji do opisanego modelu przez Platta.

4.2.8.1. Uczenie sekwencyjne.

Sie¢ RAN mozna rozpatrywaé, jako sekwencyjna metode estymacji pewnego
nieznanego gtadkiego odwzorowania F*, co oznacza, Ze celem jest wyznaczenie
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nowego stanu modelu Epodstawie poprzedniego stanu modelu F("~1)

obserwacji 1(M, ktora jest parg uczaca (xn,yn) (x € RN,y € R).
Tak okre$lone zadanie mozna zapisa¢ w postaci funkgji celu F-projekgji:

i nowej

F™ —argmin||f —F" Y| FW e x,, (4.43)
feH

gdzie H jest przestrzenia Hilberta funkcji o skoriczonej normie:
H={f:]|[f]| <oo}, (4.44)

|| - || jest normq L? zdefiniowana przez
Il = [ _|fefdx  DCRY, (@.45)
xeD
a Hn jest zbiorem funkgji okreslonych poprzez:

Han={f:feH A f(Xn) =Yn}. (4.46)

Warunek F(xn) = yn mozna zapisa¢ jako iloczyn skalarny funkcji gn naleza-
cych do przestrzeni H:

(F.gn) = /xeDF(X)g(X_X” . (4.47)

gdzie g(-) jest funkcja impulsowq (przyblizeniem do delty Diraca). To pozwala
na zapisanie funkgji celu jako F-projekcji w postaci modelu a posteriori:

On
[lgn|[?

FM — (-1 4 ¢, =F-1 4 eohp, (4.48)

(n-1)

en jest bledem popetnionym przez a priori model F w punkcie Xn:

en = yn — F" Y (x,). (4.49)

Takie rozwigzanie wprowadza bardzo ostrg funkcje impulsowg w punkcie
Xn do juz istniejacego modelu F("~1) tak, aby model w kolejnym stanie osiagat
warto$¢ yn w punkcie Xn. Kloci sie to z zalozeniem, iz szukane (estymowane)
odwzorowanie jest funkcjg gtadka. To prowadzi do ograniczenia na gltadkos¢
funkgji hn(+), ktéra moze by¢ uzyta w naszym rozwigzaniu (£.48)

ha(x)) =1 A ha(xn+a)=0 dla|[a]| > 0. (4.50)

Dobrym przykladem takiej funkgji hn(-) moze byé funkcja gaussowska z
odpowiednio dobranym wspdétczynnikiem rozmycia b

G(x;t,b) = e Ilx-tl*7b?, (4.51)

SPrzez stan modelu rozumie sie wszystkie elementy, ktére okreslajg jednoznacznie calq sie¢ neu-
ronowa. Czyli liczba neuronéw, typ funkgji, parametry wszystkich neuronéw i potaczeni.
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mamy wtedy:
G(X;Xn,b) =1 A G(x+a;xp,b) — 0 dla ||a]| — co. (4.52)

Podsumowujac, korzystajac z F-projekcji i powyzszego zatozenia o gtadko-
$ci, mozemy nasz model w stanie n przedstawi¢ jako:

F(M = F("=Y 1 enG(x; Xn, bo), (4.53)

by jest pewnym rozmyciem poczatkowym.

Przyjmujac, ze poprzedni model F("~1) skiadatl sie z M funkcji bazowych
(neuronéw) mamy:
M
FV = Y wiG(x; ti, bj) + en G (X; Xn, bo), (4.54)
i=1
M+1
= wiG(X; tj, bj), (4.55)

1

Z tmi1 = Xn i bpmy1 = bo. Oznacza to rozbudowujaca sie sie¢ RBF (patrz rys. B9).

Z powyzszych rozwazan wida¢, iz sekwencyjny cigg kolejnych modeli, wy-
bierajac odpowiednio malg warto$¢ poczatkowaq by, moze w rezultacie prowadzi¢
do dowolnie matego ustalonego bledu interpolacji e.

Oczywiscie kazdy kolejny stan k modelu F("*%) nie powinien kosztowa¢ do-
dania nowej funkcji bazowej. Efekty takiej strategii byly juz opisywane w roz-
dziale B a szczegolnie w podrozdziale .11 i Dlatego tez ponizej zostanie
opisane geometryczne kryterium rozrostu sieci RAN, umozliwiajace regulowa-
nie zfozono$¢ sieci, w zaleznoéci od aktualnego jej stanu i naptywajacych nowych
obserwagji In.

4.2.8.2. Geometryczne Kryterium Rozrostu

Geometryczne Kryterium Rozrostu umozliwia kontrole ztoZonosci modelu pod-
czas sekwencyjnego uczenia. Kryterium musi odpowiedzie¢ na pytanie: czy mo-
del F(") wystarczy, aby dostatecznie dobrze estymowaé nowa obserwacje In, czy
tez jest niewystarczajacy i wymaga dodania nowej funkcji bazowe;j.

Aby odpowiedzie¢ na powyzsze pytanie trzeba przesledzi¢ sytuacje, w ktorej
model nie zostaje powigekszony o nowy neuron i sytuacje, w ktérej model zo-
staje rozbudowany o nowa funkcje bazowg (patrz rysunek [£10). Modele a priori
F("=1) i g posteriori F{M (nie powiekszony o nowa funkcje bazowq) nalezg do
przestrzeni H . Natomiast model a posteriori F(") powiekszony o nowa funkcje
bazowa nalezy juz do przestrzeni H 1. Model F*(n) jest projekcja modelu F(M)
do przestrzeni Hpy.
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Rysunek 4.9: Sie¢ RAN z nowgq funkcjg bazowa Gy 1.

Tym samym odpowiedZ na powyzsze pytanie zawarta jest w wielkosci od-
legtosci ||F(M) — F,£n>||. Jesdli jest ona wigksza od pewnego € oznacza to, iz prze-
strzen funkcji H v jest niewystarczajaca do uzyskania akceptowalnego poziomu
estymacji:

IIFM — V)| > e (4.56)

Poza tym mamy tez nastepujaca wlasnos¢ (poréwnaj z rys. E10):
[IF — FL|| = fea] - [|GalIsin(0). (457)

Poniewaz ||Gp|| zalezy tylko od stalej poczatkowego rozmycia by, a z kolei
kat () moze przyjmowaé wartosci od 0 do 71/2, mozna uprosci¢ nieréwnoscé
(#56) do ponizszych kryteriow geometrycznych:

en > Emin (4.58)
Q > Onin. (4.59)

Pierwsza z powyzszych nieréwno$é¢ to kryterium predykcji bledu. Ocenia ono
btad interpolacyjny. Druga z powyzszych nieréwnosci to kryterium kqta, ktére
ocenia na ile funkcja bazowa Gp, jest ortogonalna (duzy kat) do funkgji bazowych
z przestrzeni funkcji H .
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Fin) Hg

Rysunek 4.10: Zaleznosci pomiedzy modelami a posteriori F*(n) i F( (odpo-

wiednio z przestrzeni Hy i Hm,1) wzgledem a priori modelu F("~1).

W ogoélnym przypadku wyznaczenie poszczegélnych katéw jest trudne, ale
mozna dokona¢ pewnych przyblizeni, na przykiad przyjmujac réwne rozmycia
funkcji Gy i funkcji Gj. Wtedy kat pomiedzy funkcjami Gp i G; jest réwny:

QO = cos™t | exp —i2||xn -4l ). (4.60)
202

Korzystajac z powyzszej wlasnoéci mozna przepisaé kryterium kata (4.59)
do postaci:
sup Gi(xn) < €08%(Qmin), (4.61)

1
co ze wzgledu na monotoniczne nachodzenie si¢ funkcji gaussowskiej przy o

oddalaniu si¢ punktu X, od centrum funkcji G;, mozna zastapié¢ przez:

inf [[xn — ]| > €. (4.62)
1

Powyzsze kryterium przeradza sie w kryterium odlegtosci i tak naprawde po-
kazuje, ze poréwnaniu podlega odlegto$¢ pomiedzy punktem X, i centrum naj-
blizszej funkcji bazowej, a wartosci €

e = boy/210g(1/ 082 Q). (4.63)
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Mozna tez okresli¢ optymalne rozmycie dla nowej funkcji bazowej, ktore
bedzie maksymalnie duze, ale bedzie tez spelnia¢ kryterium kata (£.59):
o lxn—t]
v/210g(17 cos? Qpin)

k = arg mkin||xn — | (4.64)

Podsumowujac, stwierdzi¢ mozna, ze nowy neuron jest dodawany, gdy spet-
nione jest kryterium predykeji bledu (£58) i kryterium odleglosci (£.62).
4.2.8.3. Adaptacja sieci RAN
Gdy nie jest spetnione kryterium predykcji bledu @58) lub kryterium odleglosci
(#.62) nastepuje adaptacja wolnych parametréw sieci

M
F(x) = ) wiG(x; ti, bi) + wo. (4.65)

i=1
Wagi i potozenia centréw funkcji bazowych
p™ = [wo,Wy,...,wnm, 1], 8,...,t5]" (4.66)
sg uczone algorytmem LMS:
p(n> = p(nfl) + ;/Iendn, (467)

gdzie dp jest gradientem funkgji F(Xn) po parametrach p:

of(x 2w
dn: _( n) = 1,G1(Xn)y---yGM(Xn)le(Xn) Zl(xn_tl)T""’
apn—l bl
ow (4.68)
G (xn) 7 O = tw) T
M
Zastepujac 17 przez HXZHZ’ uzyskuje sie¢ znormalizowang wersje algorytmu

LMS.

W praktyce réwniez odlegtos¢ minimalna € podlega zmianom podczas pro-
cesu uczenia. Poczatkowa wartoé¢ € jest réwna emax, a nastepnie podlega itera-
cyjnym zmianom

€ = €max ’Yn (4.69)

(0 < v < 1), az do osiagniecia wartosci €pip.

4.3. Sie¢ IncNet ze statystyczna kontrola zlozonosci
sieci

Praktycznie wszystkie przedstawione powyzej modele ontogeniczne zawsze na-
ktadajq dos¢ drastyczne uproszczenia dla catosci procesu uczenia. Wynikaja one
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z koncentracji uwagi nad cze$cia rozwigzywanego problemu, a nie na catosci.
Dla przykiadu algorytmy OBD [51] 50], OBS [116] czy FSM [1} [64, [71), [65],
zezwalaja na usuwanie neuronéw praktycznie po zakoriczeniu wlasciwego pro-
cesu uczenia. Z kolei inne modele dodajace czton regularyzacyjny, wymusza-
jacy niskie wartoéci wag, co czesto prowadzi do zbyt matych wartosci niemal
wszystkich wag, a z kolei inne metody regularyzacji wymagajg dobrego dobra-
nia parametru (lub parametréw) na podstawie wiedzy a priori, co nie zawsze jest
proste w praktyce. Rozwazania w ponizszych podrozdziatach pokaza, iz mozna
zdefiniowa¢ inne kryteria, ktére umozliwig usuwanie neuronéw praktycznie z
iteracji na iteracje, czyli gdy tylko okaze si¢ to korzystne dla procesu adaptacij,
a nie co epoke lub po zakoniczeniu procesu uczenia tak jak jest to realizowane
w innych algorytmach.

Algorytmy, ktére moga modyfikowaé swojg architekture podczas uczenia,
nie czynig tego w zbyt optymalny sposéb. Podobnie zreszta jak i modele, ktére
sg zdolne do eliminacji neuronéw lub wag, nierzadko czeka sig, az sie¢ neuro-
nowa kompletnie zakorniczy uczenie i dopiero wtedy prébuje sie doktadaé nowe
neurony lub wagi. Czy tez, tak, jak jest to w sieci RAN (por. podrozdziat[4.2.8),
niekoniecznie spetnienie kryteriéw (kryterium predykcji btedu i kryterium od-
legtosci) opisanych réwnaniami @58 i B.62), odpowiada sytuacjom, w ktorych
sie¢ nie jest zdolna do uwzglednienia nowej obserwacji. Moze to odpowiadac
zbyt szybkiej prezentacji danej w do$¢ odleglym rejonie, do ktérego i tak ja-
kas z funkcji bazowych zostataby przyciggnieta w miare postepowania procesu
uczenia. Spotyka sie réwniez naiwng taktyke dokladania nowych funkcji ba-
zowych do sieci RBF co stalg liczbe krokéw uczenia. Dlatego tez w jednym z
ponizszych podrozdziatach zaprezentowane zostanie alternatywne i znacznie
efektywniejsze kryterium.

Jeszcze inng wada juz nie tylko powyzej opisanych systeméw ontogenicz-
nych lecz znacznej czeéci sieci neuronowych jest lekcewazenie istotnosci wybo-
ru funkcji transferu, ktére silnie determinujg mozliwosci generalizacji modeli
adaptacyjnych.

Gléwnym celem systemu IncNet, zaprezentowanego w kolejnych podroz-
dzialach, jest stworzenie takiego modelu, ktéry bedzie korzystat z efektywnego
algorytmu uczenia i jednoczeénie bedzie zdolny do auto-kontroli ztozonosci ar-
chitektury sieci podczas procesu uczenia, tak aby zlozono$é¢ architektury sieci
odzwierciedlata ztozonos¢ zaprezentowanej dotychczas czesci zbioru wektoréw
uczacych.

Algorytm uczenia
+
Kontrola ztozonosci
architektury sieci

+

Funkcje transferu

= Mozliwo$ci modelu
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Proponowanym rozwigzaniem problemu moze by¢ system, ktéry bedzie ta-
czyt w sobie ponizsze cechy:

Uczenie: wykorzystanie efektywnego filtra Kalmana do adaptacji swobodnych
parametréw sieci,

Kontrola zlozonosci sieci: wykorzystanie kryteriéw kontrolujacych rozbudo-
wywanie sie sieci, jak i kurczenie si¢ sieci, poprzez dodawanie, usuwanie
i faczenie sie neurondw,

Elastyczne funkcje transferu: uzycie bicentralnych funkcji transferu umozliwia-
ja znacznie efektywniejsza estymacje, a w efekcie umozliwia adaptacje bar-
dziej ztozonych problemdw.

System, sktadajacy sie z takich funkcji, jest zdolny do efektywnego uczenia
sieci neuronowej przy jednoczesnej kontroli uzytecznosci kazdego z podelemen-
tow (funkcji bazowych formujacych przestrzenn modelowania) i wystarczalnosci
calosci systemu do estymacji nowych obserwagji.

Ponizej zostang omdwione poszczegdlne elementy, skiadajgce sie na sie¢ neu-
ronowg Incremental Network (IncNet).

4.3.1. Struktura sieci i funkcje transferu

Struktura sieci IncNet jest praktycznie taka sama jak sieci RBF (czy tez RAN).
Rézni je jednakze fakt, iz struktura sieci RBF jest statyczna i nie podlega zmia-
nom podczas uczenia, natomiast sie¢ IncNet jest dynamiczna i moze si¢ kurczyé¢
i rozrasta¢. Wida¢ to przy poréwnaniu praktycznie identycznych réwnan dla
sieci RBF ([@.2) i sieci IncNet (£Z0), i czesciowo réznych schematow tych sieci
przedstawionych na rysunkach 211 i

M
f(x;w,p) =) wiGj(x, pi). (4.70)
i—1

W standardowej sieci RBF, w sieci RAN i w pierwszej wersji sieci IncNet
[146], jako funkcje bazowe uzywane byly funkcje gaussowskie. Znaczny postep
uzyskano stosujgc w miejsce funkcji gaussowskich funkcje bicentralne, ktére po-
wstaja z produktu par funkcji sigmoidalnych. Pozwalajg one na estymacje znacz-
nie bardziej zréznicowanych powierzchni przy uzyciu mniejszej liczby funkgji
bazowych. Standardowa funkcja bicentralna umozliwia niezalezng kontrole roz-
mycia jak i skosu w kazdym wymiarze niezaleznie. Zaproponowane rézne roz-
szerzenia funkgji bicentralnych umozliwiaja wzbogacenie mozliwosci o rotacje
gestosci w wielowymiarowej przestrzeni, czy uzyskiwanie semi-lokalnych ge-
stodci, jak i desymetryzacji w podwymiarach. Szczegétowo funkcje bicentralne
zostaly juz opisane i zilustrowane w podrozdziatach [.4.6]i .47
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Rysunek 4.11: Struktura sieci IncNet. Sie¢ umozliwia dodawanie nowej funkgji
bazowej Gp1 lub usuwanie pewnej funkcji bazowej Gk, jak réwniez konkate-
nacj¢ neuronéw.
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4.3.2. Rozszerzony filtr Kalmana

Jak przedstawiono w podrozdziale na potrzeby uczenia sekwencyjnego
funkcje btedu nalezy zdefiniowaé nieco inaczej niz robi si¢ to dla typowych
sieci neuronowych, czyli w postaci réownania @.14). Definicja bledu dla uczenia
sekwencyjnego sieci RAN przez F-projekcje, zdefiniowanej réwnaniem (#43),
moze zosta¢ uogélniona do minimalizacji funkcji:

1
Bq = /D [FO 00 = FO 0 2pM dx + = lyn = FY o) @471)

gdzie n — 1 i n odpowiadajg okresleniu kolejnych stanéw modelu adaptacyj-
nego, p"~) jest rozkltadem prawdopodobieristwa ostatnich n — 1 obserwacji
(wektoréw wejéciowych). Powyzsza funkcja bledu zostala uzyta do algoryt-
mu RNLS (ang. recursive nonlinear least squares) w pracach Kadirkamanathana
i Niranjana [145, [147]. Minimalizacja powyzszej funkcji bledu moze by¢ aprok-
symowana przez uzycie rozszerzonej wersji algorytmu filtru Kalmana (EKF)
[39] 119|220, 159]. Prowadzi to do zastgpienia algorytmu LMS algorytmem EKF
do estymacji parametréw adaptacyjnych sieci. Pierwszy raz filtr EKF do esty-
magji parametréw sieci neuronowych zostal uzyty przez Singhala i Wu w [233]
dla sieci MLP; natomiast dla sieci typu RBF przez Kadirkamanathana w [145].
Z kolei z najnowszych i ciekawych zastosowan filtru EKF nalezy wspomnie¢
prace Freitas’a i Niranjana [87] do sekwencyjnej wersji modelu Support Vec-
tor Machines (por. podrozdziat B) i prace [88] prezentujaca prébe modelowania
gietdowego rynku finansowego.

Filtr Kalmana jest estymatorem trzech réznych wyjé¢ dla danej obserwacji
(wektora danych), co do ktérej zaktada sig, Ze jest obarczona pewnym szumem,
0 zerowej wartoéci oczekiwanej, z pewnym niezerowym odchyleniem standar-
dowym. Pierwsze z wyj$¢ stanowi estymator parametréw modelu. To wlasnie
gléwny element uczenia sieci. Kolejne dwa wyijscia to filtr pomiaru i estyma-
tor innowacji (lub btedu). Wyjscia te beda wykorzystywane do estymacji i do
kontroli ztozonoéci catoéci modelu.

Estymator
y (t)— parametréw ——f(t[t)
modelu

Filtr

pomiaru y(ty

Estymator

: T ——e(tlt)
1nnowac]1

Filtr EKF prowadzi estymacje parametréw a posteriori modelu pn, w oparciu
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o ich poprzedni stan a priori p,_1 oraz blad modelu en:

en = Yn — f(Xn; Pn-1) (4.72)

i warto$ci wektora wzmocnienia Kalmana (ang. Kalman gain), ktére sa pochodng
macierzy kowariancji bledu a priori Pp_1:

Pn = Pn-1 + enkn. (4.73)
Wektor kn wzmocnienia Kalmana Kp jest wyznaczany przez:
kn - Pn_ldn/Ry, (474)

dn jest wektorem gradientu funkcji realizowanej przez model wzgledem adap-
tacyjnych parametréw modelu:

dy = 2fxn:Pn-1). (4.75)

apn—l

natomiast Ry jest catkowita wariancja modelu wyznaczang poprzez:
Ry = Rn+diPy_1dn, (4.76)

Rn okresla wariancje szumu pomiaréw, kontroluje proces regularyzacji. Estyma-
cja a priori macierzy kowariancji btedu przebiega zgodnie z réwnaniem:

Pn = [I — knd]Ph_1 4+ Qo(N)I, (4.77)

| jest macierzg jednostkowa. Czlon Qg(n)l spelnia role (drobnego) losowego
skoku w kierunku gradientu, wprowadzajac matg perturbacje w procesie ad-
aptacji parametrow modelu i zapobiegajac zbyt szybkiej zbieznosci, a czasami
umozliwia ucieczke z lokalnych miniméw. Qg (n) moze by¢ bardzo malym dodat-
nim skalarem badz funkcjg monotonicznie malejacg, przyjmujaca bardzo mate
dodatnie wartosci (stopniowe zastyganie). Dla przykiadu:

Qo n=1
Qo(nN) =< Qo(N—1)-Qges N >1AQo(N—1)-Qqes > Qmin » (4.78)
Qmin n>1AQo(N—1) Qges < Qmin

gdzie Qg jest wartoscia poczatkowa dla Qp(Nn), Qges definiuje szybkos¢ zmniej-
szania pobudzania (Qges > 1, zazwyczaj ok. 0.9988), a Qi okresla minimalng
wartos¢ Qo(n).

Wielkg réznice pomiedzy algorytmem EKF i LMS mozna zauwazy¢ poréw-
nujac ich réwnania (473) i (@.67), adaptacji parametréw p. W miejscu cztonu
ndn z algorytmu LMS, w filtrze EKF znajduje sie wektor wzmocnienia Kalmana
kn, ktory, jak wida¢ z kolei w réwnaniu (@.74), wyznacza szybkos¢ adaptacji
kazdego z parametréw nie tylko w zaleznosci od wektora gradientu dp (jak to
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jest w algorytmie LMS czy stochastycznym spadku gradientu), lecz réwniez w
oparciu o macierz kowariancji P_1. Wtasnie to prowadzi do znacznie efektyw-
niejszego procesu uczenia, radykalnie zmniejszajac liczbe iteracji potrzebng do
uzyskania zbieznosci.

Stusznosci wyboru filtra EKF jako algorytmu adaptacji parametréw modelu
dowiodly juz pierwsze jego zastosowania do adaptacji sieci RAN (RAN-EKF).
W pracach [149, 150, 48] przedstawione zostaly rezultaty uzycia sieci RAN-
EKF do aproksymacji funkcji Hermita (por. rozdziat[/), przewidywania wartosci
szeregow czasowych, czy do klasyfikacji samoglosek. Rezultaty pokazuja, iz
uzycie algorytmu EKEF jest znaczaco efektywniejsze i pozwala uzyskac wigkszg
generalizacje czesto korzystajac z mniejszej liczby funkcji bazowych.

4.3.3. Szybka wersja rozszerzonego filtru Kalmana

Macierz kowariangji Pn, w miare przybywania nowych neuronéw, moze urosna¢
do sporych rozmiaréw, gdy sie¢ uczy sie klasyfikacji, badZ aproksymacji ztozo-
nych danych. Nalezy pamietad, iz liczba elementéw macierzy Ppn to kwadrat
liczby parametréw adaptacyjnych. To wtasnie moze okazaé sie zbyt obliczenio-
chlonnym procesem. Rozsadng decyzja okazalo sie zredukowanie sporej czesci
macierzy kowariangji przyjmujac, Ze korelacje pomiedzy parametrami réznych
neuronéw nie sg tak istotne, jak korelacje pomiedzy parametrami tego samego
neuronu. Takie uproszczenie prowadzi do sporych zmian macierzy Pn uprasz-
czajac ja do mac1erzy Pn, ktéra tak naprawde sktada sie z diagonalnego faricucha
podmacierzy PX (elementy poza diagonalnym laricuchem sg réwne zeru):

PL 0 0 0
0 P? 0 0
Ph=1| . (4.79)
0 0 pM-1 0
0 0 0 pM
Podmacierze PK (k = 1,2,..., M) sa macierzami kowariancji zwigzanymi z

parametrami adaptacyjnymi k-tego neuronu.

Dzigki takiemu uproszczeniu, co prawda rezygnujemy z czeéci informacji
macierzy Pp, ale za to znacznie zmniejszamy jej ztozonoé¢. Liczba parametréow
macierzy Pn wynosi n- M x n-M (n to rozmiar przestrzeni we]sc:10we], a M
liczba neuronéw warstwy ukrytej), natomiast macierz P, ma m?M parametrow
Tym samym dla danego problemu P zlozonos¢ macierzy Py z O(M?) redukuje
sie do O(M) dla macierzy Pn (m jest stale dla danego problemu P).

Powyzsza redukcja prowadzi rowniez do przedefiniowania réwnan (£72-
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B.77) filtra EKF do postaci:

en = Yn—f(Xnipn1) i=1...,M (4.80)

gi — 9f(niPna) (4.81)
9Py_1

Ry = Rn+di'PL jdi+.- +d¥ BN d (4.82)

K, — B _.d/R, (4.83)

Ph = Pno1+enky (4.84)

Pho = (1= khdh [P 1+ Qo(m)t (4.8

4.3.4. Kryterium wystarczalnosci modelu

Kiedy aktualna architektura sieci nie jest juz wystarczalna, aby aku-
mulowa¢ nowe informacje?

Odpowiedz na to pytanie nie jest trywialna, czego dowodem moga chyba by¢
przedstawione poprzednio przyklady rozwigzania tego problemu. Powigekszanie
sieci o kolejne wagi czy neurony co pewien czas jest raczej naiwnym podejsciem.
Natomiast kryteria, ktérych wyznaczenie wymaga przejrzenia (przeanalizowa-
nia) zachowania modelu dla wszystkich wektoréw treningowych, mozna reali-
zowac jedynie od czasu do czasu w trakcie procesu adaptacyjnego (raczej nie
czesciej niz co epoke). Algorytmy bazujace (niemal) jedynie na wielko$ci popel-
nionego btedu dla danego wektora treningowego réwniez nie s pozbawione
wad, poniewaz podczas procesu uczenia nie mozemy w petni ufa¢ modelowi,
ktéry przeciez podlega uczeniu — siec nie jest w pelni wiarygodna. Ta konklu-
zja zbliza do zdefiniowania ogdlnego kryterium, ktére powinno na jednej szali
potozyé¢ wielko$é btedu, a na drugiej stopieri naszego zaufania do aktualnego
stanu sieci:

btad
niepewnos¢ modelu

< a(M), (4.86)

«(M) jest progiem zaleznym od wielkosci struktury modelu (liczby stopni swo-
body).

Statystyczna miara niepewnosci dla cafosci rozpatrywanego modelu jest jego
wariangja, ktéra sklada sie z wariancji modelu (sieci neuronowej) i szumu da-
nych (np. niedoskonatosdci pomiaréw). Przyjmijmy iz wariancja szumu danych
jest réwna o2, a wariancja samego modelu Var(f(x;p)) = O'fZ(X).

Zakltadajac, iz blad interpolacji pewnego nieznanego odwzorowania ma roz-
ktad normalny, mozna oszacowad, czy biad lezy w pewnym przedziale ufnoéci,
wyznaczonym przez niepewno$¢ modelu i szumu danych z pewnym, ustalonym
stopniem zaufania. Wtedy hipoteze Hy, iz aktualny model jest wystarczajacy,
mozna zapisac jako:

. ¢? ¢? 2
Ho: Var[f(x;p) + 7] o?(x) + o = Xme (4.87)
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gdzie X%\/I,G jest rozkladem chi-kwadrat z progiem ufnosci 0% i M stopniami
swobody (M - liczba funkcji bazowych). e oznacza blad: e = y — f(x;p) (por.
rOéwnanie @.72).

Gdy hipoteza Hj jest spelniona oznacza to, ze biezgca struktura sieci jest
wystarczajaca przy ustalonym stopniu zaufania. W przeciwnym przypadku bie-
zacy model jest niewystarczajacy i nalezy rozszerzy¢ jego pojemnos¢é. W naszym
przypadku oznacza to dodanie nowej funkcji bazowej do warstwy ukryte;j.

Uzywajac filtru EKF do estymacji parametréw modelu mamy automatycznie
wyznaczong calkowitg wariancje modelu:

Ry = Var[f(x; p) + 03, (4.88)

Ry wyznaczane jest réwnaniem #.76). Prowadzi to do ostatecznej definicji wy-
starczalno$ci modelu:

82
Ho : R—” < X3 (4.89)
y

Jesli hipoteza Hj jest spetniona, sie¢ IncNet kontynuuje proces adaptacji pa-
rametréw, uzywajac do tego filtru EKF (lub jego szybkiej wersji). W przeciwnym
przypadku nalezy doda¢ nowa funkcje bazowg Gy 1(-) (neuron) do warstwy
ukrytej z pewnymi warto$ciami poczatkowymi. Dla gaussowskich funkcji bazo-
wych mamy:

WmMm+1 = en=Yn— f(Xnipn) (4.90)
tmM+1 = Xn (4.91)
bmi1 = bo (4.92)

B Pn 0

stata by jest poczatkowq wartodcig definiujaca rozmycie, a Py okresla nowe pa-
rametry diagonalne macierzy kowariancji (Py zazwyczaj jest réowne 1).
Dla funkgji bicentralnych dodanie nowego neuronu wyglada podobnie:

WM+1 = €n=Yn— f(Xn;pPn) (4.94)

tMit = Xn (4.95)

bmir = bo (4.96)

SmM+1 = So (4.97)
_ Pn 0

wektory statych bg i so definiujg poczatkowe wartoéci rozmy¢ i skoséw w wie-
lowymiarowej przestrzeni.
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Tak zdefiniowany statystyczny test wystarczalnosci modelu jest bardzo efek-
tywny, a dla jego zweryfikowania nie potrzeba wyznacza¢ zadnych dodatkowych
elementéw. Co najwazniejsze, taki test mozna stosowaé w kazdej iteracji algo-
rytmu uczenia, tj. dla kazdej prezentacji wektora treningowego. Jak sie¢ okazato
w praktyce tak zdefiniowany test wystarczalnosci prowadzi do lepszego wyko-
rzystania posiadanych juz funkcji bazowych przez model, jak i do uzyskania
lepszego poziomu generalizacji. Wida¢ to poréwnujac sie¢ IncNet z siecia RAN
[204], czy RAN-EKF [149], co mozna zobaczy¢ w rozdziale [7] (a szczegélnie w
podrozdziale[7.3) jak i pracach [136] 141} 146].

4.3.5. Usuwanie neuronow

Podczas procesu uczenia czesto dochodzi do sytuacji, w ktérej pewne wagi czy
neurony przestaja odgrywac istotng role. Takie okolicznosci sprawiajg, iz mo-
del i tak musi prowadzi¢ adaptacje takich neuronéw pomimo, iz nie sa one
przydatne. Co wiecej moga one by¢ przyczyna przeuczenia si¢ naszego modelu.

W powyzszej czeéci rozdziatu o ontogenicznych sieciach neuronowych moz-
na bylo zauwazy¢, ze prawie zaden model nie byt zdolny do powigkszania i
zmniejszania swojej struktury, a jesli juz moégl zmniejsza¢ i zwigksza¢ swojq
strukture, to nie még?t robi¢ obu czynnosci podczas uczenia i zazwyczaj usuwa-
nie neuronéw dokonywane bylo po procesie uczenia. Umozliwienie modelowi
zwiekszania i zmniejszania swojej struktury podczas procesu uczenia sprawia,
ze model moze (gdy potrzebuje) powiekszy¢ swoja strukture jak réwniez mo-
Ze dokonad jej zmniejszenia poprzez usuniecie czesci struktury lub zastgpienie
pewnej czesci struktury inng o mniejszej ztozonosci. Taki mechanizm regulacji
ztozonosci modelu jest znacznie bardziej racjonalny, niz umozliwienie jedynie
powiekszania albo zmniejszania struktury modelu.

Jak pokaze ponizsza cze$¢ podrozdzialu mozna tak zdefiniowac¢ algorytm
sprawdzania przydatnosci poszczegdlnych neuronéw, aby mozna bylo zwigk-
szaé, jak i zmniejsza¢ architekture sieci, dostosowujac ztozonos¢ modelu ucza-
cego do ztozonosci naptywajacych do modelu danych.

Ponizej przedstawiony algorytm opiera si¢ o analize wartosci wspdtczynni-
kow istotnosci (przydatnosci) dla neuronéw sieci. Tym samym, w pierwszym
etapie nalezy ustali¢ sposéb wyznaczania wspoélczynnikéw istotnosci dla po-
szczegdlnych neuronéw warstwy ukrytej.

Zaktadajac, iz funkcje gestosci, opisywane przez poszczegdlne funkcje trans-
feru neuronéw warstwy ukrytej, s podobne (np. zlokalizowane i wypukte),
wspodlczynniki istotnosci poszczegdlnych neuronéw warstwy ukrytej mozna zde-
finiowaé przez stosunek wielkoéci wagi do wariangji tej wagi. Taki stosunek
faworyzuje silne wagi (tj. wagi o istotnym wptywie), ktérych tendencje zmian
wartosci sa mate (tj. wagi nauczone). W ten sposéb zdefiniowane wspoétczynniki
mozna zapisa¢ matematycznie:

5= —L, (4.99)



170 4. Ontogeniczne modele sieci neuronowych

gdzie oy, oznacza wariancje i-tej wagi (zwigzang z i-tym neuronem warstwy
ukrytej).
Oczywiscie jesli miatoby dojs¢ do usunigcia jakiegokolwiek neuronu, to na-
lezy wybra¢ ten, dla ktérego wspélczynnik istotnoéci bedzie najmniejszy:
: oWl
Ly = minsj = min —-, (4.100)
i i (7'Wi
Uzywajgc rozszerzonego filtra Kalmana jako estymatora parametréw modelu
do wyznaczania wariancji ow,;, mozna uzy¢ macierzy kowariangji Pp.
W tym celu najpierw przyjmijmy, iz parametry sieci w wektorze parametréw
Pn sa uszeregowane w ponizszy sposoéb:

Pn = (Wi, ..., Wn,..]T. (4.101)

Pierwsze parametry pn to wagi pomiedzy warstwa ukryta i wyjSciowa, po
nich znajduja sie pozostate parametry wektora pn. Wtedy macierz kowariangji
Pn wyglada tak:

PW PWV
P= . 4.102
{ Piv Py } 10
gdzie Py jest macierza kowariancji pomiedzy wagami, macierz Pyy jest macierza
kowariancji pomiedzy wagami i innymi parametrami, a macierz Py jest macierza
kowariancji tylko pomiedzy innymi parametrami (tj. bez wag).

Korzystajac z powyzszego ulozenia parametréw w macierzy P wzér (EI00)

mozna sprowadzi¢ do postaci:

w2
Ly = minsj = min ——. (4.103)
i i [Pwli
Oczywiscie warto$¢ L1 mozna wyznacza¢ dla rozszerzonego filtra Kalmana,
jak i dla jego szybkiej wersji, opisanej réwnaniami (.80HL85).

Pozostaje problem podjecia decyzji, czy w ogodle nalezy usuna¢ jaki$ neuron
w danej k-tej iteracji algorytmu? W tym celu postuzmy si¢ ogélng konkluzja,
iz najczesciej nieistotne neurony wystepuja w modelach niestabilnych, a z ko-
lei wartoéciowe neurony mamy w dobrze nauczonych, stabilnych sieciach. Ta
konkluzja wiedzie do ogdlniejszego kryterium, ktére mozna zapisa¢ jako:
Ly

e < X o (4.104)
y

gdzie xfw jest rozkltadem chi-kwadrat z poziomem ufnosci 8% z jednym stop-
niem swobody, a Ry jest catkowitg wariancjg modelu, ktéra w przypadku uzycia
filtra Kalmana jest wyznaczana wzorem (.Z6).

Jesli powyzsze kryterium jest spelnione oznacza to, ze nalezy dokona¢ usu-
niecia neuronu, dla ktérego uzyskano najmniejsza warto$¢ spoéroéd wspélczyn-
nikéw istotnosci.
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Tak zdefiniowane statystyczne kryterium usuwania neuronéw warstwy ukry-
tej dla sieci typu RBF moze by¢ stosowane w praktyce z iteracji na iteracje, szcze-
golnie, gdy prowadzimy estymacje parametréw sieci za pomoca rozszerzonego
filtra EKF. Z kolei, uzywajac jednoczesnie podczas uczenia sieci, kontroli wystar-
czalnodci i kontroli przydatnosci poszczegdlnych neuronéw, model na biezaco
stara sie estymowac ztoZzonos¢ struktury sieci do ztozonosci naptywajacych se-
kwencyjnie danych uczacych. Takie postepowanie bardzo dobrze wplywa na
koricowy poziom generalizacji.

Wspélpracujace statystyczne kryteria wystarczalnosci sieci i przydatnosci
neuronéw sg uzywanie w sieci IncNet, a badania, wykonane dla r6znych danych,
wykazujg duza skutecznosé ich dziatania [133,[136,[135, 134]. Rezultaty
te zostaly tez umieszczone w rozdziale[] Szczegoélnie widoczng kooperacje kry-
teriow kontroli ztoZonosci modelu wida¢ w analizie danych psychometrycznych,
podczas procesu uczenia, co mozna zobaczy¢ w podrozdziale [Z.21]

4.3.6. Laczenie neuroné6w

Podczas rozwoju modeli sztucznych sieci neuronowych powstaty rézne meto-
dy usuwania neuronéw. Metody usuwania neuronéw opierajg si¢ o sposoby
wyznaczania neuronéw, ktére przestaty by¢ przydatne lub tez ich wplyw na
dzialanie sieci jest znikomy lub wrecz zly. Jednakze nierzadko mamy do czy-
nienia z sytuacjg, w ktérej regiony decyzyjne, powstale przez kooperacje wie-
lu neuronéw, moglyby zosta¢ zastapione przez mniejszg sie¢, nie zmniejszajac
wiasciwosci klasyfikacji, czy aproksymacji, a nawet dajac mozliwo$¢ polepsze-
nia jakosci generalizacji, dzieki zblizeniu ztoZonoéci modelu adaptacyjnego do
ztozonosci danych uczacych (problemu). Dlatego tez mozliwo$¢ tgczenia dwdéch
(lub wigkszej liczby, cho¢ to prowadzi do bardziej zlozonego problemu) neuro-
néw moze wplynaé pozytywnie, nie zmieniajac przy tym istotnie powierzchni
aproksymowanej funkgcji, czy powierzchni regionéw decyzji dla klasyfikacji.
Powyzej opisanego polaczenia dla pewnych dwoéch neuronéw i, j oraz zasta-
pienia ich przez nowy neuron new, mozna dokona¢ przy zalozeniu, iz funkcje
transferu neuronéw sg zlokalizowane, ciagle i jest spetnione ponizsze kryterium:

Jocon [9309 +3(x) = fnew(x)| e _
Jacon |pi(x) + ¢j(x)| dx

d jest podprzestrzeniq aktywnosci funkcji transferu ¢;i(x) i ¢j(x), a Pi(x) =
Wigi(X) i ¢j(X) = w;p;j(X) sa przeskalowanymi funkcjami przez wagi wyjscio-
we. Przeskalowana funkgja transferu nowego neuronu ¢new(X) (Pnew(X) = Wnew -
¢new (X)) dla x spoza podprzestrzeni d musi byé w przyblizeniu réwna zeru.
Wspotczynnik a okre$la biad, jaki uznaje sie za dopuszczalny. W przypadku
uzycia filtru Kalmana (i nie tylko) mozna wspétczynnik a uzalezni¢ liniowo od
szumu pomiaréw Rp lub od catkowitej wariancji modelu Ry (patrz réwnanie
4.76).

Kryterium opisane réwnaniem (£I0D) jest trudno zastosowaé w ogllnym

«, (4.105)
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przypadku, lecz gdy funkgje transferu warstwy ukrytej s separowalne wymia-
rowo (na przyktad dla funkgji gaussowskich lub bicentralnych), mozna dokona¢
uproszczenia tego kryterium do postaci:

fdlng o deQDN [‘l_)l(x) + 4_7j (x) — (l_)new(x)}z dxy...dxy
Jayep, -+ Jayeny [¢i(x) +4_>j(X)]2 dxy ...dxy

<a. (4.106)

Powyzsze kryterium moze zosta¢ uzyte w formie analitycznej lub numerycz-
nej.

W innych przypadkach kryterium fgczenia neuronéw moze zosta¢ uprosz-
czone do wyznaczania wazonego bfedu $redniokwadratowego w oparciu o chmu-
re punktéw o gaussowskim rozktadzie rozmieszczonych na obszarze aktywnosci
neuronéw i, j:

- - - 2
Laed [4i(X) + 9j(X) — Pnew(X)]
- - 2
aed [¢1%) + ¢5(X)]

W przypadku uzycia funkgji bicentralnych jako funkgji transferu, poszcze-
golne parametry funkcji bicentralnej moga by¢ wyznaczone jak ponizej:

<a (4.107)

¢(ti, 1) - Py + (. ) - P

W = 4.108
e ¢ (tnew, thew) (+.108)
1 _ _
ok = R [, % 00t) £ px )] oy (4.109)
€
lub (4.110)
thew = - F_’i +t- P_J (4.111)
Snew = Si-Pi+sj-P (4.112)
b; neuron j wewnatrz neuronu i,
brew = b; neuron i wewnatrz j, , (4.113)
bi+bj+|ti7tj\
-2  WPp-p

gdzie M jest zdefiniowane przez

M = ) [p(x, b)) + ¢(x, tj)] dx = P; +P;, (4.114)
eD

natomiast P; i F;J- poprzez:

- PI

B . (4.115)
' (Pi+Pj)

— PJ

P = —J (4.116)
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gdzie P;j i Pj sq zdefiniowane jako

Pi = $(x,t;) dx (4.117)
deD

Pj $(x, 1)) dx. (4.118)

deD

Pozostaje pytanie, kiedy probowa¢, czy kryterium bedzie spenione, i dla ja-
kich par neuronéw sprawdzaé, czy kryterium jest spetnione. Jednym ze sposo-
béw jest sprawdzanie kryterium co epoke dla kazdego neuronu i (i=1,..., M)
i neuronu j, wybranego w nastepujacy sposob:

j=arg ml?x Pty ti). (4.119)

Innym, kosztowniejszym sposobem jest préba taczenia jednej pary neuronéw
podczas kazdej (p-tej) iteracji algorytmu adaptacji. W tym przypadku wybiera
sie pierwszy neuron i:

i=arg mflx o (Xp, ty), (4.120)

gdzie Xp jest wektorem wejSciowym prezentowanym w p-tej iteracji algorytmu.
Nastepnie wyznacza sie¢ drugi neuron j:

j=arg TE'X o (Xp, ty), (4.121)
I

po czym bada sig, czy jest spetnione kryterium Igczenia neuronéw dla neuronéw
iij.

Gdy, dla pewnej pary neuronéw kryterium Igczenia bedzie spetnione (nie-
zaleznie od tego czy sprawdzanie nastepuje co iteracje, czy co epoke), nastepuje
zastapienie owej pary neuronéw nowym neuronem o parametrach opisanych
wzorami

Powyzej zaproponowany sposéb kontroli ztozonosci umozliwia zmniejsze-
nie struktury sieci neuronowej poprzez unifikacje jej fragmentéw, w oparciu o
analiz¢ neurondw, ktére wcale nie muszg by¢ nieprzydatne. Wrecz przeciwnie,
nierzadko da si¢ zastapi¢ dwa neurony, ktére odgrywaja istotng role. Tak zde-
finiowana metode taczenia neuronéw mozna stosowaé praktycznie do kazdej
sieci typu RBF, jak do innych modeli opartych o ciagle i zlokalizowane funkcje
transferu.

4.3.7. Wykorzystanie sieci IncNet w klasyfikacji

Sie¢ IncNet, w ktorej adaptacji podlegaja nie tylko wagi wyjéciowe, moze mie¢
tylko jedno wyjscie. Gdyby pozosta¢ jedynie przy adaptacji wag pomiedzy war-
stwg ukryta i wyjsciowq, wtedy tatwo mozna sformulowaé sposéb uczenia sieci
z wieloma wyjéciami (zrobit to Kadirkamanathan w pracy [148]). Jednakze rezy-
gnacja z adaptacji potozen funkcji bazowych, rozmy¢ czy skoséw i ewentualnie
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innych parametréw dla funkgcji bicentralnych, znaczaco zubaza catos¢ modelu i
zmniejsza jego potencjalne mozliwosci. Jeszcze gorszym rozwigzaniem (wrecz
niedopuszczalnym) jest, aby sie¢ wykorzystywata jedno wyijscie, a wartos¢ tego
wyijécia dla pewnej danej, po zaokragleniu, bytaby interpretowana jako numer
klasy, do ktérej owa dana zostalaby przypisana. Liniowy uklad wyjscia (kla-
sa 1,2,...,K) nie odzwierciedla w zaden sposéb rzeczywistych zaleznosci po-
miedzy klasami, a raczej wprowadza wrecz arbitralne, nie istniejgce i niestety
niedopuszczalne zaleznoéci.

Z powyzszych powodéw najciekawszym rozwigzaniem wydaje si¢ pomyst
zbudowania klastra niezaleznych sieci IncNet, a zadaniem kazdej z podsieci
byloby wyspecjalizowanie si¢ w rozpoznawaniu jednej (k-tej) klasy.

W tym celu ze zbioru par uczacych:

S ={(x1,y1), (X2,¥2), - .- (XN, YN) (4.122)
produkujemy K zbioréw, po jednym dla kazdej klasy:

S ={(xu¥1) (X2, ¥5), - Y)Y k=1,2,...K, (4.123)

gdzie y'i‘ przyjmuje wartoéci 1 lub 0:

vk = Lyi=k i=12...N. (4.124)
0 vyi#k

Tak zdefiniowane zbiory S¥ sg zbiorami uczacymi dla poszczegélnych sieci

IncNet, ktére razem tworza komitet. Schemat tak zdefiniowanego komitetu sieci
IncNet przedstawiono na rysunku

(— (X,yl) IncNet 1
: : Modut decyzyjny

(x.y) : : cl(x),...,CcK(x)

K (%Y%)

Rysunek 4.12: Komitet sieci IncNet w zastosowaniu do probleméw klasyfika-
cyjnych.

Dla danej obserwadji x kazda z sieci produkuje wartos¢ wyjéciowa C'(x) (dla
i =1,2...,K). Wartosé Ci(x) zblizona do zera oznacza, iz obserwacja X nie
odpowiada klasie i. Natomiast wartoé¢ C'(x) zblizona do jedynki oznacza, iz
obserwacja X odpowiada klasie i.

Modut decyzyjny, widoczny na rysunku podejmuje ostateczng decyzje
i przypisuje pewien wektor x do jednej klasy C(x). Podejmowanie takiej decyzji
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moze przebiega¢ zgodnie z ponizsza definicja:
C(x) = argmax C'(x). (4.125)
!

Tym samym modut decyzyjny wybiera sie¢, ktorej aktywacja byta najwieksza,
tj. najbardziej odpowiadajgca danej obserwacji.

Jednakze przydatnosc¢ takiego klastra podsieci IncNet wcale nie musi spro-
wadza¢ sie do obserwacji jedynie wartosci C(X). Bardzo przydatne jest wpro-
wadzenie nastepujgcej renormalizacji:

i o(C'(x) - 3)
Cilx) = _ , .
p(CYx) TG - 1) (4.126)

gdzie o(x) = 1/(1 +exp(—vX)), a 7 jest stala (np. okolo 10). Prowadzi to do
aproksymacji prawdopodobieristwa przynaleznoéci wektora x do klasy i.
Mozna zdefiniowaé Pmax:

Pmax(X) = max p(C'[x), (4.127)

jako prawdopodobieristwo najbardziej prawdopodobnej klasy.
Natomiast C(x) zdefiniowane poprzez

C(x) = argmax p(C'[x) (4.128)

wyznacza po prostu najbardziej prawdopodobna klase dla danej obserwaciji x.

Warto jednak pamietaé o fakcie, iz mamy do dyspozycji wszystkie wartosci
p(Ci|x) dlai = 1,2,...,K, a nie tylko wartos¢ prawdopodobieristwa najbardziej
prawdopodobnej klasy. Cho¢ z pewnoscig najwazniejsze jest wyznaczenie klasy,
dla ktérej prawdopodobienistwo jest najwieksze, jednak warto takze przyjrzeé
sie klasie (moze nawet wigcej niz jednej), ktéra moze stanowic¢ istotng alter-
natywe. Jesli wartosci tak wyselekcjonowanych prawdopodobieristw sg zblizone
oznacza to, ze klasyfikacja nie jest jednoznaczna. Obserwujac wszystkie warto$ci
prawdopodobieristw p(C'|x), z pewnoscia tatwo stwierdzié, ktére sposréd klas
mozna uznaé za nieprawdopodobne, nastepnie mozna je wykluczyé z dalszej
analizy (poréwnaj analize rezultatéw przedstawiong w podrozdziale Z.2).

4.3.8. Charakterystyka parametréw kontroli procesu adaptacji sie-
ci IncNet

Powyzej opisane gtéwne moduly sieci IncNet, na ktére skiadajg sie algorytm
uczenia, funkcje transferu i metody kontroli ztozono$ci sieci, posiadajg r6zne pa-
rametry umozliwiajgce wplywanie na proces adaptacji. Do takich parametrow
naleza: wspoélczynnik okreslajacy poziom szumu, funkcja Q(n), ktéra regulu-
je szybko$¢ zbieznosci filtra Kalmana, poczatkowe parametry funkgji transferu,
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wspolczynniki okreslajace stopnie ufnosci kryteriéw wystarczalnosci i niewy-
starczalnosci struktury.

Wigkszos¢ z tych parametréw jest stala lub zdeterminowana danymi ucza-
cymi lub charakterystykami procesu uczenia. Na przyklad poziom wariancji
szumu pomiaréw Rp powinien byé¢ znany ze wzgledu na sposéb dokonanych
pomiaréw lub, jeéli nie jest znany mozna (czy tez trzeba) dokonac jego oszaco-
wania (filtr Kalmana nie jest zbyt wrazliwy na poziom wariangji; dzigki temu
(ewentualne) oszacowanie wariancji szumu wcale nie ma krytycznego wplywu
na proces estymacji).

Poczatkowe parametry funkgji transferu okreélajg niejako rozdzielczos¢é mode-
lu, ale i poczatkowa gladkos¢ estymacji (poprzez dobdr skosu funkcji transferu
— jest to szczegodlnie widoczne dla funkgji bicentralnych). Rozdzielczo$¢ jest po-
chodna wielkos$ci obszaru aktywnego dla zlokalizowanej funkgji transferu. Gdy
obszar ten jest bardzo maty, mamy do czynienia z duza rozdzielczoscia, lecz
wtedy potrzeba wielu neuronéw w warstwie ukrytej, by docelowy obszar prze-
strzeni wielowymiarowej zostat odpowiednio pokryty, lub tez potrzeba by wie-
cej czasu, aby funkcje mogty zosta¢ odpowiednio rozciggniete. I odwrotnie gdy
obszar pokrywany przez funkcje jest bardzo duzy, zbyt szybko moze dojé¢ do
znacznego nakrywania sie réznych funkgji transferu. Wtedy neurony zamiast
kooperowaé zaczynaja wrecz walczyé ze soba. Dlatego tez dobér parametréw,
okreslajacych poczatkowe wartosci parametréw funkcji transferu dobrze powia-
za¢ z analizq danych i wszelka dostepna wiedza a priori, jak i proba uzycia
réznych wartoéci dla sprawdzenia jakosci dziatania procesu adaptacji.

Parametry kryteriéw kontroli ztoZzonosci struktury moga by¢ niemal nie-
zmienne, ze wzgledu na rézne aplikacje, albo wyznaczanie wartosci tychze pa-
rametréw moze by¢ powigzane (liniowo) z poziomem wariancji danych.

Powyzej opisane fakty pokazuja, iz przy zrozumieniu znaczenia odpowied-
nich wspoétczynnikéw, ich dobér nie jest trudny, a z pewnoscia korzystnie moze
wplynaé na proces adaptacji — im lepsza wiedza a priori wszczepiona w poczat-
kowy model, tym wieksze prawdopodobieristwo uzyskania lepszego poziomu
generalizacji.

Sie¢ IncNet rozbudowano o jeszcze kilka mechanizméw kontroli. Do waz-
niejszych z pewnoscig nalezy stopniowe chiodzenie dynamiki zmiany architek-
tury. Polega to na wyostrzaniu kryteriéw, przy jakich sie¢ moze zmienia¢ swoja
architekture wraz z uptywem procesu uczenia, zmuszajgc sie¢ do wigkszej sta-
bilizacji. Taki mechanizm moze by¢ przydatny, gdy dane, na ktérych system jest
poddawany uczeniu, sa mocno zdyskretyzowane (np. realne wartosci sg ciagte,
natomiast w danych znajdujq si¢ wartosci poddane dyskretyzacji, w wyniku
ktorej uzyskuje sie jedynie kilka réznych warto$ci) lub mocno zaszumione.

Innym mechanizmem, przydatnym na przykiad w wyzej opisanych sytu-
acjach, jest zapamietywanie najefektywniejszych wersji sieci (architektura i war-
todci wszelkich parametréow adaptacyjnych) podczas prowadzenia procesu ad-
aptacji. W tym celu, co pewna liczbe iteracji, dokonuje sie testu na podstawie
ktérego ocenia si¢ biezacy model i poréwnuje z aktualnie najlepszym modelem,
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po czym lepszy zostaje zapamigtany. Zapamietywaniu podlegajq wszelkie para-
metry modelu wraz ze struktura sieci. Oczywiscie przy ocenie wykorzystywane
sq jedynie dane treningowe.

Przy korzystaniu z dos¢ duzych zbioréw danych uczacych okazuje sig, iz war-
to, w miare prowadzenia procesu uczenia, zmniejsza¢ poczatkowy obszar (dys-
persje) zlokalizowanych funkgji transferu. Dzigki takiemu zabiegowi w pierwszej
fazie adaptacji system dysponuje funkcjami o mniejszej rozdzielczo$ci, natomiast
w dalszej czedci ma do dyspozydji funkcje o wigkszej rozdzielczosci, ktére w juz
istniejacej strukturze moga pokry¢ mniejsze obszary w bardziej precyzyjny spo-
s6b.

Poza opisanymi metodami kontroli zaimplementowano jeszcze pare mniej
istotnych. Na koniec wspomne o mozliwosci okreslenia maksymalnej liczby neu-
ronéw w warstwie ukrytej. Ten mechanizm, jak i inne nie wspomniane w pracy,
sq przydatne raczej na poziomie wstepnej oceny samych danych niz we wtasci-
wym procesie uczenia.

4.4. Sie¢ neuronowa optymalnych funkcji transferu

Sieci neuronowe uzywaja niemal zawsze neuronéw tego samego typu w kazdej
warstwie. Jednak wcale nie musi to oznaczad, ze taka architektura ma optymalna
zlozono$¢ i doktadnosé klasyfikacji, czy aproksymacji. Tak naprawde juz Sciéle
wybrany typ funkcji transferu dla danej warstwy narzuca pewne ograniczenia,
ktére odzwierciedla sie w ostatecznym rozwiazaniu.

Dlatego tez ponizszy rozdzial po$wigcony zostat sieciom neuronowym o
architekturach (w sensie liczby neuronéw, potaczen i typéw neuronéw), ktére
zostaja zoptymalizowane dla danego problemu. W sieciach tych kazdy neuron
moze implementowac inng funkcje transferu, a z kolei calos¢ struktury sieci jest
nadzorowana przez statystyczne kryteria, badZ poprzez dodanie odpowiednich
cztonéw do funkgji btedu.

Sztuczne sieci neuronowe aproksymuja nieznane odwzorowanie F* pomie-
dzy parami (xj,y;), dla i = 1,...,n ze zbioru S. Naszym celem jest, jak za-
zwyczaj, aby F(Xj) = yj, gdzie F(-) reprezentuje funkcje, ktéra realizuje cala
sie¢ neuronowa. Doktadnoé¢ z jaka uda sie zbudowac¢ sie¢, ktéra bedzie stosun-
kowo bliska wyzej postawionemu celowi, zalezy od algorytmu uczenia, liczby
warstw, neuronéw, polaczert miedzy neuronami i od typu funkcji realizowanej
przez kazdy neuron. Aby unikngé wspominanego juz niedouczenia lub prze-
uczenia danych przez sie¢, powinna ona zloZonoscig architektury odpowiadac
zlozonosci danych [140, [70].

Ztozono$¢ modelu moze by¢ kontrolowana na rézne sposoby. Na przykfad
przy wykorzystaniu regularyzacji, czy statystycznych kryteriéw kontroli ztozo-
nosci, jak i przez odpowiedni wyb6r funkgji transferu — patrz rozdziat [£3]
Wszystkie te metody beda wykorzystane w sieciach optymalnych funkcji trans-
feru opisanych w tym rozdziale. Zamieszczone przyklady pokaza rozwigzania
réznych probleméw.
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4.4.1. Sie¢ optymalnych funkcji transferu (OTFN)

Doktadnos¢ klasyfikacji sieci MLP i RBF moze si¢ znacznie r6zni¢, raz na korzys¢
jednego modelu, innym razem na korzys¢ drugiego. [70]. Jest tak, poniewaz nie-
ktore dane fatwiej dajq si¢ aproksymowac za pomoca funkcji sigmoidalnych ([L5)
z iloczynem skalarnym jako aktywacja, a inne za pomoca funkcji gaussowskich,
bazujacych na odleglosci jako aktywacji (L65).

Dobrym rozwigzaniem, opisanym w rozdziale d.3]i 4.6, jest uzycie funkgji
bicentralnych, ktérych mozliwosci s znacznie wigksze. Uzywajg one 3N pa-
rametréw, podczas gdy funkcja gaussowska uzywa 2N lub N + 1, a funkcja
sigmoidalna uzywa N + 1. Dlatego tez proponujemy zastosowanie optymaliza-
¢ji funkgji transferu w procesie uczenia sieci neuronowej. Taka sie¢ moze miec¢
ogoblna definicje w postaci:

F(x) =0 <ZWihi[Ai(X; pi)]) : (4.129)

gdzie hj(A;i(-)) € H (H jest pewnym zbiorem funkcji bazowych) jest i-ta funkcjq
transferu, h;j(-) jest funkcja wyjscia, a Aj(-) jest funkcja aktywacji. p; jest wekto-
rem parametréw adaptacyjnych dla neuronu i.

Funkcja o(-), ktdra jest funkcjg wyjscia calej sieci, moze by¢ funkcja tozsa-
mosciowa lub funkcja sigmoidalna. Warto takze rozwazy¢ uzycie funkcji okien-
kujacej, gdyz umozliwia ona aktywacje neuronu na pewnym przedziale (ktory
moze by¢ dowolnie duzy). Uzycie funkcji tozsamos$ciowej skraca czas obliczer
zZwigzany z procesem uczenia (niestety nie zawsze mozna pozosta¢ przy funkgji
tozsamosciowej, np. gdy chcemy aby wyjscie odpowiadato prawdopodobien-
stwu).

Sie¢ zdefiniowana réwnaniem 129 umozliwia uzycie réznych funkcji trans-
feru h;j(-). W rozwazaniach ponizej i przykladowych problemach uzyte beda
typowe funkcje gaussowskie, funkcje sigmoidalne i funkcje okienkujace (L.73).

W celu uczenia sieci bedzie stosowany algorytm gradientowy opisany w
rozdziale 2.4 Wtedy sie¢ bedzie mogta by¢ kontrolowana przez przedstawione
ponizej sposoby.

4.4.1.1. Usuwanie neuronéw

W pierwszej wersji sieci OTEN uzyta zostata metoda eliminacji wag zapropo-
nowana przez Weigenda [253] opisana juz w rozdziale ktorej gtéwnym
elementem jest dodanie regularyzacyjnego cztonu do funkcji btedu:

M w2 /w2
A =0 4.130
i; 1+w2/wi ( )

(Wg, A, M zdefiniowane sq w rozdziale E.T.1).
Nietrywialne zachowanie powyzszego cztonu sprawia, iz rezultaty moga by¢
rzeczywiscie ciekawe i godne uwagi.
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4.4.1.2. Statystyczne kryterium usuwania neuronéw

Mozna takze skorzystaé ze statystycznego kryterium, ktére okresla czy usuwanie
powinno nastgpi¢ dla danego modelu P:

L 2
Lo , 4.131
P Var[F(x; pn)] < XLo (4.131)
gdzie X%,ﬁ jest 9% przedzialem ufnoéci dla rozkladu x? z jednym stopniem
swobody. oy, definiuje wariancje w; modelu P.
Natomiast L jest zdefiniowane przez:

w2
L = min —. (4.132)
i O-Wi

Neuron o najmniejszej przydatnosci dla sieci zostanie usuniety gdy tylko
przekroczy on prog zdefiniowany nieréwnoscia B.131l Co oznacza, ze albo wsp6i-
czynnik istotnosci L byl za maty albo niepewnos¢ sieci Var[F(X; pn)] byla zbyt
wielka.

Ten pomyst jest juz znany z opisanej wczesniej sieci IncNet [£.3] jednak po-
zostaje problem wyznaczenia tych parametréw, ktére w przypadku sieci IncNet
byly wyznaczane za posrednictwem filtru Kalmana.

Wariancje 0w, mozna nalicza¢ iteracyjnie:

N-—-1 1 —
T e (4.138)
- N—-—1—— 1
AWin = TAWinil + NAWP, (4134)

gdzie n oznacza numer iteracji, a Aw]' = w{' — Wi”_l. N definiuje dtugos¢ ogo-
na naliczania wariancji (moze to da¢ bardzo ciekawe rezultaty w przypadku

ciggtych danych o niestacjonarnych rozktadach).

4.4.1.3. Kryterium wystarczalnosci sieci

Mozna sie¢ tu réwniez postuzy¢ ogdlng ideg kryterium wystarczalnosci opisang
w rozdziale po$wieconym sieci IncNet .3 (patrz tez [T40]).
Ogolne kryterium wystarczalnosci zdefiniowane byto przez:

e2

Mo’ VarFoxp) 1]

< Xo (4.135)
gdzie xﬁﬂ jest 0% przedziatem ufnosci dla rozktadu x? z n stopniami swobody.
e =y — f(X;p) jest bledem jaki popelnia model w punkcie X, a 7 jest wariancja
danych.

Wariancja moze by¢ wyznaczana co epoke przez:

Var[F(x;pn)] = ﬁ ) [AF(xi; pa) — FOG:Pm)| (4.136)
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lub iteracyjnie, podobnie do kryterium usuwania neuronéw:

Var[F(x;pn)] = 1 VarlF(Gpy 1]+ [AFGipn) ~ Fipn) | (4137)

gdzie AF(Xj;pn) = F(Xi;Pn) — F(Xj; Pn_1). N réwniez definiuje dlugosé ogona
zapominania.

4.4.2. Sie¢ optymalnych funkgcji transferu typu II

Drugim sposobem uzyskania sieci optymalnych funkgji transferu jest uzycie ta-
kich funkcji transferu, ktére moga zmieniaé swojq nature w zaleznosci od po-
trzeb, czyli przemienia¢ sie (ptynnie) z jednego typu funkcji w inny typ. Daje
to nawet potencjalnie ciekawsze rozwigzanie od powyzszego, poniewaz kazdy
z neuronéw moze niejako decydowacé o tym, jaki typ w danym przypadku jest
bardziej korzystny.

Pierwsza z funkgji o takich mozliwo$ciach jest niewatpliwie funkcja stozkowa
(L99) opisana juz w rozdziale [[.45 Ciekawsze rozwigzania moze by uzyska¢
stosujac rozszerzona wersje funkgji stozkowej (I.96). Tak zdefiniowana funkgja
moze zmienia¢ si¢ od funkcji sigmoidalnej do funkcji gaussowskiej wielu zmien-
nych (por. rys. [.29).

Inna, bardzo ciekawa alternatywe stanowi funkcja gaussowska uniwersalna
(T99). Funkgja ta moze plynnie zmieniac si¢ od funkgji okienkujacej do funkgji
gaussowskiej (por. rys. [L31).

Spojrzmy jeszcze raz na aktywacje funkgji (funkcja wyjscia jest funkcja sig-
moidalna) uogélnionej stozkowe;:

Acc(X;w, t,b,a, ) = —[al(x —t;w) + BD(X, t, b)]. (4.138)

Latwo zauwazy¢ dwie czesdci aktywacji, ktére odpowiadajg za dwa rézne
typu podfunkgji. Pierwsza odpowiada za cze$¢ sigmoidalng, druga za elipso-
idalna.

Zmieniajac odpowiednio funkcje btedu mozna sprawié, aby neuron opowia-
dal sie za jedng z dwoch czesci funkcji uniwersalnej lub utrzymat obie czesci,
ale za pewna kare. Taka funkcja bledu moze wygladac tak:

M a?/a? B2/B3
Ewe(F, W) = Eg(F) + A e R Y I
e ,; 14+ a?/al 1+ B2/B3

(4.139)

xg i Bo sa stalymi z warto$ciami zblizonymi do 1.
Poza tym algorytm uczenia nie zmienia si¢ wzgledem algorytmu uzytego
do poprzedniej wersji sieci optymalnych funkcji transferu.



4.4. Sie¢ neuronowa optymalnych funkcji transferu 181

50,
0

SIS
S SSS
S

o
0“"’0
L7
R

-

e ;‘""’QNN“
Y

LSAL

L7

LA
/2L

(e) 6

Rysunek 4.13: R6znorodne rozwigzania problemu parzystosci (XOR).
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(a) (b)

Rysunek 4.14: R6znorodne rozwigzania problemu parzystosci (XOR) cd.

4.4.3. Przyklady dzialania sieci optymalnych funkcji transferu
4.4.3.1. Problem parzystosci

Problemy parzystosci, ktérych najprostszym przyktadem jest XOR, sa jednymi z
bardziej eksploatowanych probleméw do ilustracji dziatania réznych aspektow
sieci neuronowych jak i innych metod inteligencji obliczeniowe;.

Jak wiadomo sie¢ MLP dysponujaca 2 neuronami sigmoidalnymi potrafi roz-
wigzad ten problem. Jeszcze tatwiej przychodzi to sieci RBF. Mozna si¢ wiec spo-
dziewa¢ nie tylko, Ze problem w przypadku sieci OFTN zostanie rozwiazany,
ale i Ze dostarczy nam réznych rozwiazan. Tak tez okazato si¢ w rzeczywistosci.

Sie¢ OTEN startowala z 4 neuronami: 2 neurony sigmoidalne i 2 neurony
gaussowskie. Parametry neuronéw byty losowe z przedziatu 40.5. Po pewnym
czasie parametr A réwnania .3 byt zmniejszany tak, aby uzyskaé mozliwie pro-
ste rozwigzanie. Eliminacja wag byla stosowana do wag pomiedzy warstwg
ukryta i wyjSciowa.

Proces uczenia takiej sieci neuronowej (trwajacy 2 000 — 10 000 iteracji) moze
zakonczy¢ si¢ bardzo réznymi poprawnymi rozwigzaniami. Niektére z przed-
stawionych ponizej rozwiazan sa rzadkie, inne znacznie czestsze. Rysunki [£T13]
(a) do (h) ukazuja rézne rozwigzania. (a), (b) i (c) pokazujg ré6zne kombinacje
funkcji gaussowskich, jakie zostaty znalezione. Inne rozwigzania korzystaja z
funkcji sigmoidalnej i gaussowskiej (d), (e) i (f). Rozwigzanie, ktére korzysta z
dwoch funkcji sigmoidalnych (g) jest bardzo rzadkie jesli tylko sie¢ dysponu-
je funkcjami gaussowskimi one szybciej dostosowujg sie do funkcji btedu. (h)
prezentuje rozwigzanie skltadajace sie z jednego neuronu okienkujacego (L.Z3)
— jest to najprostsze rozwigzanie tego problemu i bardzo tatwe do znalezienie
siecig OTFN. Sie¢ bardzo szybko pozbywa si¢ neuronéw gaussowskich i sigmo-
idalnych zostawiajac jeden neuron okienkujacy.
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4.4.3.2. Problem péisfery i pélprzestrzeni.

(©

Rysunek 4.15: Problem potsfera + poétprzestrzeni i przyklady rozwigzan.

Problem potsfery i pétprzestrzeni przedstawiony na rysunku (a) jest
nietrywialny. Idealne rozwiazanie problemu nie moze by¢ zbudowane ze sto-
sunkowo matej liczby funkgji gaussowskich albo sigmoidalnych. Zbiér opisujacy
problem sklada si¢ z 2000 punktéw. Na poczatku sie¢ OTEN skladata si¢ z 3
neuronéw gaussowskich i 3 sigmoidalnych. Najprostsze rozwiazanie sklada sie
z jednego wezta sigmoidalnego i jednego gaussowskiego — takie rozwigzanie zo-
stato pokazane na rys. 15 (b). Cho¢ 3 funkgje sigmoidalne dajq rowniez dobre
rozwigzanie, tylko nieco gorsze — rys[4.16l(c). Liczba epok uczenia wynosita 500
i koricowa poprawno$¢ wynosita okoto 97.5-99%. Podobny test przeprowadzony
zostal w 10-cio wymiarowej przestrzeni. Uzyskano poprawnos¢ rzedu 97.5-98%.
Sie¢ koricowa miata 2 lub 3 neurony, zaleznie od warto$ci wspoétczynnika wy-
muszajgcego usuwanie neuronow.



184 4. Ontogeniczne modele sieci neuronowych

4.4.3.3. Problem tréjkata.
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Rysunek 4.16: Rozwigzania problemu tréjkata.

Problem tréjkata to 1000 punktéw, ktére sktadajg si¢ na dwie klasy — patrz
rys. 16l (a). I w tym problemie na poczatku sie¢ OTFN miata po 3 neuro-
ny gaussowskie i sigmoidalne. Sie¢ OTFN znajdywata optymalne rozwigzanie
sktadajace sie z 3 funkgji sigmoidalnych K16 (b) i nieco uproszczone wersje,
skiadajqce si¢ z jednego wezta gaussowskiego i 2 funkgji sigmoidalnych B.16 (c).
Znalezienie optymalnego rozwigzania jest naprawde bardzo trudne, poniewaz
funkcje gaussowskie bardzo szybko zawlaszczajg spore czesci trdjkata, starajac
sie rozwigza¢ problem. Sie¢ uczyta sie 250 epok i poprawnosc¢ koricowa wynosifa
ok. 98-99%.



Komitety modeli

Komitety modeli to grupy modeli adaptacyjnych, ktére zostaja razem uzyte do
rozwigzania jednego problemu. Na przestrzeni ostatnich lat powstato wiele r6z-
nych typéw komitetéw modeli i w ponizszym rozdziale zostang zaprezentowane
te, ktére wydaja sie by¢ najciekawsze i bardzo uzyteczne.

Rysunek [5.1] przedstawia ogélny schemat dziatania komitetu. Transformator
danych przekazuje, czesto zmodyfikowane dane, do podmodeli. Modut decy-
zyjny na podstawie odpowiedzi podmodeli dokonuje wyznaczenia ostatecznej
wartosci wyjsciowej (klasyfikacji badZ aproksymaciji).

Warto bedzie zwrdci¢ uwage na to jak rézne typy komitetéw moga i wply-
waja na finalng ztoZonos¢ catosciowq modelu stworzonego do rozwigzania pew-
nego problemu. Bedzie wida¢ w tej kwestii duze zréznicowanie, wynikajace z
odmiennosci natury réznych komitetéw.

Dwa gltéwne cele, jakie przyswiecaja stosowaniu komitetéw to:

e Wspomaganie rozwigzywania probleméw wieloklasowych przez rozbicie
problemu na mniejsze i uzycie podmodeli specjalizujgcych sie w czesciach
catego problemu.

e WyrazZne polepszanie poziomu generalizacji i znaczne podniesienie pozio-
mu stabilnosci modelu koricowego.

Pierwszy cel — wspomaganie probleméw wieloklasowych, realizowany jest
przez uzycie podmodeli w komitecie. Podmodele te specjalizuja si¢ w pewnej
czesci problemu. Jak pokazemy ponizej najczesciej konstruuje si¢ podmodele
specjalizujace si¢ w dyskryminacji pomiedzy pewna klasg A a pozostatymi kla-
sami, badZ tworzy sie podmodele dyskryminujace pomiedzy parami klas lub
podgrupami klas. Ma to ogromne znaczenie w systemach koncowych, gdzie
naprawde wymaga sie, aby diagnoza byta jak najbardziej wiarygodna. Wtasnie
w tym celu dobrze jest stosowac nie tylko jeden model, ktéry potrafi sobie ra-
dzi¢ z problemami wieloklasowymi, ale takze utworzy¢ podmodele (komitet),
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Model Model Model Model

Modul decyzyjny

| Wyjscie |

Rysunek 5.1: Ogélny schemat komitetu.

ktére beda mogtby wnieé¢ istotng dodatkowa informacje. W przypadku zas,
kiedy korzystamy z modeli adaptacyjnych, ktére nadaja si¢ tylko do probleméw
dwuklasowych, takie komitety stanowig jedne z lepszych sposobéw obejscia
probleméw wieloklasowych.

Drugi cel — polepszanie poziomu generalizagji i stabilnosci modelu korico-
wego, jest pewnym fenomenen]. Ogo6lna idea polega na zastosowaniu szeregu
modeli (od kilku do nawet kilkuset) w celu rozwigzania tego samego problemu.
Jak tatwo si¢ domysli¢, nie ma sensu budowanie komitetu, ktéry skladatby sie
z identycznych modeli. To oczywiscie do niczego nie prowadzi, z wyjatkiem
straty czasu. Zréznicowanie modeli uzyskiwane jest na rézne sposoby (co zo-
baczymy w ponizszych podrozdziatach), a dzieki temu powstaje szereg modeli
specjalistow. Bywaja one lepsze i gorsze, ale podejmujac decyzje wspdlnie, ro-
bia to trafniej (niwelacja wariancji btedu). Dzigki temu poziom generalizacji i
stabilnosci ros$nie. Dotyczy to praktycznie wszystkich modeli inteligencji obli-
czeniowej, nie tylko jakiejs ich podgrupy. Niewatpliwie mozna dopatrzy¢ sie
w takiej kooperacji pewnych elementéw regularyzacji, niejako przez rozmycie

!Napisatem fenomenem poniewaz nierzadko w komitecie znajduja si¢ podmodele o watpliwej
jakosci generalizacji, ale cafos¢ komitetu radzi sobie bardzo dobrze.
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pojedynczych decyzji.

Warto tu dodag, ze bardzo pomocne moze by¢ stosowanie komitetéow modeli
ontogenicznych. Szczegodlnie gdy stosuje si¢ zaostrzone kryteria co do ztozonosci
architektury sieci. Wtedy pojedyncze modele ontogeniczne moga nie dyspono-
wacé oczekiwang dokladnoscig, ale mogg doskonale nadawac sie¢ na podmodele
komitetu.

5.1. K-klasyfikatoréw

Gdy dany problem jest problemem wieloklasowym, a nasz model nie umie ra-
dzi¢ sobie z wigcej niz dwiema klasami, mozemy zbudowa¢ komitet skiadajacy
sie K klasyfikatoréw. Dalej taki komitet nazywany bedzie K-klasyfikatorem. Kaz-
dy z podmodeli bedzie specjalizowat sie¢ w rozpoznawaniu jednej z klas, i bedzie
dokonywal dyskryminacji pomiedzy pewngq i-tq klasa, a reszta klas. Takie roz-
wigzanie warte jest rozwazenia nie tylko gdy dany model adaptacyjny nie umie
radzi¢ sobie z wiecej niz dwiema klasami. Moze okazacd sie, ze dyskryminacja
jednej klasy da proste, ciekawe rozwigzania (o prostej interpretacji), podczas
gdy rozréznienie naraz wszystkich klas moze by¢ znacznie bardziej skompliko-
wane. Nierzadko bywa, Ze ztozonoé¢ modeli dyskryminujacych poszczegélne
klasy bedzie znacznie rézna. Da nam to dodatkowa wiedze o problemie. Moze
tez si¢ okazaé, ze suma ztozonosci modeli dyskryminujacych pojedyncze klasy
bedzie mniejsza, niz jednego modelu wieloklasowego.
W celu zbudowania K-klasyfikatora oryginalny zbioér par uczacych:

S ={{x1,y1), (x2,¥2), .- (XN YN) (5.1)
zamieniamy na K zbioréw, po jednym dla kazdej klasy:
S = {(x1.¥5), (k2. ¥), . (xno YR k=1,2,.K, (5.2)
gdzie yX przyjmuje wartosci 1 lub O:
1 yi=k .
k [
yi = i=1,2,...,N. (5.3)
' {0 yi #k

Tak zdefiniowane zbiory S¥ sq zbiorami uczacymi dla poszczegélnych pod-
modeli komitetu. Schemat K-klasyfikatora przedstawiono na rysunku [5.2]

Dla danej obserwadji x kazdy z podmodeli generuje wartoé¢ wyjsciowg C'(x)
(dlai=1,2,...,K). Wartos¢ Ci(x) powinna by¢ zawarta w przedziale [0, 1]. War-
toé¢ zblizona do zera oznacza, ze obserwacja X nie odpowiada klasie i, natomiast
wartoé¢ C'(x) zblizona do jedynki oznacza, ze obserwacja x odpowiada klasie i.

Modut decyzyjny, widoczny na rysunku b.2, podejmuje ostateczng decyzje i
przypisuje pewien wektor X do jednej klasy C(x). Podejmowanie takiej decyzji
moze przebiega¢ zgodnie z ponizsza definicja:

C(x) = argmax C'(x). (5.4)
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(— (X,yl) Model 1
: : Modut decyzyjny

(x,Y) : : C(x),...,CK(x) —@

N

Rysunek 5.2: Schemat komitetu K-klasyfikatora.

Tym samym modul decyzyjny wybiera sie¢, ktorej aktywacja byta najwieksza,
tj. najbardziej odpowiadajaca danej obserwacji.

Normalizujac wartosci C'(X) mozemy dosta¢ prawdopodobieristwa przyna-
leznosci do poszczegdlnych klas:

C'(x)

p(C'x) = T, i)’

(5.5)

Przedstawiony komitet jest w 98% zgodny z tym, ktéry zostal uzyty dla sieci
IncNet, opisanej w rozdziale B.3.7]1 Réznica polega na wartosciach wyjs¢ modeli
C'(x). Dla powyzszego komitetu znajduja sie one w przedziale [0, 1]. Natomiast
dla sieci IncNet wyjscie moze przyja¢ wartosci nieco ponizej 0 lub nieco powyzej
1 (typowe wartosci oczywiscie znajda si¢ wewnatrz przedziatu [0, 1]. Dlatego tez
inaczej trzeba postapi¢ w przypadku wyznaczania prawdopodobienistw. Prosze
poréwnac wzory E126 i B35

5.2. K2-klasyfikatoréw

Innym podejéciem jest stworzenie komitetu, w ktérym znajda sie¢ modele dys-
kryminujace dla kazdej pary klas kj, kj. Wymusza to stworzenie (g) modeli Cj;
dlai=1,...K,j=1,...,K,i # ] i tyle samo zbioréw par uczacych:

SU={(xay)) T yk=1V yk=1D} (5.6)

gdzie yli(j przyjmuje wartosci 1 lub 0:

ij )1 =1,
yk{o " (5.7)

Prosze zauwazy¢, ze dzieki definicji B zbiory S sktadajg sie tylko z tych
wektoréw, ktore nalezg do klasy i lub j. Dzieki temu kazdy model Cjj posiada po
pozytywnym etapie uczenia wiedze o rozréznianiu klasy i od klasy j. Wyjscie
modelu Cjj, Cjj(x), powinno dawa¢ warto$¢ z przedziatu [0, 1]. Wartoé¢ bliska
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zeru odpowiada wektorom x klasy j, a bliska 1 wektorom x klasy i. Gdy przyjac:
Cij(x) = 1 - Cji(x), wtedy wystarcza utworzy¢ tylko modele Cj; gdzie i < j.

Tym samym mamy macierz klasyfikatoréw (i ich odpowiedzi dla wektoréw
wejsciowych x:

o C1,2 C1’3 L. Cl,k—l Cl,k
C2,l _ C2'3 C2,kfl C2,k
C3,1 C3’2 o C3,k—1 C3,k

(5.8)

Ckfl,l Ckfl,Z Ckfl,3 Ckfl,k

Ck,l Ck,2 Ck,3 L. Ck,k—l o

Niestety, gdy zapytamy model Cj; o klasyfikacje wektora, ktéry ewidentnie
nalezy do klasy réznej od i i j, trudno spodziewac¢ si¢ racjonalnej odpowiedzi
(model Cjj nigdy nie widzial wektoréw nalezacych do tej klasy!). Jest to bardzo
podobne do zapytania pewnej osoby co sadzi o jazzie podczas, gdy dana osoba
nigdy w zyciu nie styszata ani jednego utworu jazzowego. Jak sie domyslamy
prowadzi to do sporego zagrozenia w wyciaganiu dalej idacych wnioskéw, w
oparciu jedynie o modele Cj;.

Przynalezno$¢ danego wektora x do klasy i mozna zdefiniowaé przez poniz-

sze réwnanie 3
Yz CM(x)
Ykjk C9(X)’

jednak jest to niebezpieczne z powodéw wspomnianych powyzej. Bardziej za-
lecane jest dokonanie wstepnej diagnozy w oparciu o komitet K-klasyfikatorow.
Nastepnie, gdy nie mamy petnej jednoznacznosci, tj. istnieja dwie (czasem wig-
cej) klasy i i j, dla ktérych wartosci C'(x) i CI(x) (patrz réwnanie B4) sq duze,
mozna positkowac¢ sie klasyfikatorem C', ktéry specjalizuje sie¢ w rozstrzyganiu
przynaleznoéci do jednej z klas i i j. Takie postepowanie jest juz poprawne i zale-
cane. Z pewnoscia pozytywnie powinno wplyna¢ na wiarygodnos¢ ostatecznej
decyzji.

Komitet K2-klasyfikatoréw moze okazac sie efektywniejszy od k-klasyfikatoréw,
gdy podmodelami komitetéw beda liniowe modele dyskryminujgce. W takich
przypadkach moze okazac si¢ niemozliwe oddzielenie pojedyncza hiperptasz-
czyzna wektorow pewnej klasy od pozostatych wektoréw, natomiast catkiem
realne bedzie (moze by¢) oddzielenie wszystkich par klas pomiedzy soba.

p(C'x) = (5.9)

5.3. Maszyna liniowa

W przypadku liniowej dyskryminacji z problemami wieloklasowymi radzono
sobie wykorzystujac maszyne liniowq. Metoda polega na konstrukcji funkgji dys-
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kryminujacych dla kazdej z klas:
gGi(X) =w x+wjp i=1,...,K. (5.10)

Wtedy przynalezno$¢ wektora x do jednej (lub kilku réwnowaznych) z klas
wyznacza si¢ poprzez:

C(x)=arg_ max 9i(X). (5.11)

Powyzsze réwnanie mozna odczytywac jako poszukiwanie najsilniejszej dys-
kryminacji dla danego wektora x. Nie trudno dopatrzy¢ sie sporego podobien-
stwa pomiedzy K-klasyfikatorem, a maszyng liniowa. Wystarczy poréwnac po-
wyzsze rOwnanie z rOwnaniem

Warto zwrdci¢ uwage, ze regiony przynaleznosci poszczegélnych punktow
przestrzeni do klas nie musza by¢ ciagle. W przypadku ciagtosci dla pewnych
dwoch regionéw i i j, ich podziat definiuje hiperptaszczyzna

gi(x) = gj(x), (5.12)

czyli
(wj — Wj)TX + (Wijg — WjO) =0. (5.13)

Co daje w tatwy sposéb wyznaczy¢ odlegtosé punktu x do hiperplaszczyzny
zdefiniowanej powyzszym wzorem: (@i — 9j)/||w;i — wj||.

5.4. Sposoby podejmowania decyzji przez komitet: glo-
sowanie i wazenie

Powyzsze komitety skiadaly sie¢ z modeli, ktére specjalizowaty sie w rozwigzy-
waniu czeéci problemu, dyskryminacji pomiedzy dwiema klasami, badz dyskry-
minacji pomiedzy pewna klasa i pozostalg czescig zbioru. Ponizej omdwione zo-
stang komitety, ktérych modele wspoélnie rozwigzuja ten sam problem. Wiele pu-
blikacji wskazuje jednoznacznie, Ze stosowanie komitetéw z wazeniem czy gto-
sowaniem ewidentnie podnosi poziom generalizacji [89) 245 [21], 55} (178, 214} [§].

Komitety mogga by¢ wykorzystywane réwnie dobrze do probleméw aproksy-
macyjnych, jak i klasyfikacyjnych. Ogoélna posta¢ komitetu do probleméw aprok-
symacyjnych moze mie¢ postac:

F(x) = iWiFi (x), (5.14)
i—1

jak widaé, efektem komitetu jest po prostu wazona kombinacja podmodeli. Naj-
czesciej suma wag W; powinna by¢ réwna 1, a poszczegdlne w; >= 0 (w naj-
prostszym przypadku w; = 1/T).
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W przypadku klasyfikacji mozna przeprowadzi¢ glosowanie w oparciu o
klasyfikacje poszczegélnych modeli komitetu:

F(x) =argmax ) 1 (5.15)
b Rx)=i

Mozna takze uzy¢ wazenia glosowania:

F(x) =argmax ) w; (5.16)
b jiR(x)=i

Sposoby wyznaczania wag W; zostang zaprezentowane w kolejnych podroz-
dziafach.

Zaktadajac natomiast, ze kazdy model daje nie tylko etykiete zwycieskiej
klasy, ale takze wektor prawdopodobienstw poszczegdlnych klas:

p' = F(x), (5.17)
gdzie p' = [pil, cey pi(], a K jest liczba klas, mozemy dokona¢ wazenia prawdo-
podobienistw decyzji:

— Z?:l w;p'
===l 7 5.18
p == (5.18)

i nastepnie wybrac najbardziej prawdopodobna klase:

argmax p;. (5.19)
1

Wszystkie powyzsze sposoby sprawiajg, ze docelowo mozna uzyskac lepszy
poziom generalizacji. Wariancja oczekiwanego bledu zmniejsza si¢ az T razy

5.5. Bootstrap Aggregating (Bagging)

Jak napisat Breiman w [24], gdyby przyjacielski duszek obdarzyl nas niezalezny-
mi kopiami S3,Sp,... zbioru par S = {(X;,y;) : 1 < i < N} i kazdy zbiér S;
sktadatby si¢ z N wylosowanych prébek z tym samym, nieznanym prawdopo-
dobieristwem, mozna by skonstruowaé modele predykcyjne F(X, Sj), a nastepnie
utworzy¢ model finalny:

F(X) = i F(x,Sp). (5.20)
i=1

=l

Wtedy model F(x) bedzie miat mniejszy blad predykcji. W przypadku kla-
syfikacji trzeba usredni¢ glosowanie podmodeli klasyfikujgacych:

F(x) =argmax ) 1 (5.21)
'Rk =i
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Niestety zbioréw S zdefiniowanych powyzej stworzy¢ nie mozna. Mozna
jednak stworzy¢ ich przyblizenie. Nowe zbiory SiB mozna utworzy¢, losujac nie-
zaleznie N razy prébki ze zbioru S (z mozliwoscia powtarzania). Breiman prébki
SP nazywa probkami rozktadu bootstrap. Kazdemu punktowi ze zbioru S przy-
dziela si¢ prawdopodobienistwo 1/N .

Mozna wtedy stworzy¢ nowy model przez agregacje (uSrednienie):

- 1T
F(x) = £ ) F(x SB) (5.22)
i=1
dla regresji. Natomiast dla klasyfikacji nalezy przeprowadzi¢ gtosowanie:
F(x) =argmax Y. 1L (5.23)
' jF(xSB)=i

Dlatego tez tytulowa nazwa bagging pochodzi od bootstrap aggregating.

5.6. Boosting i AdaBoost

Boosting jest komitetem, ktérego koricowy model charakteryzuje si¢ duzym mar-
ginesem ufnosci (poréwnaj rozdzial[3). Przyklada on szczegdlng wage do wek-
toréw, ktére majg maly, badZ ujemny margines ufnosci, czyli s3 umiejscowione
na granicach decyzyjnych lub nawet po btednych stronach granic decyzyjnych
(89 B0, [224].

Zasadnicza réznica pomigdzy Baggingiem i Boostingiem polega na tym, ze
Bagging uczy wszystkie podmodele niezaleznie, natomiast boosting uzywa se-
kwencyjnie bazowego algorytmu uczenia (wybranego modelu adaptacyjnego, z
ktérego bedzie budowany komitet), za kazdym razem zmieniajac jednak roz-
ktad danych treningowych. Zat6zmy, ze algorytm bedzie skiadat si¢ docelowo
z T modeli. Wtedy w krokach t =1,..., T rozklad D¢(-) bedzie pewna funkcjg
przydzielajaca prawdopodobieristwa z rozktadem zaleznym od t (kazdy model
komitetu ma prébki losowane zgodnie z D+(+)) zbioru uczacego S, ktéry sktada
sie z par S = {(X;,yi) 1 1 <i < N}.

Adaptive Boosting (AdaBoost) jest jedng z realizacji koncepcji boostingu. Ce-
lem AdaBoost jest konstruowanie kolejnych modeli h; tak, aby w miare mozli-
wosci malat btad et:

er= ). D). (5.24)

iyi#he(x)

Poczatkowo (D) ma rozkliad jednostajny: Dy (i) = 1/N. Nastepnie w kazdej
kolejnej iteracji bedzie zmieniany:

Dt (i) exp(—yjathe(X;))
Zt '

Desa(i) = (5.25)
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gdzie ay = 3 In((1 — €;)/er). Zaklada sig, ze y; € {—1,1} i he(x;) € {—1,1} (czyli
rozwazany jest przypadek dwuklasowy, dla probleméw wieloklasowych moz-
na uzy¢ zmodyfikowanej wersji opisanej w dalszej czesci). Z; jest czynnikiem
normalizujgcym Dy 1 tak, aby D1 bylo prawdopodobienistwem. Moze to by¢:

N
Zt = ) Di(i)exp(—yiathe(x;)) (5.26)
i=1
— Y De(i)e ™+ ) Dy(i)e™ (5.27)
inyi=he(x) iryihe(xi)
= 2 €t(1—€t). (528)

Finalny komitet jest wtedy wazonym wigkszoSciowym klasyfikatorem:

F(X) = sign <i Détht(Xt)> . (5.29)
t=1

Dzieki powyzej przedstawionej ewolucji rozktadu D¢ AdaBoost nie tylko
zmniejsza wariancje modelu, ale zmniejsza bledy w regionach o matym margi-
nesie zaufania. Prowadzi to do jeszcze lepszych wynikéw, niz wyniki uzyskane
przy stosowaniu Baggingu [89, 90, 224].

Zaskakujaco ciekawy rezultat uzyskano dla komitetéw jednoweztowych drzew
decyzyjnych (ang. decision ,stump”, drzewo o jednym mozliwie najlepszym bi-
narnym wezle podziatu). Uzycie AdaBoost dawato nieporéwnywalnie lepsze
rezultaty (dzieki adaptacji D). Na zbiorach letter (z repozytorium UCI [182])
AdaBoost uzyskat 20% btedu, a Bagging 100% (oba komitety budowane byty z
drzew jednoweztowych), dla zbioru satimage AdaBoost dat 18%, a Bagging 40%,
i dla zbioru vehicle AdaBoost dat 20%, a Bagging 60%. Nalezy jednak zwrdcié
uwage, ze drzewa decyzyjne z jednym wezlem s bardzo stabym klasyfikato-
rem i informacja, jaka daja jest bardzo uboga. Cho¢, jak widaé, nawet w takich
warunkach AdaBoost daje sobie rade — koricowy komitet sktadat si¢ z az 1000
podmodeli.

Z drugiej strony rezultaty uzyskane przez Freund and Schapire [891[213] 214]
dla AdaBoostingu i Baggingu z uzyciem C4.5 214] jako modelu bazowe-
go uzywaly, dla kilku baz danych z repozytorium UCI [182] takze pokazujg
wyzszo$¢ AdaBoostingu (tabela B.T)).

Jedli chcieliby$my uzy¢ AdaBoost do probleméw wieloklasowych, to nale-
zaloby skorzysta¢ z wersji AdaBoost.M2, opisanej w [89]. W tej wersji réwniez
sekwencyjnie buduje sie modele ht z ta réznica, ze hi(X;,y;j) zwraca wartosé 1
lub 0 w zaleznosci czy hy poprawnie przewidziat klase y; (1 — poprawnie, 0 —
nie), a ht(Xj,y) informuje czy h przewidzial jaka$ niepoprawna klase dla x; (1 -
przewidzial niepoprawna klase, 0 — nie przewidzial Zadnej niepoprawnej klasy
dla x;j). Pamietajmy, ze hy moze wskaza¢ nie wigcej niz jedna klase.
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Btad (%) AdaBoost+C4.5 Bagging+C4.5 C4.5
Letter 3.3 6.85 6.8
Satimage 8.9 10.6 14.8
Vehicle 22.6 26.1 29.9
Iris 5 5 59
Breast C. Wisconsin 3.3 3.2 5
Promoters 5 12.7 22
Glass 22.7 25.7 31.7

Tabela 5.1: Poréwnanie rezultatéw dla kilku baz danych z UCI repository [182]
przy uzyciu algorytmu C4.5 i AdaBoost z C4.5 i Bagging z C4.5 [89].

Wtedy trzeba przedefinowacd ey:

1

‘=3 Y. Di(i,y)[1 = he(xi,yi) + he(xi,y)], (5.30)
(iy)es
jak réwniez Dy:
i De(i, 3 [1=he(xi,y;)+he(x;,
Deoa(iyy) = t(zt Y) | gty iy (5.31)

gdzie Bt = €t(1 — €t), Zt jak i poprzednio pelni role czynnika normalizujacego,
tak aby D¢ byto rozktadem.
Natomiast koricowy model przyjmuje postac:

N
F(x) = arg max ) (Iog i) he(X,Y). (5.32)

t=1

Innym sposobem uzycia AdaBoostingu w przypadku problemu wieloklaso-
wego jest skorzystanie z k-Klasyfikatora (opisanego powyzej).

Jeszcze inne zmiany AdaBoostingu (gradient boosting, stochastic gradient
boosting) zaproponowat Friedman w [93, O3].

W celu glebszego przesledzenia wlasnosci boostingu (i modeli pokrewnych)
nalezy poleci¢ [181]].

5.7. Inne komitety: Arcing, RegionBoost, Stacking, Gra-
ding, Mixture of experts
Powyzsze rozdzialy o komitetach bynajmniej nie wyczerpuja tematyki konstruk-

¢ji komitetéw. Z drugiej strony, najistotniejsze informacje zostaly juz przedsta-
wione. Trudno jednak nie wspomnie¢ o kilku pomystach.
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5.7.1. Arcing
Breiman zaproponowat w [20] [23] [8] metode Arcing. Komitet jest bardzo zbli-

zony do AdaBoost, z tym, ze inaczej wyznacza si¢ rozktad Dy:

Deaa(i) = ~- [ 1+ Yoo, (5.33)
1<j<trhj(xy) 2Yi

Zadaniem Z jest, jak zawsze, sprawi¢ aby Dt byto rozktadem prawdopodo-
bieristwa.
Koricowy komitet to juz standardowe gtosowanie:

N

F(x) =argmax Y L. (5.34)
bojih(x)=i

5.7.2. RegionBoost

Inna metodg, uwzgledniajacg lokalny charakter btedéw, jest RegionBoost [177].
Dziata ona niemal tak samo, jak opisany komitet AdaBoost z tym, Ze lokalny
(wazony) wplyw kazdego z podmodeli jest wazony na podstawie poprawnosci,
jaka uzyskujg podmodele w klasyfikacji k najblizszych sgsiadéw na odpowied-
nich podmodelach.

Wagi oparte o analize poprawnosci najblizszych sgsiadéw moga by¢ zdefi-
niowane jak ponizej:

N
wi(xj) = 2 NN (K, Fj, Xi, Vi), (5.35)

—”H

kNN(K, Fj,xi,yi) = |: (536)

1 l
seNS( Kx) A Fj(xs)=Ys :|

gdzie NS(K, x) jest zbiorem K najblizszych sasiadéw wektora X, T oznacza liczbe
modeli komitetu.

5.7.3. Stacking

Kolejng znang i ciekawg metodgq wyznaczania wag w; wplywu poszczegélnych,
juz nauczonych podmodeli komitetu jest Stacking [264] 243|244} 22]. W tej meto-
dzie miejsce modutu decyzyjnego zajmuje model adaptacyjny, przez co uczenie
w stackingu przebiega dwuetapowo. Pierwszy etap to nauczenie podmodeli ko-
mitetu. Drugi to uczenie modelu z modutu decyzyjnego podejmowania decyzji
na podstawie decyzji podejmowanych przez podmodele komitetu.

Omoéwiona zostanie tu wersja MLR stackingu [243] ze wzgledu na jej sku-
tecznod¢. Jednak zanim przejdziemy do sedna, czyli drugiego etapu uczenia,
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nalezy jeszcze wskazaé réznice pierwszego etapu uczenia wspolnego wszyst-
kim komitetom. W przeciwieristwie do réznych metod opartych o boosting, w
stackingu podmodele komitetu maja przygotowywane dane do uczenia i testu,
tak jak to sie robi dla walidacji skos$nej. Czyli caty zbiér danych S jest dzielony
na T réwnych czesci Si. Nastepnie kazdy podmodel i uczony bedzie na pod-
stawie zbioru S — Sj, a testowany bedzie na czesci testowej S;. W ten sposéb
uzyskujemy T modeli, z ktérych Zaden nie byt uczony na wszystkich wektorach
pierwotnego zbioru uczacego, lecz kazdy z wektoréw brat udziat w uczeniu
T — 1 podmodeli.

Aby przejé¢ do uczenia na drugim etapie musimy poznacé jak konstruowane
sg dane do uczenia modutu adaptacyjnego, ktoéry juz bedzie spelniat funkcje
modutu decyzyjnego komitetu. Tworzony jest nowy zbiér uczacy S¢V:

SV = {(zj,yi),i=1,...,N}, (5.37)
gdzie z; jest wektorem:
(213 220, - Z7i] = [Fa (%), Fa (i), -+ Fr (X)) (5.38)

Jak teraz wida¢ modut decyzyjny bedzie uczony w oparciu o wyjécia pod-
modeli komitetu.

W przypadku Stackingu-MLR za metode uczenia modutu decyzyjnego przy-
jeto metode multi-response linear regression, czyli wielwymiarowa metode regresji.
W przypadku probleméw klasyfikacji K klasowej tworzy sie K niezaleznych mo-
deli regresji liniowej. Kazda regresja liniowa jest uczona rozpoznawania obiek-
tow swojej klasy i dyskryminowania obiektéw obcych klas (tak jak ma to miejsce
w k-klasowym komitecie). Liniowa regresja dla i-tej klasy zostala zdefiniowana
przez:

T K
LRi(x) = ) ) " auiPu(x), (5.39)
Tk

gdzie Py (X) to prawdopodobienistwo przynaleznosci wektora x do klasy k uzy-
skane przez podmodel t.
Wspélczynniki ay; wyznaczone zostaja w procesie minimalizacji funkcji ble-
du:
YOY - LR (5.40)

i (XY ES;

Po procesie uczenia klasa zwycieska zostaje klasa, dla ktérej LR;(x) bylo
najwieksze.

Po us$rednieniu rezultatéw [273] dla 20 réznych zbioréw danych z repozyto-
rium UCI [182] najlepszy $redni rezultat dat wtasnie stacking-MLR (por. z tabelg

E2).
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Model Sredni biad (%)
C45 14.57
IBk 12.52

Naive Bayes 15.53
Bagging+C4.5 12.49
Boosting+C4.5 12.97
Voting 11.85
Grading 11.90
Multi-scheme  11.22
Stacking-MLR ~ 10.92
Stacking-MDT  11.17

Tabela 5.2: Poréwnanie efektywnosci stackingu do innych modeli komitetowych
(wyniki zaczerpnigte z pracy [273]). Srednie btedy zostaly uzyskane z wynikéw
dla 20 réznych baz danych z UCI [182]. Grading jest opisany ponizej (5Z4).
Multi-scheme jest prostym mechanizmem selekcji modelu przez walidacje sko-
$na, wektory sa klasyfikowane przez model bazowy, ktéry uzyskat najmniejszy
biad na zbiorze treningowym.

5.7.4. Grading

Komitety grading zaproponowane w [231] dla kazdego modelu bazowego bu-
duja jeden meta-model, ktérego zadaniem bedzie przewidzie¢, kiedy dany mo-
del bazowy popelinia bledy. Tym samym etykiety-klasy zbioru uczacego meta-
model zawieraja informacje o poprawnosci lub niepoprawnosci decyzji modelu
bazowego. Ostateczna decyzja to glosowanie, ale z ewentualnymi korekcjami
uzyskanymi z meta-modeli.

5.7.5. Mixture of local experts

Ciekawy komitet kombinacja lokalnych ekspertow (ang. mixture of local experts)
zaproponowali Jacobs i in. w [131]. Komitet ten wazy wplyw poszczeg6lnych
podmodeli. Wagi jednak nie sg skalarne, lecz przyjmuja postaé funkcyjna:

_ T
F(x) = )_ gi(X)Fi(x). (5:41)
i=1
Poréwnaj ze wzorem B.14 Funkgje Fi(x) spelniaja role ekspertow (sieci neu-

ronowe, ale i inne modele adaptacyjne), natomiast g;(X) sa funkcjami dodatnimi
(9i(x) > 0) i ich suma po modelach daje 1:

.
Y gi(x) =1 (5.42)
i=1
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Do uczenia uzyto algorytmu ME (ang. maximum likelihood). Zaklada on doda-
nie gaussowskiego szumu do wyjécia sieci F;(x) z wariancjq o;(x)?. Funkcja gj(x)
okresla prawdopodobieristwo wyboru eksperta i. Wtedy prawdopodobieristwo
wyijécia jest mieszanka prawdopodobieristw:

P(ylx) = Zg. G (viR(0.ai(x)?), (5.43)

G(-) jest normalnym rozkladem gaussowskim z centrum w F;(X) i wariancja
Jj (X)z.
Co daje w efekcie:

E(ylx) = Z gi(x (5.44)

Jako funkcje g(-) wybra¢ mozna znormalizowane wezly gaussowskie:

() = ExPhi(x) 5.45

gi(x) T h 00 (5.45)
i

oi(X) = exp sj(X). (5.46)

Natomiast hj(x) i sj(x) sa realizowane przez sieci neuronowe.
Do uczenia komitetu ME uzywa sie¢ funkcji btedu maksymalnej wiarygod-
nodci (dla danego wektora X;j):

)
Lj(x;) = log Y- ai())& (yi Filxp), ai(x;)?) (5.47)
i=1

Wtedy mozna powyznacza¢ gradienty:

oL . yj — Fi(Xj)

Fi(XJj) = P(I|Xj1yi)10_i(7xj)zji (548)
oL _

Mé)::PmMyﬂ—mmL (5.49)
oLy (w—ﬁumZ_
ﬂM)PmMJJ<—7%67— 1). (5.50)

Prawdopodobienistwo P(i|x;, y;) dla i-tego eksperta jest wyznaczane poprzez:

9i(%j)G (y; Fi(xj), 0i(xj)?) .
Z. 19i(X))G (y;Fi(Xj)’(fi(Xj)z)

P(ilxi, yi) = (5.51)
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5.8. Komitety heterogeniczne

Z pewnoscia warto polecié¢ takze stosowanie komitetéw modeli réznych typow.
Wyboér modeli nie musi ogranicza¢ si¢ do réznych typéw sieci neuronowych,
ale mozna rozpatrywac rézne typy modeli adaptacyjnych. Jak wiadomo juz z
poprzednich rozwazan czesto bywa tak, ze niektére modele dzialaja lepiej dla
jednych danych, a inne dla drugich. Uzycie réznych typéw modeli moze w
znacznym stopniu zniwelowaé problemy, na ktére natykamy sie stosujac jeden
typ modeli.

Poza tym, stosujac modele réznych typéw w komitecie do danego proble-
mu, uzyskujemy dodatkowo rézne typy wyjasnieri dlaczego uzyskana zostata
taka, a nie inna klasyfikacja. Uzywajac na przyklad w jednym komitecie sie-
ci neuronowych, drzew decyzyjnych, SVM, modeli opartych na podobienstwie,
K klasyfikator6w mozemy naprawde doglebnie wyeksplorowa¢ wiedzg drze-
migcag w danym zbiorze danych. Mamy wtedy ogdlng decyzje, ktéra powinna
by¢ stabilna, a dodatkowo wspierajgce decyzje podmodeli bazowych, ktére moga
wskazywac stopien ufnoéci, regule klasyfikacyjna, etc.

Takie komitety zostaly zaimplementowane w systemie GhostMiner [139].

Komitety heterogeniczne, dzigeki swej réznorodnosci, lepiej dopasowuja sie
do réznych danych. Dzieki temu mogg bazowac¢ na mniejszej liczbie modeli ba-
zowych (mniejsza ztozono$¢), niz komitety Boosting czy AdaBooting uzyskujac
jednoczeénie poréwnywalng jakosé¢ klasyfikacji.

5.9. Komitety z lokalna kompetencja

Powyzszy komitet, jak i inne juz wspomniane, mozna rozbudowac o mechanizm
lokalnej kompetencji. Celem tego mechanizmu jest odbieranie prawa glosu w
sytuacji, w ktérej wiemy, ze dany model bazowy nie radzi sobie najlepiej. W
odréznieniu od komitetu grading (5.7.4), lokalna kompetencja nie jest wynikiem
uczenia dodatkowego modelu (meta-model), lecz jest wyznaczana analitycznie.
Dodatkowo decyzja o lokalnej kompetencji nie jest zero-jedynkowa, lecz ciagta.

Decyzje poszczegélnych podmodeli F; beda wazone przez g, (x). Wtedy kon-
cowa decyzja przynaleznoéci danego wektora x do klasy C jest zdefiniowana
poprzez:

.
P(Clx) = }_Cr(X)p(CIX, F). (5.52)
i—1

Mechanizm wazenia modeli jest pewna pochodna metody regularyzacji da-
nych, opisanej w rozdziale[6.dl W tym wypadku skupiamy uwage wokét punktu
X i tam modelujemy rozktad poprawnosci klasyfikacji nauczonego modelu F;:

Cr (%)

R s

(5.53)
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gdzie

Y. G(x;v

CF, (X) — veV+ ( ) =
Lvev+uv- G V')

G(x; V) jest funkcjg Gaussa z centrum w v. Natomiast V' i V™ sa zdefiniowane

jak ponizej

(5.54)

VT = {v:iveNxkAF(v)=Cy}, (5.55)
V- = {v:iveNyAF(v) #Cy}, (5.56)

gdzie Ny jest zbiorem punktéw woko! X (wszystkie punkty X’ takie, ze ||x — X'|| <
ek. Nx moze by¢ takze zbiorem Kk najblizszych sasiadéw punktu x ze zbioru
treningowego). Cy jest klasg wektora v. Jesli Ny definiujemy przez zbiér sasiadéw
mozna rozwazac¢ przedefiniowanie cr, (x) z 554 do postaci:

Cr(X) = L ) 1. (5.57)

| Nx| veNy A Fi(v)=Cy

Warto poréwnaé te metode z komitetem RegionBoost 5.7.2 i mixture of lo-
cal experts 5.7.5 RegionBoost jest oparty o model kNN. Metoda powyzsza jest
niezalezna od modelu bazowego, ale na nim opiera swoj stopiefi kompetencij.
Mixture of local experts wymaga procesu uczenia dla wyznaczenia systemu wa-
zenia. Inny ciekawy sposob analizy lokalnej kompetencji przedstawil Duch (i.
in.) w [68].

Taki mechanizm niewatpliwie przypomina mechanizm pobudzania odpo-
wiednich o$rodkéw mézgu, w zaleznosci od ich wstepnie ocenionej kompetencji
i przydatnosci do przetwarzania informacji danego typu (informacji wzrokowej,
stuchowej, etc.).



Wstepne i koncowe przetwarzanie
danych

Jak juz stwierdzono w poprzednim podrozdziale, na ostateczny catkowity biad
ma wplyw nie tylko niedoskonato$¢ modelu, ale i niereprezentatywnos¢ da-
nych. Dlatego tez niezwykle wazne jest, aby dane bytly jak najlepsze. Na jakos¢
danych wptywa wiele czynnikéw. Do gtéwnych naleza: jako$¢é dokonanych po-
miaréw, jakos¢ zbierania i przechowywania danych (nierzadko mamy do czynie-
nia z brakujacymi informacjami), zawarto$¢ informacyjna poszczegélnych cech
(atrybutéw) i wstepne przetwarzanie danych. Uwag na tematy wstepnego prze-
twarzania danych mozna doszuka¢ sie w réznych publikacjach, a szczegdlnie

warto wymieni¢ [28] 241], [13] 132].

6.1. Transformacje danych

Nierzadko wartosci niektérych cech nie majg rozktadéw liniowych czy normal-
nych, obserwuje sie¢ czasami eksponencjalny czy logarytmiczny rozrzut danych
w pewnym wymiarze. Takie cechy najczesciej moga wnie$¢ wiecej informacji
po dokonaniu transformacji odwrotnej od tej, ktéra zostata zaobserwowana w
danym wymiarze. Z kolei gdy pewne cechy przyjmuja wartosci symboliczne
nalezy rozwazy¢ uzycie miar heterogenicznych. Wigcej informacji na ten temat
znajduje si¢ w podrozdziale L2120

W problemach klasyfikacyjnych wigekszos¢ metod zazwyczaj zaktada podob-
ny rozrzut danych w poszczegélnych wymiarach przestrzeni wejSciowej. Stad tez
najczeéciej dokonuje sie pewnej transformacji danych, ktéra zniweluje zbyt duze,
poczatkowe dysproporcje pomiedzy warto$ciami w poszczegélnych wymiarach.

Najprostsza stosowanga transformacjg jest normalizacja danych tak, aby po
transformacji wartosci miescily sie w przedziale [0, 1] (w podobny sposéb mozna
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dokonaé transformacji tak aby wartosci miescily sie w przedziale[—1, 1]). W tym
celu dla kazdej cechy dokonuje si¢ ponizszego przeksztaltcenia:

Xi — Xmin

x| =~ ~mn 6.1
Xmax — Xmin €D
przy czym
Xmin = Minx;, (6.2)
i
Xmax == maX Xi, (63)
i

a i zmienia sie od 1 do n.

Powyzsza transformacja moze by¢ czasami wrecz niebezpieczna. Gdy ma-
my do czynienia z btednymi warto$ciami w pewnych cechach, moze si¢ okazac
iz leza one daleko poza normalnym zakresem wartosci danej cechy. W takim
przypadku dochodzi do nadmiernego scisnigcia znormalizowanych wartoéci da-
nej cechy, niosgcych najwiecej istotnych informacji. Z tego tez powodu czesto
stosuje sie powyzsza normalizacje danych, ale wartoSci Xpmin i Xmax Wybiera sie
nie sposréd calego zbioru S = {X1, X, ...,Xn}, lecz po odrzuceniu ze zbioru S
k% najmniejszych i najwigkszych wartoéci (za k przyjmuje si¢ najczesciej 5 lub
10). Taka normalizacje najczesciej nazywa sie normalizacja z obcigciem.

Innym sposobem jest standaryzacja danych:

/ Xj—X
i

X: =
Ox

, (6.4)

gdzie X jest wartoscig Srednia, natomiast oy jest standardowym odchyleniem:

X = % ixi, (65)
i=1
1 & —\2

i=1

Stosowanie podstawowej normalizacja moze prowadzi¢ do ztych konsekwen-
¢ji w wyniku zaburzen wartosci danej cechy. Stosowanie normalizacji z obcie-
ciem, czy standaryzacji, jest bezpieczniejsze i zazwyczaj nie prowadzi do istot-
nych réznic w péZniejszym procesie adaptacji.

Czasem, gdy rozklad danych dla pewnej cechy (czy grupy cech) nie jest
normalny lub liniowy i bardziej zalezy nam na zachowaniu relacji pomiedzy
poszczegdlnymi elementami, niz odleglosci, jakie one wyznaczaja, mozna sko-
rzysta¢ z ponizszego przeksztalcenia (niezaleznie dla wszystkich cech):

Xi = 2|{X 1 X < X} + [{X:x = xi}|, (6.7)

| Z| oznacza tu moc zbioru Z.
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Powyzsze przeksztalcenie oparte o podobieristwo, a nie o realne odlegtosci,
moze by¢ zastosowane do czesci lub wszystkich wymiaréw. Wazna wtasnosciq
tego przeksztalcenia jest niwelacja nieliniowosci rozktadu danych w wymiarze,
ktéry poddaje si¢ transformacji.

Wada moze okazac si¢ taczenie sie (niemal) uprzednio odlegtych skupisk da-
nych o cigglych wartoéciach, pomiedzy ktérymi nie byto Zzadnych innych danych.
Jednak mozna temu zaradzi¢, wprowadzajac do powyzszego przeksztalcenia
informacje o punktach, ktére sg istotnymi punktami podziatu wartosci cech w
wymiarze, ktéry aktualnie podlega transformacji. Punkty takie mozna wyzna-
czy¢ korzystajac na przyklad z kryterium uzywanego w drzewach CART [25],
kryterium dipolowego [[17,[15,[16], czy SSV lub metod opartych na histogra-
mach i dendrogramach. Wyznaczanie punktéw podziatéw powinno przebiegaé
réwnoczesnie dla wszystkich wymiaréw podlegajacych transformacji. Prowadzi
to do optymalnego wyboru tych punktéw i przypisania im wartosci, ktére od-
zwierciedlajg ich wplyw na polepszenie podziatu.

Tak zmodyfikowang transformacje mozna zdefiniowa¢ poprzez:

Xi=2l{x: x <xi}+[{x:x=xi}+ Y (6.8)
pePkAp<x;}

gdzie P jest zbiorem punktéw podziatu k-tego wymiaru. Natomiast xp jest
wspoélczynnikiem okreslajacym istotno$¢ podziatu w punkcie p wzgledem in-
nych wyznaczonych punktéw.

6.2. Wartosci nietypowe i brakujace

6.2.1. Wartosci nietypowe

Probleméw moga dostarczy¢ réwniez wartosci nietypowe zaburzajgc proces
uczenia i w koricowym efekcie powodujac istotne obnizenie poziomu generali-
zacji. Dobrymi przykiadami takich wartosci sa wszelkie irracjonalne wartosci w
danym zagadnieniu, np. temperatura ciata cztowieka wynoszaca 70 stopni Cel-
sjusza. Moze tez doj$¢ do powstania wartoéci nietypowych w parach cech lub
grupach cech. Na przyktad: wiek = 5 lat, wzrost = 166 cm. W tym przypadku
wartosci poszczegdlnych cech sa jak najbardziej dopuszczalne, ale ich kombi-
nacja jest bardzo mato prawdopodobna. Pochodzenie wartosci nietypowych jest
zazwyczaj zwigzane z procesem dokonywania pomiaréw, lub ich kolekcjonowa-
nia i przechowywania.

W miare mozliwosci nalezy dokonaé poprawek takich wartosci, badZ ich
usuniecia, lub usuniecia catych wektoréw, w ktérych wystepuja takie wartosci.

Warto takze w takich przypadkach wzigé pod uwage mozliwosci jakie daje
regularyzacja danych opisana w rozdziale Jej zadaniem miedzy innymi jest
automatyczne wyznaczanie wartoéci nietypowych.
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6.2.2. Wartosci brakujace

Inny problem stanowia wartosci brakujace w wektorach, opisujacych rézne przy-
padki. Niewatpliwie najlepszym lekarstwem jest wlasciwe uzupelnienie takich
brakéw. Jednak w praktyce jest to niemal zawsze niewykonalne. Jedli nie moz-
na uzupelnié, to nalezy wzia¢ pod uwage mozliwosé redukcji zbioru danych
o wektory, ktére posiadajg wartosci brakujace, lecz gdy zbiér danych nie jest
wystarczajaco duzy, to i takie rozwigzanie nie mozne by¢ zastosowane. Wazna
jest przyczyna powstania wartosci brakujacych. Mozemy mie¢ do czynienia z
dwoma istotnie réznymi przyczynami. Pierwsza najczeéciej jest spowodowana
decyzja, ktérej konkluzjg bylo niewykonanie jakiej$ analizy czy pomiaru. Dru-
ga grupa to braki wynikajace z zagubienia informacji lub na przykiad utraty
kontaktu z pacjentem.

Jedna z ciekawszych mozliwosci jest pominiecie wymiaru, w ktérym ma-
my do czynienia z wartoécia brakujaca. Jednak nie kazdy model umozliwia
opuszczenie takiego wymiaru bez znacznych skutkéw ubocznych. Mozliwos¢
opuszczenia pewnego wymiaru podczas klasyfikacji mamy, gdy model korzy-
sta z separowalnych funkgji transferu (por. podrozdziat[L4.6li[[.4.7), na przykiad
z funkcji Gaussa, czy funkcji bicentralnych.

Inng mozliwoscia postapienia z wartosciami brakujacymi, jest przypisanie im
specjalnych wartosci spoza przedziatu, w ktérym wystepujq wartosci w danym
wymiarze. Powoduje to uwzglednienie informacji o, na przyktad, niedokonaniu
pewnego badania, czy niewykonaniu jakiego$ pomiaru.

Jeszcze innym, naprawde wartym uwagi, podejéciem jest zastagpienie warto-
Sci brakujacej wartodcig, ktéra jest najbardziej prawdopodobna (np. najczesciej
wystepujaca w danym wymiarze i dla danej klasy badZ zakresu wartosci) lub
najoptymalniejsza wartoscig, zakladajac wykorzystanie pewnego klasyfikatora
X. Wtedy w oparciu o dany model & staramy sie wyznaczy¢ najbardziej praw-
dopodobna warto$¢ jaka mogtaby przyja¢ cecha o nieokre$lonej wartoéci. Dla
przykladu fatwo mozna to zrobi¢ w oparciu o model k najblizszych sasiadéw
(kNN). Po znalezieniu k najblizszych sgsiadéw, opuszczajac uprzednio wymiar
z wartoscig brakujacg, mozna poprzez interpolacje ustali¢ warto$¢ brakujaca.

Taka decyzja jest obarczona stosunkowo niskim ryzykiem. Problem jednak
narasta gdy mamy wiecej wartosci brakujacych w ramach jednego wektora.

Stosowanie wartoéci §rednich danego wymiaru, jako substytutu wartosci bra-
kujacej jest znacznie gorszym rozwigzaniem i moze powodowaé przyjmowanie
wartosci dla danej cechy, ktére dla pewnych klas mogg by¢ mato prawdopo-
dobne. Dla przyktadu, gdy zatozy¢, iz wartosci brakujace zastgpi si¢ najczesciej
wystepujaca wartoscia danej cechy, mozna spodziewac sig, ze brakujaca infor-
macja o wzroscie niemowlecia wyniesie okoto 165 cm. W takich przypadkach
wykorzystujac na przykiad model kNN w wyznaczaniu wartosci zastepczych
ryzyko powinno by¢ znacznie mniejsze. Niestety metoda zastepowania wartosci
brakujacych Srednimi dla warto$ciami danej cechy jest czesto stosowana.

Nieco lepszym sposobem jest zastepowanie wartosci brakujgcych wartoscia-
mi $rednich wyznaczonych w ramach wektoréw o tej samej klasie.
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Wszystkie powyzej zaprezentowane podejscia do problemu wartoéci braku-
jacych rozwiazujg problem jedynie czesSciowo i moga powodowaé rézne kon-
sekwencje, niekoniecznie oczekiwane. Lecz gdy wroci¢ do Zrédet powstawania
brakujacych wartosci, to mozna doj$¢ do konstruktywnych konkluzji.

Moze tu takze wspomnie¢ o innych sposobach postepowania z warto$ciami
brakujacymi, takimi jak multiple imputation [217, B]. To og6lny schemat poste-
powania, ktory doczekal sie roznych rozwiazan finalnych (por. [124]). Metoda
polega na wygenerowaniu (z losowoscia) pewnej liczby wektoréw w oparciu o
wektor z wartoéciami brakujacymi, nastepnie stosuje si¢ analize uzywajac metod
danymi bez wartosci brakujacych. Na koniec trzeba dokona¢ oceny uzyskanych
wynikéw i polaczenia ich w jeden wektor-wynik juz bez wartoéci brakujacych.
Mozna takze stosowa¢ algorytm EM (ang. expectation maximization) [103].

Zr6dla wartoéci brakujacych to:

e wartoé¢ nie byla wyznaczana — np. lekarz nie zlecit wykonania danego
testu

e wartoé¢ nie zostata wyznaczona — np. lekarz zlecit wykonanie danego
testu, lecz wyniku nie ma

W pierwszym przypadku zastepowanie wartoscia $rednia badZ niby najbar-
dziej prawdopodobna moze nies¢ za sobg duze ryzyko, poniewaz nie zlecenie
wyznaczenia warto$ci na pewno byto $wiadoma decyzjg, poparta pewna wie-
dza a priori, o ktérej trudno zatozy¢, ze istnieje o niej informacja w samych
danych. Dlatego tez raczej nalezy przypisa¢ pewna ustalong stalg warto$¢ spoza
zakresu wystgpowania danych w tym wymiarze, ktéra bedzie symbolizowata
owo nie zlecenie wyznaczenia wartosci.

Natomiast w drugim przypadku wartos¢ w ewidentny sposéb zostata zagu-
biona w procesie jej wyznaczania badZ przechowywania. Nie ma w tym zadnej
$wiadomej dziatalnosci podobnej do poprzedniego przypadku. W takim przy-
padku bardziej wskazanym wydaje si¢ uzupetnienie wartosci mozliwie najbar-
dziej prawdopodobng wartoscig, przy wykorzystaniu do tego wszelkich infor-
magcji dostepnych w danych uczacych lub korzystaniu z pewnego klasyfikatorﬂ
wspomagajgcego sam proces uprawdopodobniania owej warto$ci.

Takie postepowanie jest potgczeniem dwdch, juz wczesniej opisywanych me-
tod, ale z uwzglednieniem Zrédia wartoéci brakujgcej. W rezultacie otrzymuje
sie bardziej racjonalng metode postepowania.

6.3. Metody selekcji i wazenia cech

Bardzo pozytywnie na przebieg procesu uczenia, jak i ostateczny poziom gene-
ralizacji, moze wplyna¢ wybér istotnych cech, spoéréd wszystkich wymiaréw
danych wejsciowych. Powstato bardzo wiele i bardzo réznych metod wyboru

Hest to niedopuszczalne w przypadku aproksymacgji.
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istotnych cech. W pracach [53] mozna znalez¢é poréwnania metod
selekgji cech.

Metody réznig sie sposobami doboru iloéci i kolejnosci cech w analizie. Nie-
ktére z metod prowadza analize wykorzystujac cala przestrzen mozliwosci, kto-
ra czasem moze by¢ duza (O(2N)). Inne metody dobieraja lub odrzucajg cechy
heurystycznie (wtedy ztozono$é zazwyczaj nie przekracza O(N?)) lub analizu-
ja rozne losowe kombinacje cech (wtedy maksymalna zlozono$¢ znéw wnosi
0(2N), lecz liczbe losowan ogranicza sie z gory).

Metody doboru cech mogg tez ré6zni¢ si¢ metodami oceny cech. Mozna pro-
wadzi¢ analize w oparciu o odlegloé¢ (separowalnosé¢ czy dyskryminacje — np.
drzewa decyzyjne). Korzysta si¢ réwniez z réznych miar informacji przy ocenie
danego wymiaru. Innym sposobem jest tez badanie zaleznosci czy korelacji po-
miedzy wymiarami. Bada si¢ takze wymiary pod katem utrzymywania pewne-
go warunku zgodnosci, jednoczesnie wymuszajac korzystanie z jak najmniejszej
liczby cech. Jeszcze inng rodzing stanowigq metody korzystajace z pewnego kla-
syfikatora (czy aproksymatora), ktéry stuzy do oceny dokonanego doboru cech

(np. [67]).

6.3.1. Wazenie i selekcja cech dyskretna metoda quasi-gradientowa

Wazenie cech polega na wyznaczeniu wspoétczynnikéw, ktére beda skalowa-
ly poszczegdlne wymiary (cechy), np. podczas wyznaczania funkcji odlegtosci.
Wspélczynniki wazenia sq ogdlniejsza forma niz metody ekstrakgji (eliminacji)
cech. Ekstrakcja cech odpowiada uzyciu wspoétczynnikéw wazenia o wartosciach
0, 1. Wazenie wyznacza wspotczynniki skalowania, ktére przyjmujq wartosci rze-
czywiste dodatnie. Nie tracac na og6lnoséci mozna dokona¢ przeskalowania wag
do przedziatu [0, 1]. Wspélczynniki wazenia moga by¢ takze uzywa w rankingu
waznoéci cech co moze by¢ przydatne dla wielu algorytmoéw

Ponizsza metoda wazenia cech moze by¢ réwnie dobrze stosowana do eli-
minacji cech. Umozliwia ona start z pustej bazy cech, badz z pelnej bazy cech,
co czasem moze mie¢ ogromne znaczenie (szczegélnie dla przestrzeni o wielu
cechach). W ogélnosci dowolny algorytm uczenia moze by¢ uzyty z ta metodq
wazenia cech. W przykfadach zastosowan tego algorytmu wazenia bgdzie on
uzywany wraz z modelem k najblizszych sasiadow.

Bedzie mozna zobaczy¢, ze rezultaty otrzymane tq metoda sa naprawde bar-
dzo ciekawe. Metoda umozliwia takze uzyskanie alternatywnych zestawéw wek-
toréow wag. Moze to mie¢ duzy wplyw na zrozumienia wptywu poszczegdlnych
cech danych.

Wiadomo, ze oryginalny zestaw cech pewnej bazy danych moze by¢ daleki
od takiego, ktéry umozliwitby uzyskanie jak najlepszej generalizacji klasyfika-
qji, czy aproksymadiji [13} (74} [75]. Moze sie okazaé, ze pewne cechy nie niosg
ze sobg zadnej informacji, badZ moga by¢ redundantne ze wzgledu na inne ce-
chy. Wazenie i redukcja cech upraszczajq wtedy problem estymacji optymalnego
modelu.
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Rézne metody wazenia moga stosowaé odmienne strategie w wydobywa-
niu informagji o istotnosci poszczegélnych cech [53] (80| [13] [4]. Cze$¢ z metod
moze oceniaé cechy, czy grupy cech przez probabilistyczne badZ teorioinfor-
macyjne zalezno$ci. Inne metody z kolei moga positkowac si¢ informacja, jakg
moze da¢ pewien model uczacy jako reakcje na préby zmian wspoédiczynnikéw
wazenia cech przez algorytm wazenia 80]. Takie informacje moga by¢
wykorzystane w nastepnym kroku procedury wazenia. Proces ten prezentuje
pewnego rodzaju symbioze pomiedzy dwoma algorytmami, ktére kooperujac
zwiekszaja szanse ostatecznego powodzenia w klasyfikacji, czy aproksymacji
danego problemu.

Algorytm zaprezentowany ponizej nalezy wiasnie do drugiej z powyzszych
grup metod wazenia cech i bedzie on uzywany w przykladach wraz z dobrze
znanym modelem k najblizszych sgsiadéw (kNN) [A9], cho¢ w ogélnosci mozna
uzy¢ dowolnego algorytmu.

6.3.1.1. Algorytm wazenia cech

Ogolna idea algorytmu dyskretnego quasi-gradientowego wazenia cech polega
na poszukiwaniu wektora zmian wspoélczynnikéw wazenia, po czym wprowa-
dza si¢ te zmiany. Proces powtarzany jest jak dtugo, az daje si¢ uzyskac poprawe
klasyfikacji. Réwnolegle nastepuja zmiany pewnych parametréw, ktére kontro-
luja caly proces zmian wag. Dzigki tym parametrom i ich roli algorytm tatwo
radzi sobie z ucieczkg z lokalnych miniméw (cho¢ globalne minimum nie jest
zagwarantowane).

Drugim gléwnym celem algorytmu jest uzyskanie takich wag cech, ktére
nie pogorsza klasyfikacji czy aproksymacji po ich zastosowaniu do finalnego
modelu. Nalezy pamietad, ze oryginalna baza cech moze by¢ bliska optymalnej
i wtedy trudno liczy¢ na radykalng poprawe.

Powtarzajac procedure wazenia wielokrotnie mozna uzyskac kilka réznych
rozwigzan, czyli réznych kompletéw wektoréw wag. Nie jest to obrazem nie-
stabilnosci, tylko faktu, iz czesto istnieje kilka alternatywnych zestawéw wag,
ktére dajg zblizone dobre rezultaty. Moze to by¢ bardzo przydatne. Dzigki te-
mu, na przyklad, moze si¢ okazad, ze stosowanie pewnej inwazyjnej metody w
medycynie, celem wyznaczenia jakiego$ wskaZnika nie jest konieczne i mozna
bedzie zastgpi¢ go czym$ innym.

6.3.1.1.1. Uczenie z wykorzystaniem walidacji skosnej Na gléwna petle al-
gorytmu sktada sie uzycie mechanizmu walidacji sko$nej (ang. crossvalidation,
CV) (poréwnaj rozdziat [Z1) do wyznaczania optymalnych wspoéiczynnikéw
wag. GIéwnym celem uzycia walidacji sko$nej do uczenia jest mozliwos¢ treno-
wania modeli na czeéciach treningowych walidacji skosnej i nastepnie walidacji
tych modeli na odpowiadajacych im czesciach testowych (walidacyjnych). Da-
je to mozliwoé¢ obserwacji efektéw uczenia modeli na danych, ktére nie byty
wykorzystane w procesie uczenia, a to daje nam estymacje mozliwosci potencjal-
nego modelu i tym samym mozliwo$¢ weryfikacji zastosowanych parametrow
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uczenia.

Tak jak w przypadku walidacji skos$nej do testowania jakosci klasyfikacji czy
aproksymagji caty zbiér danych dzieli si¢ na n (mozliwie) réwnych czesci S, | =
1,...,n. W kazdej iteracji walidacji skosnej uzywa si¢ procedury FindWeights
do wyznaczenia wag. FindWeights uzywa dwoch zbioréw S

S = U Sk, (6.9)
k=1,...,n, ki

jako zbioru uczacego i Sj jako zbioru walidacyjnego. Na zbiorze walidacyjnym
dokonuje si¢ walidacji procesu uczenia na czesci treningowej, dzigki czemu moz-
na oceniac jako$¢ zmian wag.
Jako rezultat procedura FindWeights zwraca wektor wspoétczynnikéw w;.
Mamy wigc:
w; = FindWeights(&;, S;). (6.10)

Kazda z wag w; znajduje si¢ w przedziale [0, 1], co oczywiscie nie wptywa
ograniczajgco na koricowe mozliwosci algorytmu.
Szczegbly procedury FindWeights zostang przedstawione ponizej.

6.3.1.1.2. Estymacja wag koricowych Wektor w; sktada si¢ z wag dla kazdej z
cech k =1,...,d, gdzie d oznacza rozmiar zbioru danych S. Teraz wyznaczmy
sume wszystkich zestawéw wag z walidacji skodnej:

-

w=Y W, (6.11)

i=1

i zastosujmy normalizacje, aby koricowe wagi znalazly sie w przedziale [0, 1]:

W =w/ max w, (6.12)
k=1,....d

gdzie w = [wy, ..., Wg].

Powyzsza cze$¢ algorytmu uczenia przez walidacje sko$ng jest naprawde
prosta. Po zakoriczeniu uczenia wszystkich modeli przez walidacje skosna, fi-
nalny model stanowi usrednienie modeli z walidacji skoénej.

Teraz mozna juz przej$¢ do opisu procedury FindWeights.

6.3.1.1.3. Procedura FindWeights Pierwszy krok to przypisanie poczatkowych
wartosci wag wy =1, k=1,...,d. W tym przypadku algorytm startuje z petnej
bazy cech. Jak juz wspomniano, czasem wazne jest, by méc wystartowac z pustej
bazy, aby zaoszczedzi¢ na ztoZzonosci problemu. Jest to szczegélnie przydatne
dla wielowymiarowych baz danych. Wtedy przypisujemy wstepnie wagi zerowe
wy = 0, co oznacza, ze algorytm najpierw bedzie prébowat dotaczaé cechy do
pustej bazy cech (dalsza czes¢ jest identyczna). W przypadku startu z pustej bazy
nalezy rozwazy¢ ustalenie maksymalnej liczby cech doktadanych jednoczesnie i
ich para-losowy wybér.
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Gléwna petla procedury FindWeights (jedna z trzech) jest powtarzana tak
dlugo, jak dtugo daje sie¢ ulepszaé poprawnos¢ klasyfikacji na zbiorze walida-
cyjnym (petla ta bedzie zwana gtéwna).

Cel glownej petli to obserwacja zmian jakie niosa zmiany wag poszczeg6l-
nych cech i zapamietywanie tych, ktére moga zwiekszy¢ poprawnos¢ klasyfika-
¢ji. Wielkosci zmiany wag sa definiowane przez A. Zmiany moga by¢ dodatnie
badZ ujemne.

Wewnetrzna petla wyznacza wielkosci v i v, dla kazdej z cech:

vi = validate(w™,i), (6.13)
v; = validate(w,i), (6.14)
gdzie W = [wq,...,Wj_1,Wj £ A, Wj,q,...,Wg]. validate(w) jest funkcja, ktéra

wylicza poprawnos¢ na zbiorze walidacyjnym S (patrz rownanie [6.10) dla mo-
delu uczacego M ktéry jest trenowany na zbiorze danych S. Do uzyskania
rezultatow przedstawionych w rozdziale uzyto modelu k najblizszych
sasiadéw (kNN) jako modelu M.

Wektory v i v~ zawierajg informacje o efektywnosci zmian wag o czynnik
A. Korzystajac z informacji w wektorach VilL i pamietajac jaka poprawnosé byta
osiggnieta poprzednio, mozna okresli¢ nowy zestaw wag;:

wip = wj—0A if v >, (6.15)

= wi+0A if v >vavy <=v, (6.16)

/
I
Wi
gdzie 0 definiuje szybko$¢ zmian (rezultaty przedstawione w ponizszej czesci
rozdziatu korzystaly z 6 = 1), a v = validate(w).

Powyzsze réwnania sprawiaja, Ze wszystkie cechy, ktérych zmiany moga po-
moc bedq zmienione. Jesli zdarzyto by sie, ze dla danej cechy mozna i zmniejszy¢
i powigkszy¢ wage cechy, i obie zmiany powiekszaja jako$¢ modelu, wybrane zo-
stanie zmniejszenie wagi. Jesli dla nowych wag doktadno$¢ vnew = validate(w’)
bedzie mniejsza niz v = validate(w), procedura powraca do poprzednich wag
w. W przeciwnym przypadku wektor wag W’ staje si¢ nowym wektorem wag.

Tak dtugo, jak tylko dla biezacego parametru A daje sie¢ uzyskaé lepsza do-
ktadnos¢, petla wewnetrzna bedzie kontynuowana. Najczeéciej A na poczatku
przyjmuje warto$¢ 1. Skok A jest zmniejszany, jesli tylko nie mozna juz zwigk-
szy¢ poprawnoéci klasyfikacji na zbiorze walidacyjnym:

A= A/2. (6.17)

Nastepnie jesli tylko A nie jest mniejsza niz Anin, petla srodkowa jest konty-
nuowana kolejny raz.

Jesli A jest mniejsza niz Apjn (Amin moze dla przyktadu przyjacé wartosé 0.01),
petla srodkowa jest przerywana, a wagi poddawane sq normalizacji:

W =w/ rrlaxd Wi (6.18)
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Gléwna petla jest powtarzana (z poczatkowym A = 1) tak dtugo, jak diugo
mozna poprawi¢ dokiadnoé¢ klasyfikacji na zbiorze walidacyjnym.

Podczas wykonywania gléwnej petli algorytm jest zdolny do wyskakiwania z
lokalnych miniméw i tym samym do dalszego poszukiwania lepszych rozwia-
zan, czesto prowadzac do zmniejszenia liczby istotnych wag. Unikanie lokalnych
minimoéw jest mozliwe tylko dzieki gléwnej petli.

Na stronie P11l mozna znalez¢ schemat przedstawionego algorytmu wazenia
cech.

6.3.1.2. Eliminacja cech

Powyzszy algorytm moze by¢ stosowany takze do eliminacji cech. Mozna to
zrobi¢ na dwa sposoby. Pierwszy sposéb polega na wyznaczeniu wektora wag
zgodnie z powyzszym algorytmem; nastepnie wszystkie wagi ponizej pewne-
go progu « (np. & = .02) mozna uzna¢ za zbyt mato istotne i ustawi¢ na zera.
Wspblczynniki niezerowych wag definiujg cechy, ktére nie zostaly wyelimino-
wane.

Drugi sposéb polega na modyfikacji réwnarn ilbTA tak, aby umozliwialy
one zmiany wartoéci wag z 0 tylko na 1, a z 1 tylko na 0. Uzyskujemy w ten
sposéb algorytm przeszukiwania wartosci binarnych. Pozostate czesci algorytmu
pozostaja bez zmian.

Mozna takze rozwazy¢ testowanie posrednich rozwiazarn, jakie uzyskuje sie
w poszczegdlnych iteracjach walidacji skosnej. Czesto moga one dawaé réwniez
bardzo ciekawa generalizacje.

6.3.1.3. Przyklady rezultatéw dla wazenia cech

Ponizej przedstawione zostang rezultaty sprawdzania algorytmu wazenia dla
réznych baz danych. Sprawdzano, na ile algorytm moze wplynaé na popra-
we klasyfikacji po zastosowaniu wyznaczonego wektora wag dla zestawu cech.
Wszystkie testy zostaty przeprowadzone dla baz danych dostepnych przez Ma-
chine Learning Database Repository z uniwersytetu Kalifornijskiego w Irvine
[182]. Kazdy test byl przeprowadzany przy uzyciu dziesieciokrotnej walidacji
skosnej z wyjatkiem danych, ktére posiadajq swéj wlasny zbior testowy i trenin-
gowy. Walidacja sko$na byla powtarzana dziesie¢ razy i zaprezentowane zostaty
uérednione rezultaty poprawnosci na zbiorach testowym i treningowym. Naj-
czeéciej nalezato takze dokonaé standaryzacji przed procesem uczenia danych,
aby cechy miaty zblizony rozktad danych.

Kazda tabela z rezultatami sklada sie z czterech czeéci. Pierwsza prezentu-
je rezultaty uzyskane z pomocg algorytmu wazenia dla modelu k najblizszych
sasiadéw, druga cze$¢ prezentuje rezultaty modelu kNN bez udziatu wazenia.
Trzecia informuje o czesci, jaka stanowi najliczniejsza spoéréd klas w zbiorze
danych. Ostatnia czeé¢ prezentuje rezultaty innych modeli, ktére osiagaty naj-
lepsze wyniki dla odpowiedniej bazy danych. Ta czeé¢ zawiera rezultaty tylko
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Algorithm 1: Schemat dyskretnego quasi-gradientowego algorytmu wazenia
cech
Function FeatureWeighting(S)
S1,...,81 — N réwne czgsci S
Sii= Uk=t,...n, ki Sk
fori=1tondo
w; = FindWeights(S;, ;)
end for
W =W+ ...+ Wy
Wnax 1= maxd_, wy
W = W/ Wmax

return w
Function FindWeights(S,S)
lastAcc := —1;back := false
repeat
A=1

lastPhaseAcc := lastAcc
lastAcc := newAcc := validate(w)
while A >= Anin do
repeat
if back then
lastAcc := newAcc
else
back := false
end if
for k =1to d do
vi" = validate(w™,i)
v; = validate(w™,i)
if v:* > lastAcc then
Wi = wj £ 6A if wj < 0thenwj:=0
end if
end for
newAcc := validate(w’)
if newAcc > lastAcc then
wi=w
else
back := true
end if
until newAcc <= lastAcc
A:=A/2
end while
Wiax = maxd_, wy
W = W/ Wmax
until lastPhaseAcc >= lastAcc
return w




212 6. Wstepne i koicowe przetwarzanie danych

najlepszych modeli dla danych baz danych. Dla poréwnania, prosze zwréci¢
uwagg, iz k-weight [66] i GIBL sq algorytmami, ktére takze uwzgledniajq
wplyw poszczegélnych cech na model (tj. sa metodami wazenia cech). Warto
tez zwrdci¢ uwage, ze wiele modeli z ktérymi poréwnany jest algorytm waze-
nia mozna tylko czasem spotkaé w czoléwce tabel, czesto tez wogole nie ma ich
dla niektérych baz danych, z powodu ich niskiej poprawnosci.

W tabelach z rezultatami zastosowano nastepujaca notacje: kNN [CVx] [M].
k oznacza liczbe sasiadéw dla modelu kNN. CVx jesli istnieje oznacza, Ze byt
uzyty algorytm wazenia cech z x-krotng walidacjq skodna. Jesli wystepuje M
oznacza to, ze uzyto innej metryki, niz metryka euklidesowa (moze to by¢ miara
odlegloéci Manhattan, Minkowski [[.T3] lub Canberra [I.19]

Mozna zauwazy¢, ze dla niektérych zbioréw mozna uzyska¢ znaczne polep-
szenie poziomu klasyfikacji, natomiast dla innych zbioréw poziom klasyfikacji
podnosi si¢ nieznacznie badZ pozostaje na tym samym poziomie. Nigdy nie
zaobserwowano istotnego pogorszenia poziomu klasyfikacji.

Tabela [6.1 poréwnuje rezultaty uzyskane dla modeli: 1 najblizszego sasiada,
k najblizszych sgsiadéw (k dla ktérego uzyskano najlepszy rezultat i najlepszej
miary, jednej z euklidesowych, Manhattan, Canberra, Minkowskiego), wazonego
kNN (WKNN) i najlepszego znanego model (kolumna Najlepszy) dla danego
zbioru danych.

Kolumna N-kNN opisuje réznice pomiedzy najlepszym znanym modelem,
a modelem kNN; kolumna N-WKNN pokazuje réznice pomiedzy wazonym
kNN’em i najlepszym znanym modelem. Wiersz $r. réznica pokazuje $rednie
réznice pomiedzy modelem kNN lub WKNN i najlepszym znanym modelem.
Pokazuje to, jaki uzyskano $redni postep dzieki uzywaniu algorytmu wazenia.

Y% INN kNN  WKNN  Najleszy N-kNN  N-WKNN]| ref.
Thyroid 93,14 96,3 98,56 99,36 3,06 0,8 C-MLP2LN
+ASA
Appendicitis | 81,2 88,14 88,72 90,9 2,76 2,18 IncNet
Australian 80,04 84,7 86,49 86,9 2,2 0,41 Cal5
Flag 48,52 5091 62,04 62,4 11,49 0,36 CART [272]
Heart 76,54 83,72 84,21 85,1 1,38 0,89 28NN f. sel. [66]
Breast 95,18 96,98 97,05 97,2 0,22 0,15 SVM (5xCV?)
Glass 7045 73,5 80,81 78,55 5,05 -2,26 GIBL [257]
Wine 95,38 97,53 97,35 98,3 0,77 0,95 Per
ér. réznica 7,28 3,37 0,43 0

Tabela 6.1: Doktadnosci dla 1NN, kNN, wazonego kNN, najlepszego znanego
modelu i réznice pomiedzy INN, kNN, WKNN a najlepszym modelem.

6.3.1.3.1. Baza danych tarczycy Ta baza (Thyroid) jest jedna z lepiej znanych
poséréd baz powszechnie uzywanych w publikacjach dotyczacych inteligencji
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obliczeniowej. Baza jest z pewnoscig nietrywialna i tylko czes¢ z metod daje
satysfakcjonujace rezultaty. Dokladniejszy opis danych zostal umieszczony w
rozdziale

Poprawnos$¢ na zbiorze testowym dla modelu INN (kNN z 1 sasiadem) jest
bardzo niska i wynosi tylko 93.14% (patrz tab.[6.2). Dla 3NN z miarg Manhattan,
poprawnos¢ wyniosta 94.4%, lecz dla wazonej wersji kKNN uzyskano popraw-
noé¢ 98.36%. Najlepszy rezultat byt otrzymany dla 3NN z miarg Canberra —
98.56%. Taki rezultat udato sie uzyska¢, dzieki usunieciu cech, ktére wprowa-
dzaly zbedny szum, badZ byly redundantne. Na rysunku przedstawiono
kilka wektoréw wag, jakie uzyskano podczas uczenia.
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Rysunek 6.1: Kilka zestawéw wag uzyskanych dla zbioru tarczycy.

6.3.1.3.2. Dane wyrostka robaczkowego (Appendicitis) Dokladniejszy opis da-
nych zostal umieszczony w rozdziale

To jest przykiad danych, na ktérych wazenie cech nie przynosi duzej po-
prawy, ale i nie powoduje pogorszenia wynikéw na testowej czesci. Tabela B3]
opisuje rezultaty wazenia.

6.3.1.3.3. Dane Australian credit Ten zbiér danych sklada si¢ z 690 wektorow,
14 cech i jest problemem dwuklasowym. Najlepszy rezultat zostat osiggniety dla
7NN CV3 z miarag Manhattan. Wyni6st 86.49% na czeéci testowej, natomiast bez
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Model Test Train
3NN CV3 Camberra 98.56 99.37
3NN CV2 Manh 98.49 99.33
3NN CV2 Manh 98.36 99.28
INN CV2 Manh 98.26  100.00
3NN CV2 98.28 99.24
INN CV2 98.26  100.00
2NN CV2 98.36  99.28
3NN Camberra 96.30 98.49
3NN Manh 9440 96.58
INN Manh 93.76  100.00
INN 93.14 100.00
wiekszos¢ 9271 -
SSV [111] 99.36 99.90
C-MLP2LN/ASA [60] 99.36 99.90
MLP a,b opt. [60]] 99.36  99.90
CART [255] 99.36  99.80
PVM [255] 99.36  99.80
SSV [111] 99.36 99.76
IncNet [137] 99.24  99.68
MLP2LN [60] 99.00 99.70
Cascade corr. [225] 98.50 100.00
BP-+genetic [225] 98.40 99.40
Quickprop 98.30  99.60
kNN+weights [66] 98.22 98.89
RProp 98.00 99.60
kNN+weights [66] 97.96 98.89...

Tabela 6.2: Dokladnosé dla zbioru

danych tarczycy.

Model Test Train
9NN CV3 Manh 88.72 88.75
19NN CV2 Manh  88.38 88.66
8NN CV2 Manh 88.26 88.87
1INN CV2 Manh  88.25 88.62
3NN CV3 Manh 85.65 91.21
9NN Manh 88.14 89.20
19NN Manh 87.95 88.01
8NN Manh 87.03 88.52
11NN Manh 87.65 88.33
1NN Manh 84.52  100.00
1NN 81.20 100.00
wiekszosé 80.19 -
IncNet [137] 90.90 90.11
kNN-+weights [66] 87.38 88.20
kNN-+weights [66] 87.13 88.55
FSM [1]] 8490 -
MLP+BP 8390 -

RBF 80.20 -

Tabela 6.3: Dokladnosci dla zbioru
wyrostka robaczkowego.
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Model Test Train
7NN CV3 Manh  86.49 89.28 Model Test Train
17NN CV2 Manh  86.40 87.83 INN CV3 Manh ~ 62.04 100.0
3NN CV3 Manh ~ 85.61 91.42 3NN CV3 Manh 6151 76.07
INN CV3 Manh 8276 100.00 7NN CV3 Manh 5830 68.28
NN Manh e 27NN CV3 Manh 56.19 59.78
17NN 8557 86.61 27NN Manh 52.56  56.53
7NN Manh 84.70 88.42 7NN Manh 52.03 63.57
1NN 80.04 100.00 INN Manh 50.91 100.00
1NN Manh 79.50  100.00 17NN Manh 50.25 57.97
; — 3NN Manh 48.07 72.53
wiekszosd 2551 - 27NN 4676 5175
Cal5 [185] 86.90 86.80 INN 4852 100.00
IsTsr\llﬂ[eﬁ-@ 22:88 82.30 wigksz08¢ 3109 -
L. Disrim. [I85]  85.90 86.10 CART [272] 6240 -
RBF [[185] 85.50 89.30 IB1 [272] 56.60 -
CART 85.50 85.50 C 45 [272] 5620 -
Naive Bayes [185] 84.90 86.40 ... GIBL [257] 55.11 -
IBL [257] 81.88 - IBL [257] 4829 - ...
GIBL [257] 80.72 - ..

Tabela 6.5: Dokladnosci dla zbioru
Tabela 6.4: Doktadnosci dla zbioru flagi.
australian credit.
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Model Test Train
28NN CV5 84.21 84.29
17NN CV20 84.20 84.13
5NN CV3 Manh 83.27 87.83
3NN CV3 Manh 81.67 90.10
1NN CV3 Manh 79.30 100
17NN 83.92 85.39
28NN 83.72 84.31
3NN Manh 83.15 91.09
5NN Manh 82.51 87.48
INN 76.54 100
1NN Manh 75.45 100
wiekszosé 54.13 -
28NN f. sel. 85.1+0.5 -
LDA [236] 84.50 ;
Fisher DA [236] 84.20 -
FSM 82.4-84 84.00
Naive Bayes[236]  82.5-83.4 -
SNB [236] 83.10 -
LVQ [236] 82.90 -
SVM (5xCV) [10] 81.50 -
MLP+BP [236] 81.30 -
CART [236] 80.80 -
RBF 79.10 -
kNN-+weights [66] 78.56 83.46
ASR [236] 78.40 -
C4.5 (5xCV) [10] 77.80 -
IBlc (WEKA) 77.60 ;
kNN+weights [66] 76.88 82.32
QDA 75.40 -

Tabela 6.6: Dokladnosci dla zbioru

choroéb serca.

Model Test Train
1NN CV3 Manh 80.81 100.00
3NN CV3 Manh 78.04 87.64
3NN CV3 Mink-0.7 77.97 88.78
3NN CV2 Manh 7749 87.53
3NN CV2 75.00 85.11
1NN Manh 73.50 100.00
3NN Manh 72.06 84.98
3NN 70.85 83.63
1NN 70.45 100.00
wiekszosé 35.51 -
GIBL [257] 78.55 -
Bayes [272] 71.80 -
CART 7140 -

B1 [272] 7110 -

ID3 [272] 69.10 -

IBL [257] 70.52 -

Tabela 6.7: Dokladnosci dla zbioru

glass.
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Model Test  Train Model Test  Train
3NN CV2 Manh  97.05 9814 7NN CV3 Manh  97.35 98.25
3NN CV20 Manh 9698 98,04 INN CV3 Manh  97.19 100.00
5NN CV3 Manh 9690 97.56 3NN CV3 Manh ~ 96.79 98.67
3NN CV3 Manh  96.79 98.26 INN Manh 9753  100.00
INN CV3 Manh 9674 100.00 7NN Manh 9731 97.79
3NN Manh 96.98 9823 AutoK CV3 Manh 97.23 98.43
3NN Mink-0.8 96.95 97.65 3NN Manh 96.95 98.45
3NN 9.60 97.97 INN 95.38  100.00
INN Manh 96.20  100.00 wiekszo§é 39.89 -
INN 95,18  100.00 _— e
wigkszosé 65.52 - BP 9830 -
SVM (5xCV?) 9720 - GIBL [257] 96.60 -
IncNet [137] 97.10 - IBL [257] 95.46 -
kNN DVDM 97.10 - MML [272] 95.00 -

IB1 [272] 9490 -
SVM [10] 96.90 -
Fisher DA [236]  96.80 - Bayes [272] 9490 -
MLP+BP [236] 96.70 - C 4.5 [272] 94.40 -

SMML 9440 -
LVQ [236] 9.60 -

ID3 [272] 93.80 -
SNB [236] 96.60 -

. B2 9320 -

FSM [] 96.50 B3 572 o
Naive B 96.40 - ... 50 -
aive Bayes [236] CART e

Tabela 6.8: Dokladnosci dla zbioru

raka piersi. Tabela 6.9: Dokladnosci dla zbioru

wine.
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uzycia wazenia uzyskano poprawno$¢ 84.7% (poréwnaj tabela B.5). Dla 17NN
poprawa byta nieco mniejsza: 86.4% z wazeniem cech i 86.32% bez wazenia
cech. Lecz dla INN z miarg Manhattan postep byt wiekszy: 82.76% z wazeniem
i 79.5% bez wazenia.

6.3.1.3.4. Dane opisujace flagi narodowe (Flags) Zbidr Flags jest takze proble-
mem klasyfikacyjnym i zawiera 193 wektory, 28 cech, a kazdy wektor moze by¢
przypisany do jednej z 8 klas. Algorytm wazenia cech na tym zbiorze zwigkszyt
znacznie jako$¢ poprawnosci. Rezultaty zostaly przedstawione w tabeli[6.5] Dla
INN CV3 z miarg Manhattan poprawno$¢ na czesci testowej wyniosta 62.04%,
natomiast bez wazenia uzyskano tylko 50.91%. Dla 3NN z wazeniem uzyskano
61.51% i 48.07% bez wazenia. Najlepszy nie wazony model kNN osiggnat do-
ktadnos¢ 52.56%, czyli okoto 10% mniej, niz najlepszy model kNN z wazeniem.

6.3.1.3.5. Dane raka piersi Dokladniejszy opis danych zostal umieszczony w
rozdziale [Z.2.2] (Breast cancer Wisconsin).

Na tym zbiorze danych uzycie wazenia cech nie zwigeksza poprawnosci kla-
syfikacji. Najlepszy wazony model uzyskal poprawnos¢ 97.05%, a najlepszy nie
wazony model 96.98%. Rezultaty zamieszczono w tabeli [6.8

6.3.1.3.6. Zbi6ér danych Glass Ten zbiér danych sktada si¢ z 214 wektoréw, a
kazdy wektor ma 9 atrybutéw. Problem jest 6 klasowy. W przypadku tego zbio-
ru udalo sie znacznie podnieé¢ poziom klasyfikacji po zastosowaniu algorytmu
wazenia. Rezultaty zostaly por6wnane w tabeli[6.7] Najlepszy model zostat uzy-
skany dla INN CV3 z miarg Manhattan i dal poprawnos¢ 80.81%. Natomiast bez
wazenia uzyskano koricowo tylko 73.50%. Dla 3 sasiadéw (3NN CV3 z miarg
Manhattan) wazony kNN uzyskat dokfadnos¢ 78.04%, a bez wazenia dokfad-
nos¢ 72.06%.

6.3.1.3.7. Dane choréb serca Dane chordb serca (Cleveland heart disease) skia-
daja si¢ z 303 wektoréw. Kazdy z nich opisywany jest przez 13 cech. Wektor
moze by¢ przypisany do jednej z dwoéch klas. Dla modelu kNN z 28 sasiada-
mi wazona wersja pozwolita uzyskaé¢ dokladnos¢ 84.21% na zbiorze testowym,
a model bez wazenia uzyskat 83.72% (poréwnaj tabela [6.6). Z kolei dla 1NN
z wazeniem dokltadno$¢ wyniosta 79.3%, a bez wazenia model 1NN uzyskat
dokfadnoé¢ 75.45% (oba dla miary Manhattan). Wartosci dla czesci testowej i
treningowej byly bardzo zblizone.

6.3.1.3.8. Dane opisujace gatunki win Zbiér danych Wine sktada si¢ z 178 wek-
toréw opisywanych 13 cechami. Kazdy wektor moze by¢ przypisany do jednej
z 3 klas. Dla tego testu rezultaty uzyskane z wazeniem i bez, sq bardzo podob-
ne. Najlepszy model 7NN CV3 z miarg Manhattan uzyskat poprawnos¢ 97.35%
na czegéci testowej, a niewazony kNN uzyskat 97.31%. Dla 1NN, takze z miarg
Manhattan, wazona wersja uzyskafa doktadnoé¢ 97.19%, podczas gdy zwykla
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minimalnie wiecej 97.53%. Tu takze wyniki na czeéci testowej i treningowej daty
bardzo podobna dokladnosé.

6.3.1.4. Podsumowanie

Dyskretna quasi-gradientowa metoda wazenia okazala si¢ metodg efektywna i
dajaca nierzadko znaczace poprawy jakosci klasyfikacji, czasem siegajace nawet
ponad 10% doktadnosci. Jak pokazano, algorytm moze by¢ uzyty do ekstrakeji
cech.

Algorytm moze startowaé z pelnej, badz pustej bazy cech. Oznacza to, ze
moze on rozpoczynac dziatanie od dodawania najistotniejszych wymiaréw, badz
usuwania najmniej istotnych. Moze to by¢ bardzo przydatne, gdy mamy do
czynienia z danymi wielowymiarowymi.

Wazna jest takze mozliwoé¢ uzyskania alternatywnych zestawéw wag dla
danego zbioru. Daje to dodatkowe informacje o wplywie poszczegdlnych cech
lub ich grup na jakos¢ informacji opisujacej zbiér danych. Moze tez, na przyktad,
istotnie wplywac na dalszy dobér wykonywanych testéw medycznych (czgsé
moze okazaé si¢ bardziej istotna, a inne zbedne, badz alternatywne).

Dzigki zastosowaniu algorytmu wazenia cech, algorytm kNN osigga bardzo
dobra poprawnos¢ klasyfikacji, co obrazuje spora skuteczno$é¢ metody:.

Warto zwrdci¢ uwage na zblizone rezultaty na czeéci testowej i treningowej,
co najczesciej §wiadczy o zblizeniu sie do optymalnego modelu rozwigzujacego
dany problem w danej klasie modeli.

Wazne jest takze, ze algorytm moze by¢ uzyty nie tylko do modelu k naj-
blizszych sasiadéw, ale i do réznych innych modeli inteligencji obliczeniowe;.

Taki sposéb wazenia cech zostal zaimplementowany w systemie GhostMiner

[139].

6.4. Regularyzacja danych

Ten rozdziat po$wiecony zostal zupelnie nowej technice, ktérej celem jest au-
tomatyczne wyznaczanie btedéw w danych, wskazywanie niepewnych danych
i metodologia umozliwiajaca naprawianie danych, badZ udostepnianie infor-
magcji o wiarygodnosci wektoréw dla modeli adaptacyjnych tak, by mogty one
uwzglednié¢ wiarygodnosé wektora(-6w).

Dzieki temu modele adaptacyjne beda stabilniejsze podczas uczenia.

Inng cecha tej metody jest mozliwos¢é przypisania wartosci ciggtych w miejsce
numeru etykiety klas dla probleméw klasyfikacyjnych. Umozliwia to odejscie
od danych czarno-biatych (danych w ktérych kazdy wektor przypisany jest do
jednej klasy) i uzyskanie odcieni szaroéci (kazdemu wektorowi przypisujemy
wiarygodnos¢ przynaleznosci do danej klasy). Moze to mie¢ bardzo pozytywny
wplyw na wiele metod, szczeg6lnie tych o charakterze aproksymatoréw, ktére
preferujg uczenie si¢ na ciggtych wartosciach wyjsé.
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Metoda powinna tez wplynaé pozytywnie na uwiarygodnienie rezultatéw
osiagnietych przez modele po uzyciu danych zregularyzowanych.

Dylematem modeli uczacych sie jest to, Ze najczesciej kaze si¢ im ufaé, ze
dane na ktérych przebiega proces uczenia sa prawdziwe na 100%. Podczas gdy
realne dane prawie zawsze takie nie s3. Rozwazmy bardzo prosty przypadek.
Powiedzmy, ze mamy dwie klasy zdrowi i przezigbieni. Przypisujemy poszczegol-
nym wektorom jedng z etykiet klas. Oznajmiamy w ten sposéb, ze mamy tylko
czarno-biate przypadki, a przeciez wiele przypadkéw moze reprezentowac nie-
jednoznaczne przypadki, takie jak nieco przeziebiony, prawie zdrowy.

Czeé¢ metod radzi sobie z tym, uzywajac réznych typow regularyzacji pod-
czas procesu uczenia. Jak wiemy, metody regularyzacji najczeéciej dodaja pe-
wien dodatkowy czton do funkgji btedu (poréwnaj rozdzialy 2.1} 2.5.2] i
[209] [120, 253]. Nawet uzywajac metod regularyzacji nie mozna by¢ do korica
pewnym, ze problem zniknie. Jedng z przyczyn jest to, Ze regularyzacja (najcze-
Sciej) ma taka sama czuto$¢ w kazdej czesci przestrzeni.

Co wiecej, bardzo czesto nawet eksperci danego zagadnienia majg problem
z okreSleniem wiarygodnosci, jaka jest zwigzana z danym wektorem. Takze
wszystkie dobrze znane metody wstepnego przetwarzania danych nie prébu-
ja nawet rozwigzywac tego problemu.

Ponizej przedstawiona zostanie regularyzacja danych w réznych wariantach,
ktére moga by¢ przydatne dla réznych typéw metod. Schemat regularyzacji w
naturalny sposéb daje miare wiarygodnosci, jaka mozna przypisa¢ do oryginal-
nego zbioru danych. Pokazane zostang takze przyktady uzycia regularyzacji.

Jak juz dobrze wiadomo z poprzednich rozdziatéw, celem klasyfikacji i aprok-
symagji jest poszukiwanie nieznanego odwzorowania:

f(Xi)Zyi, i=12,...,N (6.19)
dla danego zbioru danych S:

S={xyi) :1<i <N}, (6.20)
gdzie kazda para (xj,y;) sklada sie z wektora wejSciowego cech X; i etykiety
klasy, czy pewnej warto$ci wyjSciowej y;.

Czasami, dla pewnych klasyfikatoréw, preferuje sie¢ mozliwos¢ reprezentacji
etykiety klasy y; przez wektor v; z 1 na pozycji réwnej numerowi klasy y; i
reszcie rownej 0 (na przyklad dla wielowarstwowego perceptronuy):

1 k=yi

0 KAy (6.21)

Vi = [Vl!VZ, e -yvd]T and Vk = {

wtedy zbiér danych sktada sie z par wektoréw:

SY = {{xj, Vi) : 1 <i <N}, (6.22)
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Bazujac na zbiorze danych S mozna zdefiniowa¢ model P, uzywajac znor-
malizowanej funkcji gaussowskiej:

- G(x;Xj,0)

Gi(X; X)) = —g———, 6.23
(060) = S (6.23)
gdzie G(X;Xj, o) (0 jest pewna stalq) jest zdefiniowane przez
Clx=xgl
G(x;xj,0)=¢" @ . (6.24)
Wtedy model P moze by¢ zdefiniowany przez
Pk|x,8) =) Gi(X; X)) (6.25)
iclk
gdzie 1K= {i:(xj,yi) € SAy; =k}. Mozna zobaczy¢, ze
K
Z (i|x,S) = 1, (6.26)

K jest réwne liczbie klas.

Wtedy P(k|x, §) moze by¢ interpretowane jako prawdopodobieristwo, ze da-
ny wektor X nalezy do klasy k dla zbioru danych S. Model taki mozna by
nazwaé siecia znormalizowanych funkcji Gaussa (ang. normalized radial basis
function network (NRBFN)).

Parametr ¢ z réwnania [6.24] definiuje gtadkos¢ dla modelu P. Zakladajac, ze
o jest wystarczajaco mata, mamy:

P(yilx;,S) = 1 (6.27)
gdzie (Xj,Y;j) jest parq ze zbioru S.

Zalézmy, ze zbiér danych nie jest bardzo wrazliwy (jest dostatecznie gesty).
Wtedy usuniecie dowolnej pary ze zbioru S nie powinno zmienia¢ dramatycznie
modelu P.

Niech §! bedzie zbiorem S z usunigty parg (X;, yj):

S = {{xYk) (X Yk) € SAK ). (6.28)

Teraz, uzywajac prawdopodobieristwa

P(yilxi, ") (629)

okresli¢ mozna wiarygodnos¢, ze wektor X; jest zgodny ze zbiorem S. Moze to

by¢ test zgodnosci lub test spéjnosci dowolnego wektora ze zbiorem danych.
Wspolczynnik o (6.24), ktory okresla gtadkosé funkgji gaussowskiej, moze

by¢ uzyty do kontroli sity regularyzacji dla modelu P. Wybér parametru o
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zalezy od ufnoéci apriorycznej dla danego zbioru S (jesli tylko jest znana) lub
moze byé¢ wyznaczony przez D?/N (D jest maksymalna odlegtoscia pomiedzy
dwoma wektorami ze zbioru S).

Test zgodnosci moze by¢ uzyty na kilka sposobéw w regularyzacji danych.
Dwa typy regularyzacji zawarte sa w ponizszych zbiorach. Stanowia one roz-
szerzenia zbioru S:

8P = {((xiyi), P(yilxi,8Y)) 11 <i < N}, (6.30)

S = {{(Xiyi) P, SN, ... P(K|x;, 8Y)) 1 <i <N} (6.31)

Tak zdefiniowane zbiory niosg zmodyfikowang informacje wzgledem zbioru

S. W miejscu etykiety klasy y; mamy prawdopodobienistwo P(yj|xj,S'), badz

(w przypadku drugiego zbioru) prawdopodobienistwa dla poszczegélnych klas
uzyskane z powyzszego testu zgodnosci.

6.4.1. Odcienie szaros$ci

Zbiér danych S skiada sie tylko z czarnych i biatych przyktadoéw. Teraz, bazujac
na powyzszych zbiorach SP i SPV. Mozna stworzyé zbiér z danymi, ktére beda
zawieraly odcienie szarosci:

S' = {{xi (i, Pyifxi, 81))) 1 1 < T < N} (6.32)
lub w wersji z wieloma wyj$ciami:
S" = {(xi.pi) :1<i <N}, (6.33)
gdzie
pi = [P(1]x;, SY),..., P(K|x;, SH]T. (6.34)

6.4.2. Eliminacja zlych wektoréw i przeetykietowanie klas.

Jest tez mozliwe, ze dla niektérych wektoréw P(yi|x;, S') sq istotnie mniejsze
niz P(j|X; (j # Vi). Oznacza to, ze para (X;,Y;) jest niezgodna z oryginalnym
zbiorem danych S. Jednym z wyjs¢ jest usuniecie takiego podejrzanego wektora
ze zbioru danych S' i S @321 [6.33).

Innym wyjéciem moze by¢ przeetykietowanie niepewnych wektoréw, czyli
przypisanie im nowych klas. Wtedy dla zbioru S'! kazdy zty wektor x; bedzie
przeetykietowany do bardziej prawdopodobnej klasy:

max P(jlxi, S"). (6.35)
J#I!

W przypadku metod, ktére potrafig korzystac tylko z czarno-biatych danych,
informacja, ktora jest w zbiorach SP i SP¥ moze poméc wykluczyé, badz prze-
etykietowa¢ zle wektory ze zbioru S. Dla przyktadu mozna uzy¢ zbioru S'!' do
przeetykietowania:

S"M = {(xj,k) : 1 <i <N}, (6.36)
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gdzie k = argmax; P(j|x;, S').

Taka regularyzacja danych moze zosta¢ uzyta do uczenia roznych modeli
sieci neuronowych (MLP, RBE, etc.), jak réwniez moze by¢ uzyta w réznych
funkcjach kosztéw innych modeli inteligencji obliczeniowej, do dodania w nich
informacji o wiarygodnosci odpowiednich wektoréw ze zbioru danych. Model
adaptacyjny moze wtedy bra¢ pod uwage informacje o wiarygodnosci danego
wektora.

6.4.3. Przyklady uzycia regularyzacji danych

Ponizej zaprezentowano przyklady, ktére na prostych danych obrazuja dziatanie
regularyzacji przedstawionej powyze;j.

Dane zostaly wygenerowane dla dwoéch klas niezaleznie, z dwoma réznymi
rozkladami gaussowskimi.

Rysunki [6.2]i 6.3 prezentuja dane przed regularyzacjg (trojkaty — dolny dla
klasy I'i gérny dla klasy II) i po regularyzacji (kétka dla klasy I, a krzyzyki dla
klasy II). Dwie ciagte linie pokazujq prawdopodobieristwo modelu P dla dwéch
klas, zdefiniowane przez réwnanie dla oryginalnych danych ze zbioru S.
Kolejne rysunki prezentujg rezultaty dla innych dyspersji rozktadéw i ich cen-
tréw.

6.4.4. Podsumowanie

Opisana regularyzacja danych jest zupeinie nowym, bardzo ciekawym narze-
dziem, ktére moze by¢ stosowane do wielu réznych celéw i moze by¢ uzywane
z wieloma r6znymi modelami inteligencji obliczeniowej. Moze by¢ stosowana do
algorytmoéw uczenia, takze gdy model wymaga ostrych regionéw decyzyjnych,
jak réwniez do usuwania niepewnych, ztych wektoréw z oryginalnych danych.
Mozna dokona¢ transformacji oryginalnego zbioru danych do zbioru z odcie-
niami szaroéci, dzieki czemu pézZniejszy model adaptacyjny moze uwzgledniaé
wiarygodno$é poszczegélnych wektoréw, co moze prowadzi¢ do stabilniejszego
procesu uczenia.

6.5. Przedzialy ufnosci, jako narzedzie analizy danych
i wizualizacji wynikéw

Oproécz analizy istotnego podzbioru prawdopodobienistw {p(C'|x) :i=1,...,K}
dla najbardziej prawdopodobnej klasy mozna wyznaczy¢ w poszczegélnych wy-
miarach wejSciowych przedziat, w ktérym zmiennoé¢ wartosci owego wymiaru
nie zmieni klasyfikacji. Scislej, zaktadajac, ze wektor X = [xq,Xa, ..., Xn] zostat
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sklasyfikowany jako obiekt klasy k, przedziat [x] .., Xl ax] dla cechy r wyznaczo-
ny jest przez:

Xmin = m)zin {C(X) =k A Vy,>2-xC(X) =k} (6.37)
Xmax = m)%\x {C(X) =k A Vy2<xC(X) =k}, (6.38)

gdzie X = [Xl, .. .,erl,)z, Xr41y-- .,XN], aX= [Xl, .. .,Xr,]_,i,XH,l, .. .,XN].
Tak wyznaczone przedzialy (X . Xmax] dla r = 1,..., N, opisujg mozliwe

odchylenia wartosci dla poszczegélnych wspélrzednych r klasyfikowanego wek-
tora X, podczas gdy wartosci pozostatych cech pozostajg niezmienne (réwne
odpowiednim wspétrzednym wektora x). Dalej przedziaty te beda nazywane
przedziatami ufnosci.

Umiejscowienie wartosci wspotrzednych wektora x w odpowiadajacych im
przedziatach ufnosci, pomaga stwierdzi¢, czy wektor X jest na obrzezu regionu
decyzyjnego, czy raczej w jego centrum.

Wyznaczanie przedziatéw ufnos$ci mozna rozbudowac¢ o prég ufnosci, tak
aby prawdopodobieristwo zwycigskiej klasy byto istotnie wigksze od najbardziej
prawdopodobnej klasy alternatywnej. Mozna to zrealizowaé, dodajac nierow-
noéé do wzoréw (637) i (&38)

X" m)zin{C(i) =K A Yygo2oxC(R) =k A (6.39)

p(CHX) - p)

max; . p(Cl[X

Xix = mxax{coz) =Kk A Vye2<xC(X) =k A (6.40)

O g,

maxi;ék p(C' |)_(

gdzie X = [X1,..., Xr—1, X, Xp41, -+ s XNJ, @X = [X1, ..o, Xr—1, K, X1, - - -, XN]. WspoOl-
czynnik B oznacza wybrany prég. OczywiScie mozna prowadzi¢ obserwacje
zmiennoéci przedzialéw, w zaleznosci, od doboru wartosci progu .

Tak zdefiniowane przedzialy ufnosci stanowia silng alternatywe dla regut
logicznych i sq narzedziem, ktére moze znaczaco wspomoc proces diagnozy, co
bedzie mozna przesledzi¢ na ponizszych przyktadach.

Rysunek ilustruje przyktad wyznaczonych przedzialéw ufnosci dla jed-
nego przypadku z psychometrycznej bazy danych, szczegdtowo opisywanych
w podrozdziale Z21 Przedstawione przedziaty ufnosci opisujg jednoznaczny
przypadek psychozy reaktywnej, dla ktérego prawdopodobieristwo przynalez-
noéci wyniosto 0.96. Kolejne podrysunki ilustrujg dopuszczalne zmiany wartosci
poszczegdlnych cech.

Zielony kwadrat odpowiada wartosci cechy analizowanego przypadku, a
warto$¢ odcietej to prawdopodobieristwo najbardziej prawdopodobnej z klas
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(por. wzér £.127). Linig ciagla oznaczono dopuszczalny zakres wartosci danej
cechy dla najbardziej prawdopodobnej klasy. Warto$¢ na osi pionowej odpowia-
da wartosci wyznaczonego prawdopodobieristwa. Linig przerywang oznaczono
dopuszczalny zakres wartoéci danej cechy dla drugiej z najbardziej prawdo-
podobnych klas. Podobnie jak dla najbardziej prawdopodobnej klasy, wartosé
rzednej odpowiada wartosci wyznaczonego prawdopodobienistwa dla tej klasy.
Ten przypadek jest jednak tak jednoznaczny, Zze zakres drugiej alternatywnej
klasy po prostu niemal lezy na osi rzednych. Dzigki temu mozemy nie tylko
obserwowa¢ dopuszczalne zakresy zmian, ale widzimy réwniez stosunek praw-
dopodobiernistw najbardziej istotnych klas.

Dla odréznienia rysunek [6.5] ilustruje przypadek, ktory nie jest tak jedno-
znaczny, jak poprzedni. W wyniku klasyfikacji okazalo sig, iz najbardziej praw-
dopodobna klase stanowia zmiany organiczne 0.56, druga najbardziej prawdo-
podobna klasg jest schizofrenia 0.39. Pozostate klasy nie ma juz istotnego wpty-
wu (dla rozpatrywanego przypadku). Na podstawie tego przypadku zauwazy¢
mozna znacznie bardziej istotny wplyw klasy alternatywnej, schizofrenii.

Jednak tak jak i reguly logiczne, przedzialy ufnosci pokazujaq state praw-
dopodobieristwo podczas gdy wartosci odpowiednich wspoétrzednych ulegajg
zmianie. Dlatego tez znacznie bogatsze w informacje jest zilustrowanie nie tyl-
ko przedziatéw ufnosci, ale réwniez wartosci prawdopodobienistw towarzysza-
cych zmieniajgcym si¢ wartoéciom poszczegélnych cech. Takie przedziaty beda
nazywane probabilistycznymi przedziatami ufnosci. Dzieki takiej zmianie w miej-
sce prostokqtow, ktére symbolizowaly przedzialy, pojawia sie krzywe, ktére beda
pokazywaly zmiane prawdopodobieristwa.

Dla powyzej oméwionych dwéch przypadkéw: psychozy reaktywnej i zmian
organicznych, wyznaczone zostaty probabilistyczne przedziaty ufnosci — patrz
rysunek [6.6]i 6.7,

Zielony kwadrat odpowiada wartosci cechy analizowanego przypadku, a
warto$¢ rzednej to prawdopodobieristwo najbardziej prawdopodobnej z klas
(por. wzér EI27). Linig ciagla oznaczono krzywa zmian warto$ci prawdopo-
dobienistwa zwycieskiej klasy dla zmieniajacych si¢ wartosci odpowiedniej ce-
chy analizowanego przypadku. Krzywa dla cechy r jest opisana przez praw-
dopodobienistwo p(C(x)|X) (C(X) jest zdefiniowane réwnaniem [£.128), gdzie
X = [X1,..., Xr—1, X, Xr41, - . ., XN] Krzywa kropkowana przedstawia prawdopo-
dobiernistwo przynaleznosci do drugiej z najbardziej prawdopodobnych klas roz-
patrywanego przypadku dla zmieniajacych si¢ wartosci odpowiedniej cechy ana-
lizowanego przypadku. Krzywa dla cechy r opisuje prawdopodobienistwo przez
p(Ck2|x), gdzie k, jest zdefiniowane jako:

ky = argmax {p(C'[x), C' # C(x)}. (6.41)

Natomiast przerywana krzywa przedstawia prawdopodobienistwo klasy al-
ternatywnej, najbardziej prawdopodobnej dla danej wartosci prezentowanej ce-
chy i pozostatych wartosci cech zgodnych z rozpatrywanym przypadkiem (dla
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Rysunek 6.5: Przedziaty ufnoéci. Przypadek zmian organicznych i schizofrenii.
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réznych warto$ci prezentowanej klasy alternatywne moga by¢ rézne). Ta krzywaq
opisuje prawdopodobieristwo p(C*M|X), gdzie ky jest zdefiniowane jako:

km = argmax {p(C'[x), C' # C(x)}. (6.42)

Gdy krzywa sktada sie z kropek i odcinkéw oznacza to naktadanie si¢ dwéch
opisanych powyzej krzywych.

Prosze zwrécié uwage, iz w réwnaniul6.42lwyznacza sie maksimum z p(C'|X)
w punkcie X, natomiast w réwnaniu w punkcie X.

Wiecej przykladéw probabilistycznych przedzialéw ufnosci mozna znalezé

w podrozdziale [Z2.1] (rysunki 713, [Z14} [Z15] 716, 7121 Z19).

Probabilistyczne przedzialy ufnosci znacznie wzbogacaja informacje, wspo-
magajac proces klasyfikagji i diagnozy. Analizujac zmienno$é prawdopodobien-
stwa dla poszczegélnych cech fatwo mozna znalez¢ wiele istotnych wtasno-
Sci, charakterystycznych dla rozpatrywanego przypadku. Przede wszystkim po-
przez analize wptywu klas alternatywnych (krzywa przerywana) mozna zbadag,
na ile proces klasyfikacji jest jednoznaczny i stabilny ze wzgledu na mate zmia-
ny wartosci cech. To wydaje sie¢ najwazniejszq kwestia nie tylko w medycynie.
Patrzac na umiejscowienie rozpatrywanego przypadku w wyznaczonych prze-
dziatach ufnosci mozna stwierdzi¢ na ile jest on typowy. Z kolei obserwujac
charakter zmian zwycigskiej klasy mozna okreéli¢, czy ma ona wplyw na dany
przypadek, a jesli tak, na ile jest on istotny.

6.5.1. Przedzialy ufnosci i probabilistyczne przedzialy ufnosci, a
reguly logiczne.

Najbardziej widoczng i znaczaca réznica jest rodzaj interpretacji: probabilistycz-
ny dla przedziatéw ufnosci i logiczny dla regut logicznych. W konsekwencji tego
odpowiedZ w analizie danego przypadku przez reguly to tak lub nie, nie ma
warto$ci posrednich. W realnych zastosowaniach, szczegélnie w medycynie, taki
brak wartosci posrednich znacznie obniza zaufanie do sugerowanej diagnozy. Z
kolei, gdy dochodzi do analizy trudnych przypadkéw, nierzadko napotyka si¢
na wektory, ktére znajduja sie w obszarze wiecej niz jednej reguly, ktére nale-
za do réznych klas lub tez okazuje sig, ze w ogéle zadna z regul nie pokrywa
obszaru, w ktérym znajduje si¢ analizowany przypadek (por. [184]).

Analiza probabilistycznych przedziatéw ufnosci dostarcza informacji o praw-
dopodobieristwach najistotniejszych klas, gtadko opisujac wszelkie ich zmiany.
Umozliwia to dogtebng analize danego przypadku, niezaleznie w kazdym wy-
miarze. Prawdopodobienistwa umozliwiaja dokladne poréwnanie réznicy po-
miedzy klasg najbardziej prawdopodobna, a klasa lub klasami alternatywnymi
— kazdy przypadek moze mie¢ choéby minimalnie inny rozktad prawdopodo-
bienistw przynaleznosci do poszczegdlnych klas.

Wszystko to sprawia, ze probabilistyczne przedzialy ufnosci stanowia nie-
zwykle silne narzedzie wspomagania procesu klasyfikacji, jego analizy i wizu-
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alizacji. W efekcie czego trudno juz taki model postepowania nazwac czarng
skrzynkq, co nierzadko zarzuca si¢ metodom sztucznych sieci neuronowych.






Zastosowanie sieci neuronowych do
klasyfikacji i analizy danych
medycznych i aproksymacji

7.1. Techniki poré6wnywania r6znych modeli

Rozmaite modele adaptacyjne, ktére ucza si¢ z danych, cechuja si¢ przer6z-
nymi wiasciwosciami. Czeé¢ mozliwosci poréwnywania modeli, to analityczne
mozliwosci poréwnywania podobienistw i réznic matematycznych wiasciwosci
poszczegdlnych modeli. Jednak najcze$ciej nie jest to wystarczajace, co jest spo-
wodowane zbyt ogélnym poziomem takich analiz. Dlatego tez najczestszym
sposobem poréwnywania réznych modeli jest poréwnywanie bledéw, jakie te
modele popelniajq juz po procesie adaptacji. Nalezy jednak pamietaé, ze ist-
nieja dwa Zrédta btedéw modelu. Pierwsze to niedoskonalos¢ samego modelu
adaptacyjnego, drugie to niedoskonatoé¢ danych.

Catkowity Niedoskonatos¢ Niedoskonatos¢
Blad - Modelu " Danych
Modelu o

Dodatkowo waznym jest rozréznienie dwéch typéw bledéw: bledu uczenia i
btedu generalizacji. Pierwszy, to blad, ktéry model popelnia na zbiorze, na ktérym
byl uczony. Drugi, blad generalizacji, to biad, jaki popeinia model na zbiorze
testowym, ktérego elementy nie braty udzialu w procesie uczenia. Obserwa-
cja bledu uczenia pokazuje nam postep (lub jego brak) w procesie uczenia.
Koricowa wartoé¢ btedu uczenia nie jest niestety wymiernym wspoétczynnikiem
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umozliwiajgcym okreélenie, tego, co najwazniejsze, czyli uzyskanego poziomu
generalizacji. Z analizy wielu artykutéw wynika, Ze nadal wiele os6b lekcewazy
ten fakt. Istotnie wigcej na temat poziomu generalizacji uzyskuje si¢ z obserwacji
bledu uzyskanego na zbiorze testowym.

Skad bierze si¢ zbidr testowy? Mamy tu dwa gtéwne przypadki:

e gdy mamy do czynienia z pewnym odgoérnie zdefiniowanym podziatem
zbioru danych na czes¢ treningowaq i testowa,

e gdy nie istnieje zaden odgérny podzial zbioru danych.

O ile pierwszy przypadek nie pozostawia zadnych watpliwosci, to drugi staje
sie najczesciej przyczyna powstawania przeréznych sposobéw podziatu zbioru
danych na cze$¢ (czesci) treningowaq i testowq. To z kolei nierzadko jest powo-
dem niemoznosci dalszego poréwnywania bledéw réznych modeli. Najczesciej
powodem uniemozliwiajacym dalsze poréwnywanie wynikéw jest dysproporcja
pomiedzy liczebnoscig zbioru treningowego i testowego w réznych podziatach.

Istnieje jednak pare standardowych sposobéw podziatu zbioru danych i wy-
znaczania dzieki temu poszczegoélnych btedéw.

Pierwszym i najprostszym sposobem jest losowy podziat na czeé¢ testowa
i treningowa. Najczesciej dokonuje sie podziatu w nastepujacych proporcjach:
90% i 10%, odpowiednio dla zbioru treningowego i testowego; 80% i 20%; 70% i
30%; a czasem i 50% na 50%. W zwigzku z ogromng liczba mozliwych podzia-
6w, wynikajacych z losowosci podziatu, nalezy w praktyce dokonaé usrednienia
po wielu takich podziatach, aby uniezalezni¢ wyniki badari od owego losowego
podziatu. Wtedy, jako blad, podaje si¢ wartos¢ srednig (odpowiednio dla zbioru
treningowego i testowego).

Drugi sposéb podziatu zbioru danych najczesciej nazywany jest walidacjq
skodng (ang. crossvalidation (CV)), czasem tez kroswalidacja, czy testem krzyzo-
wym. Test ten polega na losowym podziale zbioru danych S na k mozliwie
réwno licznych podzbioréw S1,Ss, ..., Sk. Nastepnie na podstawie dokonanego
podziatu tworzy sie k par zbioréw treningowych i testowych:

RS = |Js, (7.1)
j#i
TES; = Si (7.2)

dlai=1,2,...,k
Kolejnym krokiem jest uzycie powyzej zdefiniowanych par zbioréw, kolejno
do uczenia i wyznaczenia btedéw treningowych i testowych. Ostatecznie umoz-
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liwia to wyznaczenie koricowych rezultatéw:

1k
Etrs = EZETRSi, (7.3)
i—1
1k
Eres = EZETESV (7.4)
i—1
(7.5)

gdzie Etgs, jest bledem modelu uzyskanym po uczeniu na zbiorze treningo-
wym, a Etgg; jest bledem modelu, uzyskanym po uczeniu na zbiorze testowym.

Do najbardziej typowych podziatéw nalezy podzial na 10 podzbioréw (10
CV) ina n podzbioréw, gdzie n oznacza liczbg wektoréw danych. Ostatni przy-
padek nazywany jest leave one out (LOO).

Czasem spotyka sie réwniez odmiane testu krzyzowego, ktéra statystycz-
nie powinna dawaé wierniejsze rezultaty od wyzej opisanej metody. Metoda ta
dotyczy danych, na ktérych dokonuje sie klasyfikacji. Jedyna réznica polega na
dodatkowym warunku nakazujacym utrzymywanie we wszystkich podzbiorach
takich samych proporgji elementéw poszczegdlnych klas do liczby pozostatych
elementéw, jakie sg w calym zbiorze danych. Nazywa sie jg walidacjg sko$na
stratyfikowang (ang. stratified crossvalidation), SCV.

Cho¢ czasem réznice pomiedzy wynikami z 10 CV i LOO sg nieduze, to na
ogot jednak réznica pomigdzy nimi jest statystycznie istotna.

Gdy wartosci 10 CV i LOO sa zblizone, moze to oznaczad, ze zbiér danych
dobrze opisuje problem i tym samym usuniecie z niego 10% danych nie powo-
duje istotnych btedéw wynikajacych z niereprezentatywnosci prébki w stosunku
do (nieznanego) rozkladu prawdopodobienistwa. Prawdg jest réwniez, ze bar-
dziej warto$ciowy jest dobry rezultat 10 CV niz rezultat z taka sama wartoscig
dla LOO. Z tego wynika fakt, iz kiedy model A ma taki rezultat dla 10 CV jak
model B dla LOO, to z pewnoécia model A nie powinien by¢ gorszy. Podobne
konkluzje znalez¢ mozna w [24].

W problemach klasyfikacji jako miary bledu uzywa si¢ wspoétczynnika po-
prawnosci

__ iloé¢ poprawnie sklasyfikowanych wektoréw

WP 7.
ilos¢ wektorow (7.6)
lub tez btedu klasyfikacji
WB — 1 — WP — iloé¢ niepoprawnie sklasyfikowanych wektorow. 7.7)

iloé¢ wektorow
Sumaryczny btad kwadratowy (ang. Sum Squared Error, SSE), jak i pozostate
miary wymienione ponizej, sq czesciej wykorzystywane w aproksymacji, niz
klasyfikagji:
n
SSE =Y (F(xi) —yi)*. (7.8)
i=1
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Jeszcze czedciej korzysta sie ze Sredniego bledu kwadratowego (ang. Mean
Squared Error, MSE):

— leoe — LN R v
MSE = nSSE = ;(F(x,) yi)%, (7.9)

czy tez pierwiastka Sredniego bledu kwadratowego (ang. Root Mean Squared Er-

ror, RMSE):
1 1 /&
RMSE = VMSE = ﬁ\/ss =7 i;(F(xi) —vi)2. (7.10)

Inna stosowana miarg jest Sredni biad procentowy (ang. Average Percentage
Error, APE):
1 n
APE = —
v E

F(Xi) — Vi

+ 100%. (7.11)

Czasami spotyka si¢ rowniez miare, ktéra uwzglednia nie tylko btad, ale i
wariancje (ang. Average Relative Variance, ARV)

sy (F(xi) —yi)?

ARV = 7
(Y —vVi)?

(7.12)

gdziey =1/nY ;.

7.2. Medyczne zastosowania sieci IncNet

Sie¢ IncNet mozna stosowa¢ zaréwno do probleméw klasyfikacyjnych, jak i w
aproksymacji. W biezacym podrozdziale przedstawione zostang zastosowania
sieci IncNet do klasyfikacji danych medycznych. Pierwszym zastosowaniem be-
dzie klasyfikacja danych psychometrycznych. Zadaniem sieci w tym przypadku
jest klasyfikacja osoby do pewnej psychiatrycznej grupy nozologicznej, w opar-
ciu o wyznaczone wspoétczynniki dla danej osoby. W nastepnym podrozdziale
zaprezentowane jest uzycie sieci IncNet do klasyfikacji choréb: raka piersi, za-
palenia watroby, cukrzycy, zapalenia wyrostka i choréb tarczycy. Natomiast w
kolejnym podrozdziale bedzie mozna przesledzi¢ kilka przykladéw zastosowa-
nia sieci IncNet w aproksymagji.

7.2.1. Klasyfikacja i analiza danych psychometrycznych
7.2.1.1. Opis problemu

Psychometryczny test Minnesota Multiphasic Personality Inventory (MMPI) [34} 32,
B3] O] jest jednym z najczesciej stosowanych testéw, ktére wspomagajg dokony-
wanie klasyfikacji psychiatrycznych typéw nozologicznych. Test MMPI sktada
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sie z ponad 550 pytan. Pytania testu dotycza przerdznych tematéw, zwigza-
nych z badang osobg (liczby w nawiasach oznaczajg liczbe pytari): ogélnego
stanu zdrowia (9 pozycji), symptoméw neurologicznych (19), nerwéw czasz-
kowych (11), motoryki i koordynacji ruchowej (6), wrazliwosci (5), reakcji wa-
zomotorycznych, zaburzeri mowy, probleméw wydzielniczych (10), probleméw
systemu krgzeniowo-oddechowego (5), probleméw zotadkowo-jelitowych (11),
probleméw moczowo-piciowych (5), nawykéw (19), spraw rodzinnych i mat-
zetiskich (26), probleméw zawodowych (18), probleméw szkolnych (12), postaw
wobec religii (19), postaw politycznych, stosunku do prawa i porzadku (46),
postaw spotecznych (72), obnizenia nastroju (32), podwyzszenia nastroju (24),
stanéw obsesyjnych i kompulsywnych (15), urojeri, poczucia mocy, halucynaci,
iluzji (34), fobii (29), tendencji sadystycznych i/lub masochistycznych (7), morale
(33), pozycje odnoszace sie do meskosci-kobiecosci (55) pozycje wskazujace na
to, czy jednostka nie prébowata przedstawi¢ siebie w nadmiernie korzystnym
Swietle (15).

Na podstawie odpowiedzi na pytania testu konstruuje si¢ skale kontrolne i
kliniczne.

Na skale kontrolne sktadaja si¢ nastepujace elementy: “Na to trudno mi od-
powiedzie¢” (”?”), ocena stopnia szczeroéci os6b badanych, wykrywanie niety-
powych i dewiacyjnych sposobéw odpowiadania, wykrywanie subtelniejszych
prob zafatszowania profilu.

Z kolei w skifad skal klinicznych wchodza: hipochondria, depresja, histeria,
psychopatia mesko$é, paranoja, psychastenia, schizofrenia, mania, introwersja
spofeczna.

Celem testu MMPI jest, na podstawie wyzej przedstawionych cech (w po-
staci wspotczynnikéw réznych skal), wspomozenie dokonania klasyfikacji psy-
chiatrycznego typu nozologicznego badanej osoby. Czgs¢ sposréd typow jest
wspolna dla kobiet i mezZczyzn, natomiast inne typy sa zréznicowane. Jeden z
mozliwych podziatéw dokonany przez J. Gomute i T. Kucharskiego (Uniwersy-
tet M. Kopernika w Toruniu) oddzielny dla kobiet i mezczyzn przedstawiony
jest ponizej.

Typy dotyczace kobiet: nerwica, psychopatia, przestepcy, schizofrenia, psy-
chozy reaktywne, psychozy inwolucyjne, symulacja, dewiacyjne style odpowie-
dzi (grupa skiadajaca si¢ z 6 klas nozologicznych).

Typy dotyczace mezczyzn: nerwica, psychopatia, alkoholizm, przestepcy, schi-
zofrenia, psychozy reaktywne, symulacja, dewiacyjne style odpowiedzi (grupa
sktadajace si¢ z 6 klas nozologicznych).

Typy wspélne: norma, psychopatia, narkomania, organika, zespét urojenio-
wy, psychozy reaktywne, paranoja, stan hipomaniakalny, symulacja, dyssymu-
lacja.

7.2.1.2. Dane

Ostateczna klasyfikacja typu nozologicznego na podstawie skal kontrolnych i kli-
nicznych jest trudna i wymaga bogatej wiedzy specjalistycznej. Powstato wiec
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pytanie, czy nie mozna by skonstruowaé systemu, ktéry moégtby dokonywac
automatycznie wiasciwej klasyfikacji, bazujac na wyznaczonych skalach (kon-
trolnych i klinicznych). W tym celu psycholodzy z Uniwersytetu Mikofaja Ko-
pernika, Jerzy Gomuta i Tomasz Kucharski, opracowali bazy danych w oparciu
o liczna grupe pacjentéw Akademickiej Poradni Psychologicznej. Bazy te zostaty
uzupelnione informacje z kilku szpitali psychiatrycznych. Starano si¢ przy tym
dobiera¢ odpowiednio liczne grupy oséb dla réznych typéw nozologicznych.
Przestrzegano réwniez réznych ograniczeri, wyplywajacych z zatozen przepro-
wadzania testu MMPI (tj. odpowiedni wiek, nie mniej niz podstawowe wyksztat-
cenie, dobry ogélny stan zdrowia). Starano si¢ réwniez, aby zblizone byly do
siebie rozklady zwigzane z takimi zmiennymi jak ple¢, wiek, wyksztalcenie stan
cywilny, srodowisko, czas trwania choroby oraz charakteru leczenia.

W efekcie powstato kilka baz, ktére ciggle sq rozbudowywane. W ponizszych
badaniach bedg analizowane gléwne dwie bazy. Kazda z nich ma 14 cech, na
ktore sktadaja sie¢ skale kontrolne i kliniczne (patrz powyzszy opis). Pierwsza
baza dotyczy kobiet, a druga mezczyzn. Obie baza zawieraja klasy (podklasy)
wspolne. Takie klasy oznaczone sg poprzez dodanie —w. Natomiast klasy kobiet
i mezczyzn oznaczone sa poprzez dodanie —k i —-m odpowiednio dla kobiet i
mezczyzn.

Pierwsza baza sktada si¢ z 1027 wektoréw, z ktérych kazdy moze naleze¢ do
jednej z 27 klas: norma-w (1), nerwica-w (2), psychopatia-w (3), organika-w (4),
schizofrenia-w (5), zesp6! urojeniowy-w (6), psychoza reaktywna-w (7), psycho-
za inwolucyjna-w (8), paranoja-w (9), stan (hipo)maniakalny-w (10), przestepcy-
-w (11), symulacja-w (12), dysymulacja-w (13), narkomania-w (14), norma-k (15),
przestepcy-k (16), nerwica-k (17), psychopatia-k (18), organika-k (19), schizofre-
nia-k (20), symulacja-k (21), dewiacyjny styl odpowiedzi 1-k (22), dewiacyjny
styl odpowiedzi 2-k (23), dewiacyjny styl odpowiedzi 3-k (24), dewiacyjny styl
odpowiedzi 4-k (25), dewiacyjny styl odpowiedzi 5-k (26), dewiacyjny styl od-
powiedzi 6-k(27).

Druga baza sktada si¢ z 1167 wektoréw, z ktérych kazdy moze naleze¢ do
jednej z 28 klas: norma-w (1), nerwica-w (2), psychopatia-w (3), organika-w (4),
schizofrenia-w (5), zesp6! urojeniowy-w (6), psychoza reaktywna-w (7), psycho-
za inwolucyjna-w (8), paranoja-w (9), stan (hipo)maniakalny-w (10), przestep-
cy-w (11), symulacja-w (12), dysymulacja-w (13), narkomania-w (14), norma-m
(15), przestepcy-m (16), nerwica-m (17), psychopatia-m (18), alkoholizm-m (19),
organika-m (20), schizofrenia-m (21), symulacja-m (22), dewiacyjny styl odpo-
wiedzi 1-m (23), dewiacyjny styl odpowiedzi 2-m (24), dewiacyjny styl odpowie-
dzi 3-m (25), dewiacyjny styl odpowiedzi 4-m (26), dewiacyjny styl odpowiedzi
5-m (27), dewiacyjny styl odpowiedzi 6-m (28).

Zawarto$¢ baz przedstawiono graficznie na rysunkach [3]i [4] dla pierwszej
bazy (strony B07 i B08), natomiast na rysunkach [5i[6éldla drugiej bazy (strony
i BI0). Dla kazdej z cech r6znokolorowe kolumny punktéw (horyzontalnie
nieco przesuniete wzgledem siebie) odpowiadajg réznym klasom nozologicz-
nym.
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7.2.1.3. Proces uczenia

Jak opisano w podrozdziale B.3.7] sie¢ IncNet wykorzystywana do probleméw
klasyfikacji, sktada si¢ z klastra podsieci, a zadaniem kazdej z podsieci jest es-
tymacja kazdej z klas niezaleznie, po czym ostatecznej klasyfikacji dokonuje
modut decyzyjny (ktéry dziala w oparciu o zasade, Ze zwyciezca bierze wszyst-
ko), co ilustruje rys. EI2] Nalezy wspomnie¢ réwniez, ze kazda z sieci, uczac
sie niezaleznie, wyznacza w procesie uczenia jak najlepsza dla siebie architek-
ture, korzystajac z mechanizméw kontroli zlozonosci, dzieki czemu podsieci
najczeéciej znacznie réznia sie pod wzgledem koricowej liczby neuronéw (funk-
¢ji bazowych).

Ponizsze tabele (Z11i [Z.2) prezentuja, jak rozklada si¢ liczba neuronéw sieci
IncNet w poszczegdlnych podsieciach. Tabele zawierajg informacje uzyskane na
podstawie uczenia na zbiorze 27 i 28 klasowym odpowiednio. Proces uczenia
trwat 5 epok.

Liczby neuronéw w poszczegdlnych podsieciach

2

1 78910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
51

3456
49964388 3114 1 8 4 5 8128 1 2 2 1111

Catlkowita liczba neuronow: 130

Tabela 7.1: Rozktad zlozonoSci sieci IncNet dla zbioru 27 klasowego.

Liczby neuronéw w poszczegdlnych podsieciach

4 5

3 78910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
4 13 10

12 6
45 25476 215116 4126 131111141 1 1 1 1 1

Calkowita liczba neuronéw: 162

Tabela 7.2: Rozktad ztozonosci sieci IncNet dla zbioru 28 klasowego.

Jak wida¢, ztozonosé poszczegdlnych podsieci jest znacznie zréznicowana i
waha sie od 1 neuronu do 15 neuronéw. Dowodzi to, ze kontrola zlozonosci
powinna by¢ wbudowana w mechanizm uczenia i dziata¢ mozliwie sprawnie.

Zmienno$¢ liczby neuronéw w procesie uczenia, jak i zmiane wartosci btedu
treningowego i testowego, dla kilku wybranych podsieci, mozna przeanalizowaé
na kolejnych rysunkach. Widzimy na nich zmiany, ktére zostalty zebrane w 25
punktach kontrolnych (czyli co okoto 200 iteracji, kazda sie¢ byla uczona 5 epok).

Rysunek [Z1] przedstawia przyktadowy proces uczenia dla 5-tej i 16-tej kla-
sy 27-klasowej bazy danych. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze jednostka czasu jest tu
jedna iteracja, czyli prezentacja jednego wektora treningowego. Czarna krzywa
obrazuje liczbe neuronéw, czerwona i zielona pokazujg poprawnoé¢ klasyfikacji
dla zbioru treningowego i testowego.
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Rysunek 7.1: Wykres ilustruje zmieniajaca si¢ w czasie poprawnos¢ klasyfikacji
dla zbioru treningowego (linia kropkowana) i zbioru testowego (linia ciagta),
jak i liczbe neuronéw (linia przerywana). Dane dla zbioru 27-klasowego, klasy
5-tej i 16-tej. Jednostka czasu jest prezentacja pojedynczego wektora.
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Z kolei rysunek [.2] pokazuje proces uczenia 20-tej klasy dla zbioru 28-kla-
sowego (tutaj kolor czerwony pokazuje poprawno$¢ dla zbioru treningowego).
Kolejny rysunek —[7.3] otrzymano réwniez na podstawie uczenia dla 28-klaso-
wego zbioru danych. Doktadniej obrazuje on proces uczenia 9-tej klasy.

7.2.1.4. Por6wnanie i analiza wynikéw

W celach poréwnawczych zostaly zebrane rezultaty uzyskane za pomoca réz-
nych metod klasyfikagji, jak i metod wyciagania regul logicznych. Sie¢ IncNet
zostala poréwnana z siecig FSM [}, 4], ktora byta wykorzystana jako klasyfika-
tor (FSM z funkcjami Gaussa) i jako metoda wyciagania regut logicznych (FSM
z funkcjami prostokatnymi i FSM z funkcjami prostokatnymi i bicentralnymi z
optymalizacj:ﬂ). Do poréwnania uzyto takze metody uczenia maszynowego C
4.5 [187] do ekstrakeji regul logicznych. Byly wykonywane préby klasyfikacji
przy uzyciu innych metod, ale ich rezultaty byly istotnie gorsze od zaprezento-
wanych w ponizej opisanych tabelach [7.3]i[Z4]

W tabeli [Z.3] zostalo ukazane poréwnanie, w ktérym wszystkie modele ko-
rzystaly przy uczeniu z catego zbioru 27- i 28-klasowego odpowiednio.

Uczenie na calym zbiorze

Model 27 klasowym 28 klasowym
IncNet 99.22 99.23
Cc45 93.67 93.06
FSM+R Opt. 97.57 96.91

Tabela 7.3: Poprawno$¢ klasyfikacji w procentach dla réznych modeli adaptacyjnych.
Modele byty uczone na calym zbiorze 27- i 28-klasowym.

Tabela [Z4] poréwnuje mozliwosci generalizacji wyzej wspomnianych modeli
z siecig IncNet. Tak jak i poprzednio uzyto obu zbioréw (27- i 28-klasowego).
Tabela prezentuje rezultaty uzyskane po uczeniu dla dwéch réznych podziatow.
Pierwszy podziat to 90% na zbiér treningowy i 10% na zbidr testowy. Drugi to
95% na zbidr treningowy i 5% na zbidr testowy.

Przedstawione rezultaty pokazuja, Ze sie¢ IncNet nie tylko uzyskata najlepsze
wyniki na zbiorze treningowym, ale przede wszystkim na zbiorze testowym. W
tabeli [Z4l wida¢ drastyczna réznice w generalizacji pomiedzy siecig IncNet i re-
gutami logicznych uzyskanymi z modeli C 4.5 i FSM+R. Réznica w poprawnosci
klasyfikacji na zbiorze testowym wyniosta okoto 10%.

Sprawnoé¢ sieci IncNet mozna réwniez prze$ledzié, analizujac macierze roz-
rzutu, ktére zostaty wyznaczone dla sieci, powstalych przez uczenie na r6znych
danych i przy ré6znym podziale na cze$¢ treningowq i testowa.

IFSM+R Opt. to reguty migkkie uzyskane w procesie optymalizacji. Takie migkkie reguty nie daja
odpowiedzi typu TAK/NIE, lecz wartos¢ z zakresu [0, 1].
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Rysunek 7.2: Wykres ilustruje zmieniajaca si¢ w czasie poprawnos¢ klasyfikacji
dla zbioru treningowego (linia ciagta), jak i liczbe neuronéw (linia przerywana).
Dane dla zbioru 28-klasowego, klasy 20-te;j.
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Rysunek 7.3: Wykres ilustruje zmieniajaca si¢ w czasie poprawnos¢ klasyfikacji
dla zbioru treningowego (linia kropkowana) i zbioru testowego (linia ciggta),
jak i liczbe neuronéw (linia przerywana). Dane dla zbioru 28-klasowego, klasy
drugiej.
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zbiér 27-klasowy zbidr 28-klasowy
Model 10% 5% 10% 5%
TRS TES TRS TES TRS TES TRS TES
IncNet 99.03 93.14 98.77 96.08 9895 93.10 98.29 94.83
FSM+G  97.65 92.16 97.08 90.20
FSM + R 96.97 84.70 96.66  82.76
c45 9322 83.70 93.13  78.90

Tabela 7.4: Poréwnanie poprawnos¢ klasyfikacji w procentach danych psychometrycz-
nych dla réznych modeli adaptacyjnych. 10% (lub 5%) oznacza, ze 10% (lub 5%) wzor-
cOw branych jest do zbioru testowego, a reszta (90% lub 95%) wzorcéw stanowi zbidr
treningowy.

Rysunek [7.4] prezentuje macierze rozrzutu, powstale przy uczeniu sieci Inc-
Net na catym zbiorze 27-klasowym (u gory) i 28-klasowym (u dotu). Wartosci
rzednych i odcietych oznaczaja numery poszczegélnych klas, patrz opis na str.
O$ rzednych odpowiada numerom klas uzyskanych w wyniku klasyfikacji,
natomiast 0$ odcietych odpowiada numerom klas oczekiwanych. Kolejne dwa
rysunki i pokazuja macierze rozrzutu zbioru testowego i treningowego
dla 27-klasowego zbioru. Macierze na pierwszym rysunku sa wynikiem uczenia
sieci IncNet przy podziale 90% + 10% (zbiér treningowy i testowy). Natomiast
macierze na drugim rysunku sg wynikiem podziatu 95% + 5%. Ostatnie dwa
rysunki z macierzami rozrzutu [Z72i[7.8] zostaty opracowane tak, jak poprzednie
dwa, z wyjatkiem, iz uzyto 28-klasowego zbioru danych.

Bardzo ciekawa jest analiza wektoréw, ktére przez sie¢ zostaly Zle sklasyfi-
kowane. Na kilku kolejnych rysunkach bedzie mozna poréwnaé wartoé¢ otrzy-
mang na wyijsciu sieci zwycigskiej klasy z wartoscig dla klasy oczekiwanej (tj.
prawidiowe;j).

Jak juz zostalo opisane w podrozdziale £.3.7] mozna prowadzi¢ obserwa-
cje wartosci wyjéciowych C'(x) poszczegdlnych podsieci (patrz rysunek ET7),
badz dokona¢ renormalizacji i obserwowa¢ (przyblizone) prawdopodobieristwa
p(C'|x) przynaleznosci do danych klas (patrz réwnanie [£.176).

Wartosci na lewej osi rysunkéw [7.9] [711] i [Z17] odpowiadaja warto-
Scig dla klasy zwycieskiej, a na osi prawej wida¢ wartos$¢ dla klasy oczekiwanej.
Rysunek[Z9] prezentuje wartosci wyjsciowe klasy zwycieskiej i oczekiwanej wek-
torow Zle sklasyfikowanych dla 27- (u goéry) i 28- (u dotu) -klasowego zbioru
danych. Sieci byly uczone na wszystkich danych. Drugi rysunek [ZT0 w od-
réznieniu od poprzedniego prezentuje wartosci prawdopodobieristw dla klasy
zwycieskiej i oczekiwanej. Kolejne dwa rysunki [Z11] i [Z12] prezentuja réwniez
wartosci prawdopodobieristw dla Zle sklasyfikowanych wektoréw dla zbioréw
27- i 28-klasowych. Sieci byly uczone na 90% wektoréw danych, a 10% danych
stanowilo czes¢ testowa. U gory rysunku przedstawione sa Zle sklasyfikowane
wektory czesci testowej, a u dotu czesci treningowej.
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Rysunek 7.4: Macierze rozrzutu powstate przy uczeniu na catym zbiorze. U géry
dla 27-klasowego zbioru, u dotu dla 28-klasowego zbioru. Wartosci rzednych i
odcietych oznaczajg numery poszczegélnych klas, patrz opis na str.
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Rysunek 7.5: Macierze rozrzutu powstate przy uczeniu na 90%-owej czesci zbio-
ru 27-klasowego. U gory dla zbioru testowego, u dotu dla zbioru treningowego.
Wartoéci rzednych i odcigtych oznaczajg numery poszczegolnych klas, patrz opis
na str.
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Rysunek 7.6: Macierze rozrzutu powstate przy uczeniu na 95%-owej czesci zbio-
ru 27-klasowego. U gory dla zbioru testowego, u dotu dla zbioru treningowego.
Wartoéci rzednych i odcigtych oznaczaja numery poszczegolnych klas, patrz opis
na str.
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Rysunek 7.7: Macierze rozrzutu powstate przy uczeniu na 90%-owej czesci zbio-
ru 28-klasowego. U gory dla zbioru testowego, u dotu dla zbioru treningowego.
Wartoéci rzednych i odcigtych oznaczajg numery poszczegolnych klas, patrz opis
na str.
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Poprawnos¢ klasyfikacji: 0.94828
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Poprawnoé¢ klasyfikacji: 0.98285
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Rysunek 7.8: Macierze rozrzutu powstate przy uczeniu na 95%-owej czesci zbio-
ru 28-klasowego. U gory dla zbioru testowego, u dotu dla zbioru treningowego.
Wartoéci rzednych i odcigtych oznaczaja numery poszczegolnych klas, patrz opis
na str.
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Rysunek 7.9: Por6wnanie wartosci uzyskanych i oczekiwanych na podstawie
btednie sklasyfikowanych wektoréw dla 27- i 28-klasowej bazy.
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Ocena bledéw - por6wnanie wartosci prawdopodobieristwa osiagnietego z oczekiwanym
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Rysunek 7.10: Poréwnanie wartosci prawdopodobienistw uzyskanych i oczeki-
wanych na podstawie biednie sklasyfikowanych wektoréw dla 27- i 28-klasowej
bazy.
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Rysunek 7.11: Poréwnanie wartosci prawdopodobienistw uzyskanych i oczeki-
wanych na podstawie btednie sklasyfikowanych wektoréw dla 27-klasowej bazy.
Sie¢ uczona byta na 95%-wej czesci danych. U géry dla zbioru testowego, u dotu

dla zbioru treningowego.
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Rysunek 7.12: Poréwnanie wartosci prawdopodobienstw uzyskanych i oczeki-
wanych na podstawie bfednie sklasyfikowanych wektoréow dla 28-klasowej bazy.
Sie¢ uczona byta na 95%-wej czgsci danych. U gory dla zbioru testowego, u dotu

dla zbioru treningowego.
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Na rysunkach [7.9, .10, 7111 wiekszo$¢ linii faczacych wartosci dla kla-
sy zwycieskiej i oczekiwanej nie s strome. Oznacza to, ze klasyfikacja danego
przypadku wecale nie byta taka jednoznaczna. Tak moze by¢ nie tylko dla Zle
sklasyfikowanych przypadkéw. Taka niejednoznacznos$é pokazuje, ze nie ma je-
dynego idealnego rozwiazania, wskazujac alternatywne diagnozy, co nie jest od-
osobnionym przypadkiem w realnych problemach, z jakimi mamy do czynienia.
Z niejednoznaczno$ciag mozna mie¢ do czynienia nie tylko dla Zle sklasyfikowa-
nych przypadkéw, ale i dla dobrze sklasyfikowanych przypadkéw, co réwniez
jest bardzo wazne. Niejednoznacznos¢ przy dobrze nauczonym modelu ozna-
cza, ze mamy do czynienia z przypadkiem, ktéry znajduje sie pomiedzy dwoma
obszarami, nalezacymi do réznych klas (lub znajduje si¢ w obszarze wspélnym
klas). Dlatego wiaénie nalezy nie tylko bra¢ pod uwage zwycieska klase, ale i
rozwigzania alternatywne, ktére czasem mogg okazac si¢ niemal tak samo praw-
dopodobne. W przypadku rozpatrywanych danych psychometrycznych jest to
bardzo istotne (np. umozliwia ptynne $éledzenie zmian chorobowych). Obser-
wujac wartosci klas, dla ktérych wyznaczone prawdopodobieristwo jest istotnie
wieksze od zera, uwidacznia si¢ wlasciwy rozklad udzialu klasyfikowanego
wektora na poszczegdlne klasy. W przypadku wyraznego odstepstwa wartosci
oczekiwanych od otrzymanych (strome krzywe) jest catkiem prawdopodobne,
Ze to psycholog dokonal niewtasciwej diagnozy.

Nizej opisany przypadek pokazuje, ze w pewnych skrajnych przypadkach
oprécz prawdopodobieristw p(C'|x) (por. réwnanie E126) przydatna moze oka-
zaé sie takze maksymalna sposréd wartosci Ci(x) (i =12...,K). Gdy dla
pewnego wektora prawdopodobieristwo nie jest skumulowane wokoét jednej kla-
sy lub kilku klas, moze to oznaczaé, ze wektor jest spoza obszaru aktywnosci
wszystkich klas. Czyli lezy daleko od wektoréw treningowych. Odpowiada to
przypadkowi catkiem odmiennemu od tych, jakie obecne s3 w bazie treningo-
wej. W takim przypadku maksymalna wartosci spoérod Ci(x) i=12...,K)
bedzie miata matgq wartosc.

Inne, bardzo ciekawe wyniki mozna uzyska¢ wyznaczajac przedziaty ufnosci
i probabilistyczne przedziaty ufnosci, opisane w podrozdzialele.3l Jak juz zostato
wspomniane wczeéniej, przedzialy ufnosci i ich probabilistyczna odmiana sa
bardzo efektywnym narzedziem wspomagania procesu diagnozy i wizualizacji
procesu klasyfikacji.

Ponizej przedstawione zostang rézne przyktady z psychometrycznych baz
danych. Pierwszy niech bedzie nawigzaniem do pierwszego przypadku z pod-
rozdziatu Ten przypadek okazal si¢ mniej jednoznaczny, ale zastal dobrze
sklasyfikowany przez sie¢. Przypadek zostal zaklasyfikowany do psychoz reak-
tywnych, uzyskujac prawdopodobieristwo 0.71, natomiast do klasy schizofrenii
z prawdopodobienistwem 0.26. Rysunek przedstawia przedziaty ufnosci, a
rysunek [Z14] przedstawia probabilistyczne przedzialy ufnosci. Szczeg6lnie wy-
raznie wida¢ réznice pomiedzy rysunkiem [6.6, a rysunkiem [Z14] Bez jakich-
kolwiek trudnosci mozna oceni¢ jednoznacznosé procesu klasyfikacji i wptyw
poszczegblnych cech. Rysunek [Z14] uwidacznia nakladanie sie rozktadéw klas
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psychoz reaktywnych i schizofrenii.

Kolejny przyktad zostal opracowany na podstawie przypadku, ktéry zostat
jednoznacznie zaklasyfikowany do zespotéw urojeniowych. Prawdopodobien-
stwo klasyfikacji wyniosto 0.96. Przedzialy ufnosci zostaly przedstawione na
rysunku i

Rysunki[7.17]i[7.I8]ilustruja przedzialy ufnosci przypadku, ktéry cho¢ niezu-
pelnie jednoznacznie, ale zostat zaklasyfikowany do schizofrenii wspdlnej (mez-
czyzn i kobiet), a przez psychologéw zostal on sklasyfikowany jako schizofrenia
kobiet. Prawdopodobieristwa tych dwéch klas wyniosty: 0.63 i 0.023. Jednak
dzi$ trudno powiedzie¢, gdzie tak naprawde lezy btad, czy po stronie modelu
adaptacyjnego, czy tez blad zostal popelniony przez psychologa.
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Rysunek 7.13: Przedzialy ufnoéci. Przypadek psychozy reaktywnej.
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Rysunek 7.14: Probabilistyczne przedziaty ufnoéci. Przypadek psychozy reak-
tywne;j.
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Rysunek 7.15: Przedziaty ufnosci. Zesp6t urojeniowy.
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Rysunek 7.16: Probabilistyczne przedzialy ufnosci. Zespoét urojeniowy.
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Rysunek 7.17: Przedzialy ufnosci. Przypadek
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Rysunek 7.18: Probabilistyczne przedzialy ufnosci. Przypadek schizofrenii.
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7.2.2. Typowe medyczne dane poréwnawcze

Aby poréwna¢ dziatanie sieci IncNet z innymi znanymi z literatury metodami
adaptacyjnymi nalezato uzy¢ danych, ktére sg ogélnie dostepne i byly uzywane
do poréwnan przeréznych modeli.

W zwiazku z tym, iz wiekszo$¢ ogolnie dostepnych baz danych nie zawiera
pelnych opiséw Zrédet danych, jak i opisu samych danych (opis cech, zakresy i
znaczenie skal) przedstawione zostana wszystkie dostepne informacje.

7.2.2.1. Zapalenie wyrostka robaczkowego

Dane dotyczace zapalenia wyrostka robaczkowego (ang. appendicitis) otrzymano
od prof. Shalom Weiss z Rutgers University. Dane skiadajq si¢ ze 106 wektoréw.
Kazdy wektor opisany jest przez 8 cech i moze by¢ przypisany do jednej z dwéch
klas (80.2% wektoréw nalezy do pierwszej klasy opisujacej przypadki ostrego
zapalenia, natomiast 19.8% do drugiej klasy opisujacej inne problemy).

W tabeli zostaly umieszczone rezultaty uzyskane przy uzyciu testu 10
CV. Sie¢ IncNet uzyskata poprawnosé 90.11% na zbiorze treningowym i 90.90%
na zbiorze testowym dla testu CV 10. Uczenie wynosito 1100 iteracji. Srednio
sie¢ sktadata sie z 30 neuronéw (30 neuronéw na dwie podsieci). Do uzyskania
takiego samego rezultatu w tescie CV 10 mozna bylo uzy¢ jednej sieci IncNet,
ktéra uczyta sie rozpoznawania wektorow klasy pierwszej, wtedy $rednia liczba
neuronéw spada do 20. Dane byly normalizowane z 5% obcigciem. Dane mozna
obejrze¢ na rysunku [Z19] Dla kazdej z cech réznokolorowe kolumny punktéw
(horyzontalnie nieco przesuniete wzgledem siebie) odpowiadajg réznym Kkla-
som.

KMK w opisie Zrédta oznacza, ze wynik zostal otrzymany w naszym zespole
przy uzyciu ogodlnie dostepnej wersji jakiegos symulatora, badZ symulatorem
opracowanym w naszym zespole.

Metoda Poprawno$¢  Zrédto wyniku
IncNet 90.9 KMK

6-NN 88.0 KMK

FSM 84.9 KMK [64]
MLP+BP (Tooldiag) 83.9 KMK

RBF (Tooldiag) 80.2 KMK

Tabela 7.5: Zapalenie wyrostka robaczkowego — poréwnanie rezultatéw dla CV 10.

Natomiast w tabeli [Z.6 zostaty umieszczone rezultaty otrzymane przy uzyciu
testu LOO dla réznych metod. Pomimo faktu, ze zazwyczaj rezultaty testu LOO
sq lepsze, to warto$¢ testu CV 10 dla sieci IncNet jest lepsza od kazdej wartosci
testu LOO otrzymanych dla réznych modeli zaprezentowanych w tabeli [Z.6
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Rysunek 7.19: Baza danych wyrostka robaczkowego.

7.2.2.2. Dane dotyczace raka piersi.

Dane dotyczace raka piersi zebrane zostaly w szpitalu Uniwersytetu Wisconsin
[179, 263] przez Dr. William H. Wolberga i sg obecnie dostepne w Instytucie
Informacji i Informatyki na Uniwersytecie Kalifornijskim w Irvine [182] (Wi-
sconsin breast cancer). Baza sktada sie z 699 przypadkéw opisywanych przez 9
cech. Cechy opisuja m. in. rozmiar (grupy) guzoéw, rozmiar komorek i ich ksztatt,
przyleganie, pewne cechy krwi. Wektory pierwszej z dwoéch klas stanowig 65.5%
wektoréw catego zbioru. Pierwsza klasa opisuje nowotwory nieztosliwe, nato-
miast druga ztosliwe.

Sie¢ IncNet na zbiorze treningowym uzyskata poprawnosé 97.6% i 97.1% na
zbiorze testowym. Srednio koricowa sie¢ sktadata sig z okoto 40 neuronéw. Ucze-
nie wynosito 3000 iteracji. Dane zostaty znormalizowane. Dane mozna obejrze¢
na rysunku[Z20] Dla kazdej z cech réznokolorowe kolumny punktéw (horyzon-
talnie nieco przesuniete wzgledem siebie) odpowiadajg réznym klasom.

W tabelilZZlzostaly umieszczone rezultaty otrzymane przy uzyciu testu 10 CV.
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Metoda Poprawno$é  Zrédto wyniku

PVM (reguly logiczne) 89.6 Weiss, Kapouleas [255]
C-MLP2LN (reguly logiczne) 89.6 KMK

k-NN 88.7 KMK

RIAC 86.9 Hamilton m. in. [[112]
MLP+BP 85.8 Weiss, Kapouleas [233]
CART, C4.5 84.9 Weiss, Kapouleas [233]
FSM 84.9 KMK [64]

Tabela 7.6: Zapalenie wyrostka robaczkowego — poréwnanie rezultatéw dla testu LOO.

7.2.2.3. Dane dotyczace zapalenia watroby.

Baza danych opisujaca przypadki zapalenia watroby (ang. hepatitis) pochodzi od
G. Gong z Uniwersytetu Carnegie-Mellon i takze jest dostepna w UCI [182]. Na
dane sklada si¢ 155 wektoréw, a przestrzen wejsciowa opisywana jest przez 19
cech. Cechy opisuja wiek, ple¢, steryd, zuzycie, samopoczucie, anoreksje, czy
watroba jest duza, twardo$¢, bilirubine i inne. Kazdy z wektoréow moze przy-
naleze¢ do jednej z dwoch klas (bardziej liczna klasa zawiera 79.4% wszystkich
przypadkéw), ktére opisuja przezywalnosé.

Sie¢ IncNet uzyskata poprawnosé 99.36% na zbiorze treningowym i 86% na
zbiorze testowym dla testu CV 10. Uzyto bicentralnych funkgji transferu z moz-
liwoscig obrotu. Uczenie wynosito 2200 iteracji. Srednio sie¢ skladata sie z 34
neurondéw (34 neurony na dwie podsieci dla kazdej klasy). Dane byly normalizo-
wane z 5% obcigciem. Dane mozna obejrzeé¢ na rysunku [Z.2]] Dla kazdej z cech
réznokolorowe kolumny punktéw (horyzontalnie nieco przesuniete wzgledem
siebie) odpowiadaja ré6znym klasom.

W tabeli [Z.8] zostaly umieszczone rezultaty otrzymane przy uzyciu testu 10
Cv.

7.2.2.4. Dane dotyczace cukrzycy

Baza danych choréb cukrzycy pochodzi z National Institute of Diabetes and
Digestive and Kidney Diseases [234]. Mozna jg takze znalezé w UCI [182] (Pi-
ma Indian diabetes). Na calos¢ zbioru sklada sie 768 przypadkéw, w tym 65.1%
stanowig przypadki pierwszej klasy. Przynaleznos¢ do klasy drugiej oznacza iz
osoba jest chora na cukrzycg. Kazdy przypadek jest opisywany przez 8 cech.
Cechy opisuja, ile razy pacjentka byla w cigzy, test tolerancji glukozy, ci$nienie
rozkurczowe, poziom insuliny, masa ciala, czy kto§ w rodzinie byt chory na
cukrzyce, wiek.

Sie¢ IncNet uzyskata poprawnos¢ 77.2% na zbiorze treningowym i 77.6%
na zbiorze testowym dla testu CV 10. Uczenie wynosito 5000 iteracji. Srednio
sie¢ skfadata si¢ z 100 neuronéw. Dane zostaly znormalizowane. Dane mozna
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Rysunek 7.20: Baza danych raka piersi.

obejrze¢ na rysunku [Z.22] Dla kazdej z cech réznokolorowe kolumny punktéw
(horyzontalnie nieco przesuniete wzgledem siebie) odpowiadaja réznym kla-
som.

W tabeli zostaly umieszczono rezultaty uzyskane przy uzyciu testu 10
Cv.

7.2.2.5. Choroby tarczycy

Dane dotyczace choréb tarczycy réwniez mozna znalezé w UCI [I8Z] (Thyro-
id disease). Dane choréb tarczycy skladaja sie z dwoéch zbioréw: treningowego,
ktory sktada sie z 3772 przypadkéw (2.47% — pierwsza klasa, 5.06% — druga
klasa i 92.47% — trzecia klasa) i testowego na ktory sktada sie 3428 przypadkéw
(2.13% — pierwsza klasa, 5.16% — druga klasa i 92.71% - trzecia klasa). Trzy
klasy opisujg niedoczynno$é, nadczynno$é i normalng czynnos¢ tarczycy. Do-
minuja przypadki zdrowej tarczycy, gdyz dane pochodza z dwéch kolejnych lat
badan przesiewowych. Przestrzer wejéciowa sktada si¢ z 21 cech (15 binarnych
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Rysunek 7.21: Baza danych zapalenia watroby.
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Metoda Poprawno$é  Zrédlo wyniku
IncNet 97.1 KMK

3-NN, miara Manhattan 97.1 KMK

20-NN, miara euklidesowa 96.9 KMK

Analiza dysk. Fishera 96.8 Ster& Dobnikar [236]
MLP + Wsteczna propagacja 96.7 Ster& Dobnikar [236]
LVQ (ang. Learning vector quanti-  96.6 Ster& Dobnikar [236]
zation)

KNN 96.6 Ster& Dobnikar [236]]
Analiza bayesowska 96.6 Ster& Dobnikar [236]]
FSM - (ang. Feature Space Map- 96.5 KMK [64]

ping)

Analiza bayesowska + niezalezno$¢  96.4 Ster& Dobnikar [236]
cech

DB-CART (drzewa decyzyjne) 96.2 Shang & Breiman
Liniowa analiza dysk. 96.0 Ster& Dobnikar
RBF (Tooldiag) 95.9 KMK

ASI (ang. Assistant-I) 95.6 Ster& Dobnikar [236]
ASR (ang. Assistant-R) 94.7 Ster& Dobnikar [236]
LFC (ang. Lookahead feature con- 94.4 Ster& Dobnikar [236]
structor)

CART (drzewa decyzyjne) 94.2 Ster& Dobnikar [236]
Kwadratowa analiza dysk. 34.5 Ster& Dobnikar [236]

Tabela 7.7: Dane dotyczace raka piersi — poréwnanie rezultatow.

i 6 ciaglych). Cechy opisuja wiek, ple¢, czy pacjent jest leczony tyroksyna, by¢
moze pacjent jest leczony tyroksyna, czy pacjent bierze leki przeciwtarczyco-
we, czy pacjent jest chory (czy Zle sie czuje), czy pacjentka byla w cigzy, czy
byly wykonywane operacje tarczycy, czy pacjent byt leczony jodem J131, test
na niedoczynnos¢, test na nadczynnosé, czy jest stosowany cytrynian litowy,
czy wystepuje wole, czy jest nowotwor, czy wystepuje niedoczynnosé przysadki
moézgowej, symptomy psychologiczne, poziom TSH, poziom T3, poziom TT4,
poziom T4U, poziom FTL

W pierwszym etapie dokonano selekcji istotnych cech z pomocg specjalnie do
tego celu opracowanej wersji kNN [67]. Istotne okazaty sie cechy ktére opisujg
czy pacjent zazywa tyroksyne, czy przeszed! operacje tarczycy, poziom TSH, po-
ziom TT4, poziom FTI. Po selekcji dane zostaly poddane transformacji opisanej
przez réwnanie[6.7] a nastepnie dane zostaly poddane standaryzacji.

Dane mozna obejrze¢ na rysunku [8 Dla kazdej z cech réznokolorowe ko-
lumny punktéw (horyzontalnie nieco przesunigte wzgledem siebie) odpowia-
daja ré6znym klasom.
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Metoda Poprawno$é  Zrédto wyniku

18-NN, miara Manhattan 90.2 KMK

FSM z rotacja f. transferu 89.7 KMK [64]

15-NN 89.0 KMK

FSM 88.5 KMK [64]

Liniowa analiza dysk. 86.4 Stern & Dobnikar [236]
Analiza bayesowska + niezalezno$¢  86.3 Stern & Dobnikar [236]]
cech

IncNet Rot 86.0 KMK

Kwadratowa analiza dysk. 85.8 Stern & Dobnikar [236]]
1-NN 85.3 Stern & Dobnikar [236]
ASR (ang. Assistant-R) 85.0 Stern & Dobnikar [236]]
Analiza dysk. Fishera 84.5 Stern & Dobnikar [236]]
LVQ (ang. Learning vector quanti- 83.2 Stern & Dobnikar
zation)

CART (drzewa decyzyjne) 82.7 Stern & Dobnikar
MLP+BP 82.1 Stern & Dobnikar [236]
ASI (ang. Assistant-I) 82.0 Stern & Dobnikar [236]
LFC (ang. Lookahead feature con- 81.9 Stern & Dobnikar
structor)

RBF (Tooldiag) 79.0 KMK

MLP+BP (Tooldiag) 77.4 KMK

Tabela 7.8: Zapalenie watroby — poréwnanie rezultatéw.

Sie¢ IncNet uzyskata poprawnosc 99.68% na zbiorze treningowym i 99.24%
na zbiorze testowym, czyli jedynie 0.12% gorzej niz najlepszy model. Uczenie
wynosito 200000 iteracji. Koricowa sie¢ skladata sie z 9 neuronéw. Pierwsza
podsiec¢ sktadala sie z 2 neuronéw, druga z 1 neuronu, a ostatnia z 6 neuronéw.
Macierze rozrzutu dla danych treningowych i testowych mozna zobaczy¢ na rys.
/.23

W tabeli [Z10 zostaly umieszczone rezultaty otrzymane w oparciu o zbior
treningowy i testowy dla r6znych modeli.

7.3. Aproksymacja

Innymi bardzo dobrymi przyktadami ilustrujacymi efektywnos¢ sieci IncNet, sq
problemy aproksymacji funkcji. W ponizszym podrozdziale zostang przedsta-
wione aproksymacje kilku, najczesciej spotykanych w literaturze funkgji.
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Metoda Poprawno$é  Zrédto wyniku

Logdisc 71.7 Statlog [[185]

IncNet 77.6 KMK

DIPOL92 77.6 Statlog [[185]

Liniowa analiza dysk. 77.5 Statlog [185], Stern &
Dobnikar [236]

SMART 76.8 Statlog [[185]

ASI (ang. Assistant-I) 76.6 Stern & Dobnikar [236]

Liniowa analiza Fishera 76.5 Stern & Dobnikar [236]

MLP+BP 76.4 Stern & Dobnikar [236]

MLP+BP 75.2 Statlog [[185]]

LVQ (ang. Learning vector quanti- 75.8 Stern & Dobnikar [236]

zation)

RBF 75.7 Statlog [[183]]

LFC (ang. Lookahead feature con-  75.8 Stern & Dobnikar [236]

structor)

Analiza bayesowska + niezalezno$¢  75.5 Stern & Dobnikar [236]];

cech Statlog

Analiza bayesowska 75.4 Stern & Dobnikar [236]]

CART 74.5 Stalog

DB-CART 74.4 Shang & Breiman

ASR (ang. Assistant-R) 74.3 Stern & Dobnikar [236]

CART 72.8 Stern & Dobnikar [236]

C45 73.0 Statlog [[185]

Kohonen 72.7 Statlog [[185]

kNN 71.9 Stern & Dobnikar

kNN 67.6 Statlog [[185]

Kwadratowa analiza dysk. 59.5 Ster& Dobnikar [236]

Tabela 7.9: Choroby cukrzycy — pordwnanie rezultatow.
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Poprawnosé Klasyfikadji: 099682 Poprawnosé Klasyfikacii: 0.99242

Rysunek 7.23: Macierze rozrzutu dla bazy danych choréb tarczycy. Po lewej dla
zbioru treningowego, po prawej dla zbioru testowego.

7.3.1. Funkcja Hermita

Pierwsza prezentowang funkcjg jest funkcja Hermita, zdefiniowana przez:
fher (X) = L.1(1 — x + 2x?) exp(—1/2x?) (7.13)

Na dane treningowe sklada sie 40 losowych punktéw z przedzialu [—4,4],
natomiast zbiér testowy sklada si¢ ze 100 losowych wartoéci, pochodzacych
z tego samego przedzialu. Wszystkie sieci byly uczone przez 800 iteracji (tj.
prezentacji jednego wektora treningowego).

Tablica [ZI1] prezentuje rezultaty uzyskane dla sieci IncNet z funkcjami bi-
centralnymi (IncNet), jak i z funkcjami Gaussa (IncNet G). Przedstawione sg
takze rezultaty dla sieci RAN-EKF [146, [149] i RAN [204] uzyskanymi przez
Kadirkamanathana. Do poréwnania uzyto miary bledu MSE (Z.9).

7.3.2. Funkcja Gabora i Girosiego

Problemem aproksymacji obu ponizej zdefiniowanych funkgji, zajmowat sie Gi-
rosi, Jones i Poggio [106]. Funkcja Gabora jest zdefiniowana przez:

fan(%,y) = e~ /X cos(.757(x + y)) (7.14)
a druga (Girosiego) przez:
fgir(X,y) = sin(27x) + 4(y — 0.5)2 (7.15)

Proces uczenia jest bardzo trudny, poniewaz opiera si¢ jedynie o 20 wekto-
réw treningowych, losowo wybranych z przedziatu [—1,1] x [-1,1] dla funkcji
Gabora i z przedziatu [0,1] x [0,1] dla funkcji Girosiego. Natomiast na zbidr
testowy sktada si¢ 10,000 losowych punktéw z tych samych przedziatéw.
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Metoda Poprawnosé Zrédto wyniku
treningowa  testowa

C-MLP2LN rules + ASA 99.9 99.36 KMK

CART 99.8 99.36 Weiss [235]

PVM 99.8 99.33 Weiss [235]

IncNet 99.68 99.24 KMK

MLP init+ a,b opt. 99.5 99.1 KMK

C-MLP2LN rules 99.7 99.0 KMK

Cascade correlation 100.0 98.5 Schiffmann

Local adapt. rates 99.6 98.5 Schiffmann

BP+genetic opt. 99.4 98.4 Schiffmann

Quickprop 99.6 98.3 Schiffmann [223]]

RPROP 99.6 98.0 Schiffmann [223]]

3-NN, Euclides, 3 features used 98.7 97.9 KMK

1-NN, Euclides, 3 features used 98.4 97.7 KMK

Best backpropagation 99.1 97.6 Schiffmann [225]

1-NN, Euclides, 8 features used — 97.3 KMK

Bayesian classif. 97.0 96.1 Weiss [253]]

BP+conj. gradient 94.6 93.8 Schiffmann [223]]

1-NN Manhattan, std data 100 93.8 KMK

default: 250 test errors 92.7

1-NN Manhattan, raw data 100 92.2 KMK

Tabela 7.10: Choroby tarczycy — poréwnanie rezultatéw.

Tablica Z.12 opisuje modele testowane przez Girosiego i in. [106]. Natomiast
tabela [Z13 opisuje rezultaty, uzyskane przy uzyciu tych modeli i przy uzyciu
sieci IncNet z bicentralnymi funkcjami transferu (IncNet), jak i funkcjami bicen-
tralnymi z rotacjg (IncNet Rot). Do poréwnania uzyto miary bledu MSE ([Z.9).

Cho¢ sie¢ IncNet nie zawsze jest najlepsza, to jednak po usrednieniu rezul-
tatéw, wysuwa si¢ na czolo hierarchii, dzieki swej elastycznosci (patrz tablica
[Z13). Uzyskane rezultaty pokazuja, ze funkcje bicentralne z rotacjg réwniez
moga by¢ efektywnie wykorzystane przez sie¢ IncNet, pomimo wprowadzenia
N — 1 dodatkowych parametréw adaptacyjnych.

Dla funkcji Gabora (Z.I4) koricowa sie¢ IncNet skladala sie z 4 neuronéw dla
bicentralnych funkcji transferu (zmieniajac parametry uczenia tak, aby koricowa
liczba neuronéw byta wieksza, uzyskiwato sie¢ gorszy poziom generalizacji) i 6
neuronéw dla funkgji bicentralnych z rotacja.

Dla funkcji Girosiego (Z.I5) sie¢ IncNet skladata si¢ z 8 neuronéw dla funkgji
bicentralnych i bicentralnych z rotacja.

Przyktadowy proces uczenia mozna przesledzi¢ na rysunku Jak wi-
da¢é, na poczatku sie¢ dodaje i usuwa neurony, az do ustalenia ostatecznej
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Btad MSE

IncNet IncNet G RAN-EKF RAN
0.000225 0.0029 0.0081 0.0225

Tabela 7.11: Aproksymacja funkcji Hermita (Z13).
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Tabela 7.12: Definicje modeli uzytych do aproksymacji funkcji Gabora i Giro-
siego.

architektury.

7.3.3. Funkcja Sugeno

Do kolejnego testu zostanie uzyta funkcja zaproponowana przez Sugeno [237],
zdefiniowana przez:

f(x,y,z) = (1+x5 +y 1477152 (7.16)

Ponizej zostang zaprezentowane rezultaty uzyskane dla sieci IncNet z funk-
cjami bicentralnymi i bicentralnymi z rotacjg. Zostang one poréwnane z rezul-
tatami uzyskanymi przez Sugeno [237], Kosinskiego i in. [160] i Horikawy i in.

Dane treningowe stanowi 216 punktéw o wartosciach losowych z przedziatu
[1,6]. Dane testowe skladajg sie ze 125 punktéw, réwniez o wartosciach loso-
wych, z przedziatu [1.5,5.5]. Wszystkie testy byly wykonywane przy podobnych
parametrach poczatkowych. Do poréwnan uzyto miary btedu APE zdefiniowa-
nej wzorem [Z11]

Koricowa sie¢ IncNet sktadata si¢ z 11 neuronéw w warstwie ukrytej. Rezul-
taty zostaly zaprezentowane w tabeli[Z.14
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Funkcja Girosiego — Btad MSE treningowy/testowy
IncNet Rot | IncNet Model 1 | Model 2 | Model 3 | Model 4 | Model 5| Model 6 | Model 7 | Model 8
00000133 |.00000232 | .000036 |.000067 |.000001 |.000001 |.000170 |.000001 |.000003 |.000743
0.000859 |.000082 |.011717 |.001598 |.000007 |.000009 |.001422 |.000015 |.000020 |.026699

Funkcja Gabora — Btad MSE treningowy/testowy
IncNet Rot | IncNet Model 1 | Model 2 | Model 3 | Model 4 | Model 5 | Model 6 | Model 7 | Model 8
.000006 .000025  |.000000 |.000000 |.000000 |.345423 |.000001 |.000000 |.456822 |.000044
0.015316 | 0.025113 |.003818 |.344881 |67.9523 | 1.22211 |.033964 |98.4198 | 1.39739 |.191055

Tabela 7.13: Aproksymagja funkcji Gabora (Z.14) i Girosiego (Z.15).

MSE on testing and training sets
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Rysunek 7.24: Adaptacja sieci IncNet dla problemu aproksymacgji funkcji Suge-

no. Blad MSE dla zbioru treningowego i testowego (u gory). Liczba neuronéw
(u dotu).
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Model Btad APE
treningowy  testowy
GMDS model Kongo [160] 4.7 5.7
Fuzzy model 1 Sugeno [237] 1.5 2.1
Fuzzy model 2 Sugeno [237] 0.59 3.4
FNN Type 1 Horikawa [121] 0.84 1.22
FNN Type 2 Horikawa [121] 0.73 1.28
FNN Type 3 Horikawa [121] 0.63 1.25
M - Delta model 0.72 0.74
Fuzzy INET 0.18 0.24
Fuzzy VINET [160] 0.076 0.18
IncNet 0.119 0.122
IncNet Rot 0.053 0.061

Tabela 7.14: Poréwnanie rezultatéw aproksymacji funkgji Sugeno (Z16).
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Zakonczenie

Materiat ksiazki, ktéra majg Panistwo w rekach, mozna by rozbudowacé o jesz-
cze wiele pokrewnych tematéw, chociazby rozdzial ,Support vector machines”.
Jednakze podejmowana w ksigzce tematyka jest tak szeroka, ze jej wyczerpa-
nie w pojedynczej publikacji nie jest mozliwe. Sporo metod przedstawionych
w poszczegdlnych rozdzialach ma nature bardzo ogdlng i moze by¢ uzyta z
powodzeniem w innych niz pokazano modelach, badZ w pofaczeniu z innymi
systemami adaptacyjnymi. Na przyktad informacje o funkcjach transferu przed-
stawione w rozdziale pierwszym, cho¢ nakredlone gtéwnie w kontekscie sieci
feed forward, z powodzeniem mogg by¢ stosowane do sieci z rekurencja. Z kolei
uzycie niektérych funkgji transferu wraz z metodami regularyzacji moze dac
interesujace metody selekcji cech, jak i czasem agregacji cech. W nastepnym
kroku mozna by sprawdzi¢ jak rézne zestawy cech beda dziataly dla réznych
modeli, by¢ moze takze dla niektérych komitetéw modeli opisanych w jednym
z rozdziatéw.

Pomimo, ze réznych metod przedstawiono stosunkowo wiele, to jednak ana-
lizujgc przerézne wyniki uzyskane za ich pomoca, wyraZnie rysuje si¢ zwiazek
pomiedzy ztozonoscia modelu adaptacyjnego i ztozonoscia problemu. Modele,
aby dziata¢ skutecznie, powinny by¢ wyposazone w mechanizmy, ktére auto-
matycznie dobiorg parametry do danego problemu, czyli jego ztozonosci.

Myséle, ze w stosunkowo niedtugim czasie powinnisémy uzyskac na tyle ogol-
ne metody, ktére bedg nie tylko w ogoéle sie uczy¢, ale beda tak naprawde
meta-modelami zarzadzajacymi grupami metod réznych typéw. Meta-modele
odpowiednio sterowane powinny prowadzi¢ do automatycznej ekstrakcji roz-
wigzah mozliwie bliskich do optymalnych i jednoczes$nie nie gorszych niz te,
ktore jesteSmy w stanie sami znalez¢ recznie. Trzeba jednak zwréci¢ uwage na
fakt, iz reczne poszukiwanie ostatecznego modelu (gdy ekspert dobiera odpo-
wiedni zestaw cech, dobiera najwtasciwszy model i jego parametry) wymaga
wielogodzinnych analiz. Takie meta-modele dadzg mozliwo$¢ uzyskiwania nie-
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typowych rozwigzan poprzez nie tylko automatyczny dobdr parametréw, lecz
réwniez dobor najbardziej odpowiedniego typu algorytmu adaptacyjnego dla
danego problemu. Koficowym wynikiem dziatania takiego meta-modelu nie
musi by¢ tylko pojedynczy model, lecz kilka modeli, z ktérych kazdy moze
komplementarnie uzupetniaé¢ pozostate nie tylko w sensie doktadnosci klasyfi-
kacji, ale przede wszystkim rodzajem wiedzy, jaki dany model prezentuje (sieci
neuronowe, reguly logiczne, prototypowy opis wiedzy, istotnosci poszczegél-
nych atrybutéw, etc.).
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