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1 Wstep

W pracy tej zostaty omowione algorymy stuzgce do nauki sieci neuronowych oraz
architektury takich sieci. Najwazniejsza ich cechg wspodlna jest dokonywanie w
ten czy inny sposob podziatu przestrzeni danych wejSciowych w celu usprawnie-
nia i uproszczenia ich dziatania. Powodem tworzenia takich sieci sg wady naj-
czeSciej stosowanych w metodach sztucznej inteligencji wielowarstwowych sieci
z jednostkami ukrytymi, opartych na funkcjach sigmoidalnych. Cho¢ moga one
aproksymowac dowolng zaleznoS¢ wejScie—wyjscie to metoda ich nauki, wstecz-
na propagacja btedu, jest powolna oraz bardzo kapry$na. Réwniez inne wiasnosci
tych sieci, przede wszystkim zdolnos¢ do generalizacji czyli znajdowania odpo-
wiedzi na nieznane wczesniej dane sa w niektorych przypadkach (np. klasyfika-
cji wzorcow bitowych) niezadawalajgce. Druga cecha wyrdzniajaca prezentowane
tu metody jest wykorzystywanie wiasnosci geometrycznych przestrzeni danych,
przede wszystkim sposobu mierzenia odlegtoSci.

Ukitad pracy jest nastepujacy:

Rozdziat pierwszy, drugi i trzeci zawiera omowienie funkcji radialnych, przed-
stawionych jako rozwigzanie zagadnienia aproksymacyjnego oraz ich zastosowa-
nie w réznych rodzajach sieci.

Rozdziat czwarty przedstawia sposdb modyfikacji ksztattu funkcji radialnych
za pomoca zmian metryki przestrzeni, na ktorej sa one okreslone.

Rozdziat pigty poSwigcony jest algorytmom dokonujacym podziatu przestrzeni
danych, stuzacym do klasyfikacji i aproksymacji danych.

Rozdziat szdsty opisuje zastosowanie metryki do klasyfikacji wzorcow bi-

towych w przestrzeniach dyskretnych.



2 Pochodzenie funcji radialnych

Funkcje radialne sa jednym z licznych rozwigzah zagadnienia aproksymacyjne-
go. Mozna za pomoca odpowiednio duzej ich liczby przyblizy¢ dowolna funkcje
[Was], [Pg]. Zagadnienie to mozna sformuowac w spos6b nastepujacy. Posiada-
my zbior g = {(x;,v;) € R¢ x R}j\i1 N punktéw pochodzacych z prébkowania
nieznanej funkcji f(x;) w wybieranych losowo punktach x;. Chcemy znalez¢ (es-
tymowac) postac funkcji f i moc otrzymywac jej wartoSci poza punktami x;. Za-
ktadamy, ze dane te moga by¢ zaszumione. Tak postawiony problem ma nieskon-
czenie wiele rozwigzah, czyli jest zle okreSlony. Aby mozna go byto rozwigzac
jednoznacznie, na poszukiwang funkcje f trzeba natozy¢ dodatkowe warunki. Od
tego, jakiego rodzaju to beda warunki, zalezny bedzie rodzaj metody aproksyma-
cyjnej.

W przypadku funkcji radialnych owym dodatkowym warunkiem bedzie z3-
danie jak najwiekszej ich gtadkoSci. Oznacza to, ze chcemy, aby poza zbiorem g
(czyli tam, gdzie nie mamy o funkcji zadnych danych) funkcja f nie przejawiata
zbednych oscylacji, zmian przebiegu, itp.

Poszukiwanie takiej funkcji mozemy przeprowadzi¢ za pomoca rachunku wa-
riacyjnego, budujgc odpowiedni funkcjonat, a nastepnie minimalizujac go [PG].
Posiada on nastgpujacag postac

N
Hf] = Z;(f(xz-) —yi)* + Aolf]. 1)
Pierwszy czton opisuje, na ile uzyskane wyniki sg zgodne ze znanymi danymi —
posiadanymi wartoSciami funkcji. Podstawowym warunkiem znalezienia dobrego
rozwigzania jest jego zgodnoS¢ z tym, co juz znamy. Drugi czton jest funkcjo-

natem mierzacym gtadkos¢ funkcji, zwanym stabilizatorem. Stata A okre$la za-
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lezno$¢ migdzy obydwoma cztonami, czyli miedzy gtadkoScia funkcji a jej zgod-
noscig ze znanymi danymi. Stafa ta nazywana jest parametrem regularyzacji. O-
kreSlenie funkcjonatu ¢[f] zalezy do tego, co bedziemy rozumie¢ przez gtadkosc¢.
Podane nizej okreSlenie gtadkosci pochodzi z pracy [PG]. Funkcja bedzie tym
gtadsza, im mniej oscyluje. Funkcjonat ¢[ f] musi mie¢ mniejsza wartoSc dla tej z
dwu funkcji, ktérej rozwiniecie fourierowskie zawiera mniej sktadowych o wyz-
szych czestoSciach. Ma on postac catki z transformaty Fouriera funkcji f — funkcji
f dzielonej przez transformate G pewnej funkcji G:
F(s)I”
olf) = R/ o)

Funkcja G jest dodatnio okreslona i ma nastepujaca wasnosc: G — 0, gdy

=

@)

||s|| — +oo . Wszedzie, jeSli nie zaznaczono inaczej, norma || - || jest norma Lo.
Oznaczato, ze é jest filtrem gérnopasmowym i ze funcjonat ¢ faktycznie mierzy
moc fourierowskich skfadowych funkcji f. Zastosowanie filtra gérnopasmowe-
go powoduje, ze funkcjonat ¢[f] ma wartoS¢ wieksza dla tej funkcji, ktdrej moc
przypadajaca na wyzsze czestoSci jest wyzsza. W ten sposéb mierzy on gtadkosc
funkcji.

Funcjonat ¢ jest seminorma, tzn. posiada & wymiarowa podprzestrzeh zerowa.
Znaczy to, ze istniejg takie rézne od zerowego elementy przestrzeni funkcyjnej, na
ktorej jest okreSlony ten funkcjonat, dla ktorych wartoS¢ jego jest zerowa. Przy za-
tozeniu, ze G jest funkcja rzeczywista (a wiec G jest funkcja symetryczng, G(s) =
G/(—s), por. [SK], str. 160), funkcja bedaca rozwigzaniem zagadnienia wariacyj-
nego ma postac:

N k

fx) => aGx—xi) + Z_: dat)a(X) - 3)

=1
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k_, jest baza w k wymiarowej podprzestrzeni zerowej funkcjonatu ¢. Ozna-
cza to, ze do funkcji, ktéra minimalizuje funkcjonat ¢[f] mozna dodat dowolna
kombinacje funkcji 1% _,, nie powodujac zmiany wartosci funkcjonatu | f].

Funkcje G(x — x;), ktorych kombinacja liniowa przyblizamy funkcje f, nie
sg jeszcze funkcjami radialnymi. Aby nig byta, funkcjonat ¢ musi spetnia¢ dodat-

kowy warunek:

olf (z)] = olf (Rz)],

gdzie R oznacza przeksztatcenie obrotu. Otrzymana wowczas funkcja G nie zale-
zy od kierunku a tylko od odlegtosci w przestrzeni R": G(x) = G(]|z||). Oznacza
to, ze zadna zmienna nie jest wyrdzniona i ma takg sama wageg, jak pozostate.

Od tego, jaka zastosowano funkcje G, zalezy rodzaj funkcji radialnych. Naj-
popularniejsze funkcje gaussowskie maja zerowymiarowa podprzestrzeh zerowa
(a wigc funkcjonat ¢ jest norma, a nie seminorma).

Funkcje radialne okre$la sie ogélnym mianem RBF (ang. Radial Basis Func-
tions). Tym skrétem okreSla sig rdwniez metody wykorzystujace te funkcje, np.
sieC RBF.

Funkcje radialne mozna rowniez otrzymac na gruncie teorii probabilistycznych
- teorii estymatorow bayesowskich [PG] (patrz. Dodatek). Zatozmy, ze ciag y; w
zbiorze g powstat w wyniku natozenia na doktadne wartosci funkcji jakiejs funkcji
szumu o niezaleznym rozktadzie normalnym.

Mozemy w tym wypadku zastowac wzor Bayesa w nastepujacej formie [PG],
[Z]:

P[flg] o< Plglf1P[f]- (4)

Wystepujace tu rozktady prawdopodobienstwa maja takie znaczenia:



1°. P[f]g] to warunkowy rozktad prawdopobiefnstwa tego, ze funkcja f jest przy-
blizeniem wynikajacym ze zbioru g. Im funkcja f jest lepszym przyblizeniem,

tym prawdopodobiehstwo wynikajace z tego rozktadu jest wyzsze.

20, P[g| f] to warunkowy rozktad prawdopodobienstwa tego, ze majac funkcje
f, otrzymamy zbidr wynikow g. Poniewaz, jak wyzej wzmiankowano, wyniKki
otrzymane z funkcji f sa zaszumione, to rozktad ten jest modelem szumu. Ma on

postac:

Plolf)oc exp( ~ 535 (0~ Fx0)?). ®)

3°. P[f] bezwarunkowy rozktad a priori funkcji f. Opisuje naszg poczatkowa
wiedze o funkcji f. W przypadku dyskretnego probkowania funkcji f rozktad ma
postac

Plf] o exp( — ag[f]) . (6)

¢ jest naszym funkcjonatem gtadkoSci, « liczbg dodatnia. Reprezentuje on wie-
dze (czyli w tym wypadku naszg che€ uzyskania jak najgtadszej funkcji) a priori
o funkcji f. Prawdopodobiehstwo rosnie wraz z maleniem wartoSci funkcjonatu

¢[f1 [PG].

Mozemy teraz zapisac wzoOr Bayesa (4) w postaci:

1 N
Plflg) o eap( = 5z | S — FGx)? +200%071] ). @)
=1
Maksymalizacja tego prawdopobiehstwa prowadzi do znanego juz réwnania wa-
riacyjnego:
N
Hf] =2 (f(x:) = y:)* + Ao f]. (®)
=1



Stata A = ao? réwna jest iloczynowi kwadratu wariancji rozktadu szumu o i
parametru « charakteryzujgcego naszg wiedze aprioryczng o funkcji f. Opisuje

ona zalezno$¢ miedzy tymi czynnikami.

3 Rodzaje funkcji radialnych

Funkcje radialne okreSlone na R™ mozna z grubsza (i nieformalnie) podzieli¢ na
takie, ktore w sposob jednorodny zaleza od zmiennej wielowymiarowej (czyli
odlegtosc jest obliczana w R™) i takie, ktore sg zbudowane z funkcji mniejwymia-

rowych (konkretnie okreslonych na R'). W pierwszej grupie mozemy wyroznic:

Wielowymiarowe funkcje sklejane. Funkcjonat gtadkoSci ma postac
s1 7 02
olf1 = [ dslsIf(s))" ©)
Ra

czyli
G(s) = 12m . (10)
Il

Stad otrzymamy po dokonaniu transformaty Fouriera nastgpujace funkcje:

(11)

2m—d

Gx) Ix||*™ “In||x|| ,gdy 2m > d oraz d jest parzyste;
X) =

[B] W przeciwnym razie.
Podprzestrzeh zerowa seminormy ¢ zbudowana jest z wielomiandw stopnia & =

S

Funkcje gaussowskie. Otrzymujemy je z nastgpujacego funkcjonatu

2
Is]

olf] = [ ds cap( "5 ) 1Fs)" (12)
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i majg one postac

G(x) = e:z:p( - @) : (13)

Parametr 3 jest liczba dodatnig. Funkcje gaussowskie sa dodatnio okreSlone, a
funkcjonat ¢[f] jest norma , stad podprzestrzeh zerowa zawiera tylko element
zerowy. Nie ma wigec dodatkowego cztonu w rownaniu (3). Wada tych funkcji w

poréwnaniu z funkcjami sklejanymi jest obecnoS¢ parametru 5.

Zestawienie. Inne funkcje radialne zawarte sg w zestawieniu [PG]:

G(r)=e P k=0
G(r)=vr*+ ¢ k=1
1
G(r) = k=0
= rore
G(r) = rntl k=n

G(r)=r"inr k=n
Liczba k oznacza wymiar podprzestrzeni zerowej seminormy (wartos¢ zero

oznacza peing norme).

-1-0.80.6-0.40.2 0 0.20.40.60.8 1 -1-0.80.6-0.40.2 0 0.20.40.60.8 1



-1-0.80.6-0.40.2 0 0.20.40.608 1 -1-0.80.6-0.40.2 0 0.20.40.608 1

O T T N T Lol T~ 1 T

-1-0.80.6-0.40.2 0 0.20.40.608 1 -1-0.80.6-0.40.2 0 0.20.40.608 1

Rys.(1) ROzne rodzaje jednowymiarowych funkcji radialnych. Od gory, wier-
2

%), F(r) =vr2 01,

fry=r, f(r)=r3 gdzier = |z|.

szami: f(r) = r2log (r), f(r) = exp(—
1

)= resoor

Do drugiej grupy mozna zaliczy¢ funkcje zwane iloczynem tensorowym (ang.
tensor product) i addytywne funkcje sklejane (ang. additive splines). Pierwsze z

nich maja postac
d
j=1

gdzie x; oznacza i-tg sktadowg wektora =. Otrzymujemy je z funkcjonatu zbudo-

wanego w nastepujacy sposob

o= [ dLj') (15)
d [1g Sj
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Zatem funkcja G/(s) wyglada nastgpujgco:

G(s) = L a(s;). (16)

~ oznacza transformate fourierowska danej funkcji. Przez dobdr odpowiednich
jednowymiarowych funkcji g(s) mozna osiagnac ciekawe funkcje wielowymiarowe.
Jesli wybierzemy g(s) = e=*" (jednowymiarowa funkcja gaussowska), to funkcja

G bedzie wielowymiarowa funkcjg gaussowska:

-y

Gx)=e M =¢ T 17)
Z kolei g(s) = ﬁ da taka funkcje:
S
=zl
G(x)=e Xl =¢ 7 (18)

Norma L; wymaga o wiele mniejszego wysitku obliczeniowego niz norma L.

Y

X%

IR
R RRIRLLIRZL

LR
LRRRRAZZEZ AR

LLERLLARARRT.

TLERERLZA

s

Rys.(2) Wykres funkcji f(x,y) = ea:p(—%) * e:vp(—|—:§|) = exp(—
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Addytywne funkcje sklejane sa okreSlone poprzez sume jednowymiarowych
[, nazywanych sktadowymi funkcji f:

flx) = Z_: Julah). (19)

Funkcje f, zalezg od p-sktadowej wektora x. Tak okreSlona funkcja jest bardzo
wygodna ze wzgledéw obliczeniowych oraz mozliwosci Sledzenia jej zaleznosci

od poszczegolnych sktadowych wektora x.

f/

IO\ <

1IINR
AR
77l //"' N
LTTTHHHTHERLD, LIRS,
'."""’:',":"0"'"""':"
7NN
/7

el
LTS

ST
L7

NN
RS

Rys.(3) Wykres funkcji f(z) = ea:p(—f—o) + e:cp(—f—o).

4  Zastosowanie funkcji radialnych

Funkcje radialne znajduja zastosowanie zarbwno w algorytmach sieciowych, jak
I w typowych algorytmach aproksymacyjnych, nie odwotujacych sie do architek-
tury sieciowej. Sieci wykorzystywane sg do przyblizania funkcji oraz do klasyfi-
kacji.
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Sieci typu RN.  Najprostsza siecig wykorzystujaca funkcje radialne sa sieci RN
(ang. Regularization Network). Sg to sieci jednowarstwowe, 0 wektorowym wej-
Sciu (x) i pojedyhczym wyjsciu. érodkowa, ukryta warstwe stanowig funkcje ra-
dialne umieszczone w punktach x;, nalezacych do zbioru zaleznosci wejscie —
wyjscie podanego sieci w celu jej nauki. Siec ta realizuje bezposrednio wzor (3).
Liczba jej wejSC rowna jest wymiarowi przestrzeni danych — rys.(13).

W tym prostym wariancie nauce podlegaja tylko wagi c;. Najczesciej znajduja
zastosowanie w takich sieciach wielowymiarowe funkcje gaussowskie [Was]. Wa-
riancje tych funkcji sg state, nie ulegaja zmianie podczas nauki (w wielu wymia-
rach funkcje gaussowska charakteryzuje macierz kowariancji X;;, bedaca w tej
metodzie wielokrotno$cia macierzy jednostkowej, a wiec nie wyr6zniajaca zadne-
go kierunki w przestrzeni wejsciowej). Sie€ taka nie posiada wag potaczen wejsc
z neuronami warstwy ukrytej, wybdr wiasciwego neuronu (czyli funkcji radial-
nej) wynika z obliczenia odlegto$ci wektora wejsciowego od centrum funkcji (w
terminologi rozktadéw — Sredniej) — wyrazonej poprzez warto$¢ funkcji, szybko
malejacej wraz ze wzrostem odlegtosci od centrum funkcji.

WielkoS¢ wariancji okreSla rozmiar obszaru, z ktérego dane s3
przez dana funkcje ,,rozpoznawane". W ten sposdb wprowadza sie ,,ziarnistos¢"
przestrzeni danych wejsciowych. Funkcje stuza tylko do przechowywania nauczo-
nych danych i stwierdzenia, na ile nieznane dane lezg od nich daleko. Wada takiej
sieci jest umiejscawianie funkcji radialnych we wszystkich punktach przestrzeni
wejsciowej podanych jako zbiér do nauki. Spowalnia to troche dziatanie sieci (w
poréwnaniu z sieciami wielowarstwowymi, opartymi na sigmoidach), gdyz aby
znalez¢ wiaSciwg funkcje, trzeba obliczy¢ wartoSci wszystkich funkcji w sieci.

Ma to szczegdlne znaczenie w przypadku duzych zbioréw danych.
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Sieci takie mozna przerobi¢ tak, by posiadaty wyjscie wektorowe [PG] [Was]
rys.(14). Dalsza modyfikacja tych sieci jest umozliwienie obejmowania przez po-
jedyhcza funkcje wiekszej liczby przyktadow poprzez dopuszczenie do zmian pa-
rametrow (o, X). JeSli dane roztozone sg réwnomiernie w catej dostepnej sieci
przestrzeni, to do ich opisania wystarcza funkcje umieszczone w jednakowych
odstepach o tych samych wariancjach. Natomiast, gdy dane wykazuja tenden-
cje do grupowania sie w pewnych obszarach przestrzeni (ang. clustering), to do-
brym pomystem wydaje sie by¢ zlokalizowanie takich obszaréw i opisanie ich
mniejsza liczba funkcji radialnych, umieszczonych w centrach takich obszarow,
niekoniecznie doktadnie w punktach, z ktérych pochodza dane treningowe. Od-
chylenia standartowe mozemy wyznaczy¢ poprzez obliczenie odlegtosci od N
najblizszych sasiadow i nadanie tej wartosci parametrowi o. Dobre rezultaty oraz
przyspieszenie nauki daje ustalenie N = 1, czyli ograniczenie sig¢ do najblizszego

sgsiada [Was].

Sieci typu GRN. Rozwinigciem sieci RN sg sieci typu GRN (Generalized
Regularization Network) [PG]. Kosztem wzrostu liczby parametrow zmiejszono
iloS¢ potrzebnych funkcji radialnych. Uzyskano to w wyniku wprowadzenia za-
miast x; nowych zmiennych z; = Wx;, gdzie W jest macierzg przeksztatcenia
liniowego (niekoniecznie kwadratowa). Funkcja G(z;) jest funkcja radialng w
zmiennych z;. Warunek maksymalnej gtadkosci stosuje sig teraz do funkcji F'(z) =

F(Wx) takiej, ze f(x) = F(Wx). Wyrazenie na f(x) ma teraz postac
f(x) = F(Wx) = zn: ¢G(Wx — Wt,), (20)
i=1

w ktorym n < N, za$ t; sa centrami funkcji radialnych. Mamy wiec mniej funkcji

niz danych przykfadow i wigcej parametréw do nauki — macierz W i oczywiscie

14



wspotczynniki rozwiniecia c¢;. Do wyznaczenia macierzy W i wspotczynnikow c¢;
mozna zastosowac np. metode najmniejszych kwadratéw. Potozenia ¢; s dobiera-
ne albo heurystycznie, albo réwniez traktujemy je jako parametry do wyznacze-
nia.

Dokonanie przeksztatcenia zmiennych oznacza, ze uwazamy, iz pewne
zmienne maja znaczenie, a inne nie lub ze znaczace zmienne sg kombinacjami
liniowymi zmiennych, ktére posiadamy.

Sieci te mozna uczyt¢ na podstawie ustalonego zbioru przyktadéw (ang. batch
learning), jak rowniez przedstawiajac im dane w sposob ciagly (ang. on-line).
Ten drugi spos6b wymaga dokonywania grupowania danych (ang. clustering),
aby liczba funkcji radialnych nie rosta nieograniczenie. Mozna to wykona¢ w
sposob nastepujacy [Was]. Ustalamy staty promien r. Lokujemy funkcje radialna
na pierwszym otrzymanym wektorze. Jesli nastepne wektory leza dalej niz » od
pierwszego, to ustawiamy tam nowa funkcje. Jesli nie, to nic nie dodajemy — po-
siadana funkcja dobrze opisuje znane dotad dane. Powtarzamy te procedure dla
wszystkich naptywajacych danych i wszystkich istniejacych funkcji.

Ciekawa modyfikacje sieci wykorzystujacych funkcje radialne mozna znalez¢
w pracy [LN], nazwang tam siecig VI (ang. Validity Index). Funkcji radialnych jest
mniej niz wektoréw wejsciowych, tak jak w sieci GRN. Dodanie dodatkowych
weztdw przetwarzajacych sygnaty pochodzace z funkcji radialnych pozwolito ob-
liczac granice btedu dla wszystkich m wyjs¢ tej sieci oraz sygnalizowac przy-
padek ekstrapolacji danych. Jest to mozliwe dzigki obliczaniu przez sie¢ lokal-
nych gestoSci danych w otoczeniach poszczegdlnych funkcji radialnych. W celu
uproszczenia obliczen autorzy [LN] zastosowali zamiast funkcji radialnych pro-

stokatng, wielowymiarowa funkcje przynaleznoSci o promieniu a i Srodku umiesz-
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czonym w centrum rozwazanej grupy danych. t.atwo wiec policzyg, ile dana funk-
cja obejmuje punktow. Poréwnujac te wielkos¢ z liczbg wszytkich danych, uzy-
skujemy informacje o lokalnej gestosci danych. Takie podejScie pozwala wykry-
wac obszary mato reprezentatywne dla przyblizanej funkcji. Jest to wazne z tego
wzgledu, ze wiarygodno$¢ wynikéw dawanych przez sie¢ typu RBF uwarunko-
wana jest posiadaniem niepustego zbioru treningowego niezaleznych zmiennych
oraz doktadnoscig wykonywanego przyblizenia.

Do przechowywania danych, tak jak mato miejsce w powyzszych przyktadach,
moga byc¢ uzyte tylko te funkcje radialne, ktore tak jak funkcje gaussowskie szyb-
ko malejg wraz ze wzrostem odlegtosci, sg wiec dobrze zlokalizowane.

Pojecie lokalnosci mozna sformalizowat w sposob nastepujacy [BV]. Zde-
finiujmy funkcje btedu (tj. funkcje danych wejSciowych sieci a nie tylko jej pa-
rametrow w) sieci w ten sposob, ze zawierac ona bedzie zalezne od = wagi bie-
doéw popetnianych podczas obliczania wartoSci wyjSciowej dla danego x, zamiast
globalnej Sredniej tych btedow. Oznaczmy przez y pozadang odpowiedz sieci na
wartoSC wejSciowa x. Btad popetniony przez sie¢ dajaca wynik f,,(x) niech wy-
nosi J[y, f.(z)]. Funkcje btedu w punkcie o, mozemy zapisat w formie wazonej

Sredniej po zbiorze treningowym zawierajacym [ elementow:

ETT I'O, Z K - :L'Oa [yza fw(xz)] ) (21)

gdzie funkcja K (x; — xq,b) petni role zaleznej od = wagi. Parametr b opisuje
rozmiar tej funkcji, czyli okreSla stopieh lokalnosci, w zakresie od 0 (ograniczenia
sie tylko do jednego punktu) do +oo (obejmowania catej przestrzeni). Podczas
nauki sieci zostaje wyrozniony pewien podzbior W wszystkich wag sieci [BV].

Nauka polega na minimalizacji funkcji btedu (21) wzgledem parametrow sieci, w
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wyniku czego otrzymamy optymalny wektor tych parametrow:

w*(xg,b) = argmin Err(zo;w)
weWw
11 (22)
= argmin — > K(x; — 20,b) J[J;, fu(:)].

weWw | 31
Znalezione w ten sposob parametry w* zalezg zarowno od parametru b , jak i
od potozenia w przestrzeni wejsciowej x. Sg zatem okreSlone lokalnie. Funkcje
K (xg — x;,b) moga byC rdzne, w szczegdlnosci sa to funkcje prostokatne:

b
1, gdy |lzg— | < 5

K(xg —z,b) = (23)

b
0, gdy |lzo— x| > 3

lub funkcje gaussowskie 0 o = g

Zajmijmy sie metodami klasyfikacji wektorow wejSciowych. Niech wektor
wyjsciowy y ma n sktadowych.Wartos¢ y; = 1 sktadowej i tego wektora ozna-
cza przynaleznoS¢ wektora x do klasy i. W zaleznoSci od rodzaju funkcji K (xo —
x;,b), wielkoSci b oraz miary J , mozemy otrzymac rézne rodzaje metod. Wez-
my jako miare btedu funkcje kwadratowa J[y, 9] = (y — #)? oraz zatézmy, ze
poszukujemy w otoczeniu punktu z statego przyblizenia g*:

1 l
g)*:argmyjnjgf((xi—xo,b)(yi—g)Q, (24)
gdzie z, to wzorzec testowy, x; 1 y; to przyktady treningowe.

Jesli zastosujemy prostokatna funkcje K, to uzyskamy metode KNN. Poszu-
kiwane przyblizenie y* to Srednia wynikow, pochodzacych z otoczenia punktu z
o takiej Srednicy b, ze zawiera doktadnie k£ znanych wzorcow.

W metodzie funkcji radialnych mamy R ustalonych funkcji gaussowskich, lo-

kalizujgcych dane treningowe, scharakteryzowanych potozeniami z,. i wariancja-
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mio,., r = 1,..., R. Mozemy zminimalizowa¢ funkcjonat (24) biorac za K po-
szczeg6lne funkcje gaussowskie, co prowadzi do otrzymania wazonych Srednich
g dla kazdej funkcji. Wynik dawany przez cata siec jest Sredniag wartoSci wszyst-

kich funkcji gaussowskich mnozonych przez tak otrzymane wartosci ;'

R
y(z) = Z@;‘K(x — T, 0p) (25)

Dochodzimy wigc do znanego wzoru opisujacego sie¢ RBF (3) , majac za wagi
wartosci g*. To, ze wektory wyjSciowe sa uzywane jako wagi, nie powinno dziwic,
jesli wezmiemy pod uwage odmiang sieci RBF zwang GRNN (ang. Generalized
Regression Neural Network) [Was], nauka ktorej polega na przypisaniu wagom
sktadowych wektorow wyjsciowych ze zbioru treningowego.

Wprowadzenie tak zdefiniowanego pojecia lokalnosci pozwala na uzyskiwa-
nie lepszych wynikow uczenia sieci, poprzez dopuszczenie do zmian parametrow
opisujacych lokalnos¢c. Umozliwia to kontrole nad zaleznosciami miedzy zdol-
noscig sieci do generalizacji a jej pojemnoscia i dokladnoScia otrzymywanych
wynikow. Przyktadem sieci, ktorej parametr b ma nieskonczong wartos¢, jest wie-
lowarstwowa sie€ z jednostkami ukrytymi, opisywanymi sigmoidami. W takiej
sieci jej parametry — wagi i progi sg zmieniane zaleznie od wszystkich treningo-

wych danych wejsciowych.

Aproksymacja. Zastosowanie funkcji radialnych bezpoSrednio do aproksymacji
funkcji omowione zostanie na podstawie pracy [All] opisujacej metody przybliza-
nia i wizualizacji funkcji okreSlonych w 1, 2 lub 3 wymiarach.
Funkcjami tymi byty rozktady réznych wielkoSci mierzonych podczas doSwiadczen
fizyki wysokich energii. G{ownym problemem wystepujacym w tych zagadnie-

niach jest mata gestoS¢ danych w wigcejwymiarowych przestrzeniach. Sa one
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w duzym stopniu puste. Wynikaja stad trudnosci w zastosowaniu tradycyjnych
metod aproksymacji, szczegdlnie tych, ktdre opierajg sie na regularnych siatkach
punktow. Inng sprawa jest duza liczba parametrow potrzebnych do wyznaczenia
wartosci funkcji w tych metodach oraz niekontrolowane nieraz zachowanie przy-
blizajacej funkcji pomiedzy weztami

( np. wielomiany wyzszych stopni). Gdy brak danych, najlepszym rozwigzaniem
moze by¢ po prostu zaleznoS¢ liniowa. Tych wad nie maja odpowiednio dobrane

funkcje radialne. W [All] zastosowano funkcje postaci

(bj(’f’) =/ r? + AJ'Q . (26)

Funkcja przyblizajagca ma postat kombinacji liniowej
s(z) =Y ao;(llz — ;) (27)
j=1

0 wspotczynnikach rozwinigcia «;, centrach x; i parametrach skalujacych A;.
Ich wartoSci trzeba okreslic.

Aby znalez¢ potozenia funkcji z;, nalezy zauwazyc¢, ze funkcje te maja naj-
mniejszy promien krzywizny rowny A; dla » = 0. Poniewaz promien krzywi-
zny jest odwrotnie proporcjonalny do drugiej pochodnej funkcji, to wystarczy
znalezt wérdd danych wejsciowych takie, dla ktérych dyskretna druga pochodna
ma najwieksza wartos¢ i tam umiescic funkcje radialne. 110S¢ funkcji w rozwi-
nigciu regulujemy dobraniem odpowiedniego progu natozonego na wartos¢ dru-
giej pochodnej, po przekroczeniu ktorego umieszczamy w danym miejscu funk-
cje bazowa. Wartosci pozostatych parametrow , po okreSleniu potozen funkcji, sa
dobierane za pomocg zaawansowanych mutacji metody najmniejszych kwadra-
tow. Wigcej szczegotdw mozna znalez¢ w [All]. Opisana metoda realizowana jest

przez pakiet programow HBOOK [All]. Wykorzystuje sig¢ ja przede wszystkim do
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aproksymacji rozktadow roznych wielkosci np. rézniczkowych przekrojoéw czyn-
nych. Dziedzing moze by¢ dowolna przestrzeh (do celéw wizualizacji danych,
oczywiscie co najwyzej trojwymiarowa). Zasadniczym celem jest zastgpienie tra-
dycyjnych histogramow wykresami gtadkich funkcji. Funkcje radialne pozwalaja

to wykonat stosunkowo niskim kosztem obliczeniowym.

Sigmoidy.  Warto tu wspomnie¢ o funkcji sigmoidalnej, bedaca podstawa do
tworzenia wielowarstwowych sieci z warstwami ukrytymi, cho€ nie miesci si¢
ona w formalizmie funkcji radialnych [PG]. WartoSci podawane na wejsciu takiej
sieci sg przetwarzane przez funkcje sigmoidalne pierwszej warstwy, z ktérych
uzyskane wartoSci sg kierowane do nastepnej warstwy, itd. Parametry ukryte takiej
sieci, to wspotczynniki rozwinigcia kombinacji liniowych tych funkcji (wagi) oraz
parametry skalujace (progi).

To, co naprawde realizuje taka sie¢, to aproksymacja zaleznoSci pomiedzy

wejsciem a wyjéciem F' : X — Y za pomoca funkcji [D1]:
= o> W (S Wo( Z Wiy (28)

gdzie o(x) = (1+e**)~! jest funkcja sigmoidalna.
Funkcja btedu takiej sieci jest nastepujaca:

Srseeae). @

gdzie (Y}, X7) to prébki przyblizanej zaleznosci F' (przyktady), sumowanie za$
odbywa sig po wszystkich przyktadach p i ich wspétrzednych i. W trakcie na-
uki sieci minimalizuje sie E(W) ze wzgledu na wspotczynniki 1. Pojawia sie

woweczas nietrywialny problem omijania lokalnych minimow.
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Czesto stosowane funkcje radialne to funkcje gaussowskie. Wykorzystuja je
metody nie odwotujace sie jawnie do formalizmu RBF. Stosowane sg one w me-
todach klasyfikacyjnych oraz w systemach typu FSM, wszedzie tam, gdzie trzeba
okreslic potozenie czego$ w jakiej$ przestrzeni oraz okresli¢ tego czego$ rozmiary

(poprzez dobdr odpowiedniej wartoSci dyspersji funkcji gaussowskiej).

Model FSM. System FSM (ang. Feature Space Model) [D1] ma za zadanie bez-
posrednia budowe funkcji realizowanej przez sie¢, bez pomocy kosztownych me-
tod minimalizacji funkcji btedu. Gromadzi on tzw. fakty, tj. zbiory wartosci wej-
Sciowych i wyjsciowych jako punkty w N wymiarowej przestrzeni (N = n + m,
gdy budujemy funkcje f : R® — R™). W kazdym takim fakcie zlokalizowana

jest funkcja G, np. taki iloczyn jednowymiarowych funkcji gaussowskich

N 2 N ) N2
G(X.Y,0) = exp( _ 5 D2 ) ~ 1 exp( _ Dy )
=1

[ep ok

N =1 (30)
= il;llg(Xz‘a D;,0y),
gdzie
X = (Xy,Xs,...,X,) ,towektor wejSciowy
D = (Dy,D,,...,D,) ,toumiejscowienie funkcji G (faktu)
o = (01,09,...,0.) , to wektor dyspersji.

Mozna réwniez zastosowac inne niz gaussowskie funkcje, np. niesymetryczne
gaussiany lub iloczyny funkcji sigmoidalnych, zwiekszajac jednoczesnie liczbe
parametrow. Fakty zgromadzone w przestrzeni FSM opisuje funkcja F'SM, be-
daca wazong suma funkcji G po wszystkich faktach:

2

—(X,L—Dl,p

FSM(X,D,o) =Y W,G(X,D?,0") =Y W,[[e = . (31)
p p %

Funkcja taka nie zanika tylko w poblizu punktow DP?. Parametrami adaptacyjnymi

sa wagi W, i ewentualnie dyspersje o7. Badajac warto$¢ funkcji F'S M, mozemy
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okreSlac prawdziwos€ (tj. istnienie) danej relacji wejScie—wyjscie lub na pod-
stawie niepetnej informacji (niekompletnego wektora D) znajdowac jej brakujaca
czese (i to za pomoca jednowymiarowych

przeszukiwan).

5 Modyfikacja ksztattu funkcji radialnych za pomo-
cg metryki

Wiele funkcji stosowanych w metodach sztucznej inteligencji za argument posia-
da odlegtos¢ (badz jej kwadrat) pomiedzy punktami w przestrzeni, na ktorej sa
okreSlone. Stad wazny jest sposob liczenia tej odlegtosci. Zmieniajac go, zmie-
niamy ksztakty i wiasnoSci funkcji. Najprostszym sposobem zmiany odlegtosci
jest wprowadzenie tensora metrycznego réznigcego sie od zwykle stosowanego
euklidesowego, dajacego odlegtoS¢ typu L. Pozwala to na modyfikacje ksztattu
poziomic funkcji radialnych od okregdw (metryka euklidesowa), poprzez elipsy
az do prostych réwnolegtych, czyli usunigcia zaleznosci od pewnych zmiennych
lub ich kombinacji liniowych.

Tensorem metrycznym lub metryka bedziemy nazywac symetryczny tensor
drugiego rzedu o wymiarze rownym wymiarowi danej przestrzeni. Bedzie on (a

wiaSciwie jego macierzowe przedstawienie) oznaczany przez g.

Kwadrat odlegtosci dwu punktow o wspotrzednych x = (x1,x9,...,x,) i
y = (y1, 92, - - -, Yn) W n-Wymiarowej przestrzeni dany jest wzorem:
dz(’% y) = Zgz’j(ﬂfi - Z/z‘)(l’j - yj) . (32)
=1

Poniewaz zajmowac sige tu bedziemy tylko metryka okre$long globalnie, moz-
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na zastosowat w powyzszym wzorze rdznice skonczone zamiast infinitezymal-

nych.

Przypadek dwuwymiarowy

Przypadek dwuwymiarowy jest pouczajacy z tego wzgledu, ze wyniki mozna ta-
two zobrazowaC oraz rozszerzy€ na przypadek wielowymiarowy. Kwadrat odle-

gtosci na ptaszczyznie mozna zapisat w nastepujacy sposob:

d*(p1,p2) = g1 (21 — 22)° + 201021 — 22) (Y1 — ¥2) + goa(y1 — y2)°,  (33)

gdzie
b1 = (3?1,3/1)
P2 = (%; ?JQ)-

Zbadajmy, jaki ksztatt maja krzywe zbudowane z punktow (z, y), lezacych w
statej odlegtoSci r od Srodka uktadu wspotrzednych, czyli okregi w danej metryce.

Opisane sg one rownaniem:

d(p1, p2) = gua® + 29127y + gaoy® —1* = 0. (34)

Jest to rownanie drugiego stopnia opisujace krzywe stozkowe (elipsg,
hiperbole, parabole) lub ich znieksztatcenia (punkt, proste rownolegte lub prze-

cinajace sig). O tym, jaka jest to krzywa, decyduja dwa tzw. wyznaczniki:

0= g1192 — gi2 (35)

A= —9119227“2 + 9127”2 =—r%4. (36)

23



Przedstawiam tu tabelke pochodzaca z [Mat], opisujaca rodzaj krzywej zaleznosci
od tych wyznacznikdw.

Nie wszystkie wystepujace w tabelce krzywe mozna otrzymac z réwnania
(34). Wynika to z niewystepowania w rownaniu wyrazow liniowych w z i y.
Nie dostaniemy krzywych lezacych na przekatnej tabeli. Warto zwréci¢ uwage
na fakt, ze przy zatozeniu r? # 0 (a tak bedziemy caty czas zaktadac) typ krzywej

nie zalezy od 2, a co najwyzej od znaku 2 - dla dalszego rozréznienia typéw

prostych.
Rodzaj ob-
razu geome-
A §<0 6>0 6=0
trycznego
réwnania
—gur?<0|—gnr?=0|—-guir?>0
»Krzywe Dwie proste
. . . . Obraz
znieksztatco- | Dwie proste urojone, Dwie proste )
o o . ) urojony
ne" (proste, przecinajace przecinajace Dwie proste | przystajace .
A=0 ] ] ] (dwie proste
punkt lub sie rzeczy- sie w rzeczy- rownolegte (pokrywaja- .
. . ) urojone
obraz wiste wistym ce sig) i
. . rownolegte)
urojony) punkcie
Elipsa rze-
czywista
Krzywe wia- (ew. okrag. ),
sciwe gdy Agii1 <
AZ0]| (krzywe Hiperbola | < 0(g11 > 0). Parabola
2 stopnia — Elipsa uro-
stozkowe) jona, gdy
Agi1 >0
(g11 > 0)

Tab. (1) Rodzaj krzywej w zaleznoSci od wyznacznikow ¢ i A.
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A =0. W tym wypadku prawdziwa jest takze rdbwnos¢ 6 = 0, w zwigzku z
czym otrzymamy jedna lub dwie proste réwnolegte w zaleznoSci od wartosci i

znaku wielkosci —g;,72.

—gnr? = 0. Poniewaz z zatozenia mamy 2 > 0, to musi zachodzi€ ¢, =

0. W tym przypadku réwnanie ma postac:
20120y + grp 1° =17 (37)

i opisuje dwie proste pokrywajgce sie. Poniewaz 6 = 0, t0 g12 = +./g22011 |

rownanie prostych ma postac

r
y= i\/TE (38)

—gi1r? < 0. Obrazem réwnania sg dwie proste rownolegte. Z powyzszej
nieréwnosci wynika, ze g;; i 72 maja te same znaki. Jesli 72 > 0, to z warunku
§ = g11922 — G122 = 0 wynika, ze g1» = %,/g11922. Wstawiajac te wielkos¢ do

rownania (34), otrzymamy réwnania prostych:

g1’ + 2\/g11922 TY + g22 2 =r? (39)
lub
gz £ @y)Q =72, (40)
Mozemy stad otrzymac réwnania dwu zestawow prostych réwnolegtych
VInzT +/g22y = +r? 41)

g11%T —y/g22Y = +7?
Gdy 72 < 0, to takze g;; < 0 i musi zachodzi€ g,; < 0, aby kwadrat g, byt
dodatni. Otrzymamy takze dwa zestawy dwu prostych rownolegtych, nalezy tylko

w powyzszych wzorach zamieni¢ + na .
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—gnr? > 0. Rdéwnanie(34) opisuje proste rownolegte urojone tj. o urojo-

nych wspdtczynnikach.

A #0. Warunek A # 0 implikuje warunek 6 # 0, w zwigzku z czym na pewno
nie otrzymamy z réwnania (34) paraboli a tylko hiperbole i elipse (lub okrag). Oto

niektdre ich wiasnosci.

§ > 0. Poniewaz § = g11g22 — g122 > 0, to sktadowe metryki g;; i goy nie
moga by¢ réwne zeru i musza mie¢ te same znaki Srodek elipsy ma wspétrzedne
(0,0) ze wzgledu na brak wyrazow liniowych w z, y w rownaniu (34). Jesli g;; =
g22, to elipsa staje sig okregiem, a zmienne sg skalowane w obu wymiarach o

czynnik g1 (= g22).

§ < 0. Poniewaz 6 = 11922 — gi2> < 0, to moga by¢ réwne zeru lub
posiadac takie wartosci, aby nierownos¢ byta spetniona. W szczeg6lnosci mamy
na pewno hiperbole w przypadku, gdy majg przeciwne znaki.

Hiperbola i elipsa posiadajg zaréwno osie symetrii jak i sSrodek. Kat nachylenia
« 0si symetrii hiperboli i elipsy wzgledem osi = (lub y dla drugiej osi) kartezjan-
skiego uktadu wspdtrzednych dany jest wzorem:

2
tg2a = 2 (42)
g11 — 922

Znak d? w dwu wymiarach Za pomoca dowolnej metryki mozemy otrzymac
kwadrat odlegtosci dany wzorem (32), zaréwno dodatni jak i ujemny. W dwu wy-
miarach tatwo okresli¢, kiedy otrzymamy jaki znak. Jesli z rownania (34) o wspdt-

czynnikach okre$lonych przez elementy metryki otrzymamy elipse, to d?(x,y)
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jest zawsze nieujemne (lub zawsze ujemny, gdy jest to elipsa o wspotczynni-
kach urojonych — tab.(1)). W przypadku hiperboli, ptaszczyzna podzielona jest
przez asymptoty hiperbol na obszary o dodatnim i ujemnym kwadracie odlegto-
Sci. Metryka dajaca proste réwnolegte albo narzuca wszedzie d?(x,y) > 0, albo
d*(x,y) < 0.

Przypadek wielowymiarowy

W przestrzeni o dowolnym wymiarze nie mozemy przeprowadzic takiej klasyfi-
kacji krzywych jak w dwu wymiarach. Mozna jedynie okreSlic rodzaj krzywej
w dwuwymiarowych przekrojach. Poniewaz we wzorze (32) na kwadrat odlegto-
Sci wystepuja iloczyny zmiennych, mozna, pamigtajac ze typ krzywej nie zale-
zy od wyrazu statego w rownaniu (34), okresli¢ typ krzywej w poszczegélnych
ptaszczyznach (np. zy, zz, yz w trzech wymiarach). Wykorzystujemy w tym celu

elementy tensora metrycznego, odpowiadajgce interesujgcym nas wymiarom.

Znak d* w wielu wymiarach. W wielu wymiarach znak kwadratu odlegtosci
mozna okre$li¢ badajac znaki wartoSci wiasnych macierzy ¢. Jak wiadomo [TW]

istnieje taka macierz P, ze po dokonaniu przeksztatcenia
P'gP, (43)

otrzymamy macierz posiadajgca na przekatnej wartosci —1, 0, 1, ktore oznaczaja
odpowiednio istnienie ujemnych, zerowych i dodatnich wartosci wiasnych. Jesli
wiec w tej macierzy pojawia sie minus jedynki, bedzie to oznaczato istnienie ta-

kich obszaréw w przestrzeni, w ktérych znak d?(x;, x») jest ujemny.
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Zastosowanie metryki w funkcjach radialnych

Obliczong wg wzoru (32) odlegto$¢ mozemy wprowadzi¢ do funkcji radialnych.
Nie ma z tym zadnych problemdw, o ile jest ona dodatnia. Taka gwarancje ma-
my, gdy metryka prowadzi do elips (elipsoid) lub prostych réwnolegtych jako
krzywych statej odlegtosci. Odlegtosc taka nazywa sig odlegtoscig Mahalanobisa
[Was], mozna ja zapisat wzorem:

dixw) = [(x - u)" g (x — w)?
! (44)

2
= %gm/(x,u - ui,u) (33'1, - uiV) ;

gdzie
,to  metryka
x ,to wektor wejSciowy
u; ,to potozenie i-funkcji radialnej .

Tak obliczana odlegto$¢ pozwala na otrzymanie dowolnie obréconych, elip-
tycznych (elipsoidalnych) poziomic funkcji radialnej rys.(4, 5, 6, 7). Jesli macierz
g ma zerowe wartoSci wihasne, to odlegtoSt nie zalezy od czesci ze zmiennych i
w danym kierunku poziomice sg prostymi. Gdy postugujemy sige funkcjami gaus-
sowskimi, metryke ¢ mozemy  zinterpretowa¢  jako  odwrot

noS¢ macierzy kowariancji wektora wejsciowego:
9= [E((x —m)(x —m)")]"", (45)

gdzie m jest Srednia tego rozktadu, za$§ E oznacza wartoS¢ oczekiwang. Zerowa
wartoS¢ wihasna oznacza nieskohczone rozmycie funkcji w jakim$ kierunku. Na
ponizszych rysunkach przedstawiono ksztatty kilku takich funkcji oraz ich pozio-

mic.
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Ujemny kwadrat odlegtosci jest dos¢ ktopotliwy. Funkcje radialng typu gaus-
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sowskiego mozna z taka wielkoscig obliczy¢ lecz ro$nie ona nieograniczenie, gdy
d*> — —oo rys.(6). Inne funkcje staja sie funkcjami zmiennej zespolonej i nie

wydaje sie, aby byt z nich jaki$ pozytek.

6 Lokalne algorytmy uczenia

Lokalne algorytmy dokonuja podziatu przestrzeni danych wejsciowych zgodnie z
zasada ,,dziel i rzadZ". Rozwigzanie ztozonego problemu polega na jego podziale
na mniej ztozone podproblemy, rozwigzaniu ich, a nastepnie zbudowaniu na pod-
stawie otrzymanych rozwigzan rozwigzania catosci. Takie postepowanie prowadzi
do uproszczenia algorytmu uczenia sig sieci. Czgsto stosowane wielowarstwowe
sieci z jednostkami ukrytymi uczone metoda

wstecznej propagacji btedu sa przyktadem przeciwnego, globalnego podejscia
do problemu. Proces uczenia takich sieci jest dtugi oraz nie zawsze prowadzi do
prawidtowego zakonczenia, co wynika z skomplikowanego ksztattu powierzchni

funkcji btedu.

O L
0, 1) (1,1)
L O
(0, 0) (1,0)

Rys.(8) Problem XOR.
Bodajze najprostszym rodzajem sieci jest jednowarstwowy perceptron. Ma on

niewielkie mozliwosci - moze dokonaC podziatu przestrzeni wejsciowej jedynie
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za pomoca linii prostej (hiperptaszczyzny). Stad problemy rozwigzywalne przez
niego ograniczaja si¢ do tzw. liniowo-separowalnych. Przyktadem problemu li-
niowo—nieseparowalnego jest problem XOR rys.(8). Za pomoca linii prostej nie
mozemy oddzieli¢ biatych punktéw od czarnych. Mozna tego jednak dokonac
w sposob nastepujacy: przeprowadzi€ linig tak, aby w dowolny sposéb oddzielata
dwa punkty od pozostatych, a nastepnie w kazdej otrzymanej parze oddzieli¢ row-
niez linig punkt czarny od biatego. Jest to przyktad lokalnego algorytmu wykorzy-
stujacego wigkszg liczbe prostych elementéw - perceptronow.

Na podobnej zasadzie dziata opisana w [Kv] sie¢ Adaptive Mixture of Local
Neural Networks. Zbudowana jest z ¢ identycznych sieci lokalnych N; i = 1.. .t 1
sieci bramkujacej 59 (indeks ¢ od ang.gating). Sie¢ bramkujaca ma tyle wejsc co

sieci IV, i t wyjs¢. Oznaczmy wartoSci otrzymywane z sieci lokalnych przez x(¥) =

o

(2, 250, za$ z sieci bramkujacej przez
x@) = ( (19), xgg), . xﬁg)). Zatozmy, ze wszystkie wartoSci zawieraja sie w prze-

dziale (0, 1). Sie¢ bramkujaca produkuje wspdtczynniki proporcjonalnosci p;

x@(g)

pi =
(Zt% 29
J

(=1

i=1...1. (46)

Wspotczynniki p; spetniaja
(®)

Zpizl-

(=1

Mozna je wykorzysta¢ dwojako: traktujac jako prawdobiehstwa tego, ze siec N;
podaje prawidtowa odpowiedz i wybra¢ odpowiedz z sieci dla, ktorej p; jest naj-
wigksze, badz utworzy¢ wynik dawany przez catg sieC w postaci kombinacji li-
niowej

%o =pix) + .+ px() (47)
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Wektor %, jest ograniczony przez wektory x¥) sieci lokalnych w tym sensie, ze

zachodzi nieréwnos¢

\/ min {2 < 7 < max {2} . (48)

Y I<j<t T I<<t
SieC taka uczy sig na przyktadach. Sieci lokalne uczone sg zwykta metoda
gradientowa (jeSli maja tylko dwie warstwy - wejéciowa i wyjSciowa ), ewen-
tualnie metoda wstecznej propagacji. Pochodna funkcji btedu sieci bramkujgcej
ma troche inna postac niz dla zwyktej sieci. Wprowadzmy funkcje btedu dla catej
sieci y |
B=52 ) = %)%, (49)
gdzie
xy  jest aktywnoscig wyjSciowa k - neuronu w sieci lokalnej i,
%, pozadang wartoScig wyjsciowa catej sieci.
Oto pochodne funkcji btedu wzgledem progdéw 195") neurondw sieci bram-

kujacej
2 _ p1(¢(9) (9) 2 (9)
PYOR (& )(gz +zl: aﬁl(g)wlz‘ )7 (50)
gdzie
L@ — ) — B
gi(g) _ ]2 S , gdy neuron k nalezy do warstwy wyjsciowej;
0 ’ , gdy nie nalezy,

wiiy o towaga potaczenia migedzy neuronem /i ,
¢9 | to aktywacja i-neuronu £ = Zingf’j))xj +9\9,
x; , to sygnat dochodzacy od neuronu 7,

1! , pochodna funkcji przejscia neuronu - zwykle sigmoidy.
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Wartos¢ ¢

(2

jest proporcjonalna do r6znicy miedzy btedem lokalnej sieci i a
btedem catej sieci. Jesli sie€ lokalna j daje mniejszy btad, to 1959) neuronu j sie-
ci bramkujacej wzrasta, powodujac wzrost jego aktywnoSci wyjsciowej, co pro-
wadzi do wyboru sieci j jako dajacej najlepsza odpowiedz. Okazuje sig, ze po
odpowiednio dtugiej nauce wartoéci wyjsciowe x\9) = (9,2 . 2\9) da-
z3 do posiadania jednej sktadowej bliskiej jedynce a pozostatych bliskich zeru.
Oznacza, to ze sieci lokalne specjalizujg sig w rozpoznawaniu pewnych danych
wejsciowych.

W pracy [Kv] znajduja sie dwa przyktady zastosowania takich sieci. Pierw-

szym jest dodawanie dwu liczb dwubitowych:

a1 Q9
+ a3 oy (51)
Qs Qg Q7

a; maja wartosci 0 lub 1. Takie dodawanie mozna przeprowadzi¢ na szesnascie
roznych sposobow, otrzymujac liczby w zakresie od 0 do 6 (dziesigtnie). Dane
wejsciowe nie sa liniowo separowalne. Do nauczenia sig takiego dodawania po-
trzebna jest zwykla sie€ o co najmniej dwu ukrytych neuronach. Mieszanina sieci
lokalnych zbudowana jest z czterech sieci lokalnych — dwuwarstwowych o czte-
rech neuronach wejsciowych i trzech wyjsciowych oraz takze dwuwarstwowej
sieci bramkujacej o czterech wejsciach i czterech wyjsciach. Sa to wszystko zwy-
kie perceptrony. Funkcja btedu jest uogolnieniem funkcji (49) poprzez dodatkowe
sumowanie po wszystkich szesnastu relacjach wejscie — wyjscie. Jak sig okaza-
to, do prawidtowego rozpoznania wzorcow wejsciowych, uzywane sg tylko dwie
spoérod czterech sieci lokalnych.

Drugim przykfadem jest negacja ciggu czterech bitéw w zaleznosci od warto-
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Sci pierwszego:

F : (0[1,0[2,0[37014) — (a5,0é5,0[7)

tak, ze
(OQ?C(B;CM) ) gdy ap = 0;

(&57 s, CK?) = {
(627637640 ) gdy a1 = 1.
Wystepuje tu takze szesnaScie kombinacji. W tym przypadku sieC skfada sie z

dwu sieci lokalnych o czterech neuronach wejsciowych i trzech wyjsciowych oraz
z dwuwarstwowej sieci bramkujacej o czterech wejSciach i dwu wyjsciach. Sie¢
taka po nauczeniu zachowuje sig w ten sposob, ze jedna z sieci lokalnych specjali-
zuje sie w przetwarzaniu danych o zerowym pierwszym bicie, za$ druga w danych
o0 tym bicie ustawionym. Prawidtowa odpowiedz (siec lokalng dajacg dobry wy-
nik) wybiera w zaleznoéci od danych wejsciowych sie¢ bramkujaca, dzielac w ten
spos6b dane wejSciowe na dwa podzbiory.

Jak widac wprowadzenie sieci lokalnych pozwala na zmiang architektury sieci
z ,pionowej" — dla sieci z jednostkami ukrytymi na ,,poziomg". Utatwia to znacz-
nie nauke, gdyz eliminuje potrzebe ustalania ukrytych parametrow. Sieci lokalne
sg dwuwarstwowymi perceptronami wyspecjalizowanymi w rozwigzywaniu cze-
Sci problemu, za$ podziat przestrzeni danych wejsciowych dokonywany jest przez
siec bramkujaca. Produkuje ona wspotczynniki p; wskazujace prawdopodobien-
stwo uzyskania prawidtowego wyniku przez sie¢ lokalna i.

Omowimy teraz inny rodzaj sieci lokalnej stuzacej do aproksymaciji funkcji
typy f : R — R"™ oraz do klasyfikacji. Ma ona strukture drzewiastg i dokonuje
sukcesywnego podziatu dziedziny funkcji na sekwencje zagniez dzonych obsza-
row. Podziat jest dokonywany przez sieci bramkujace, za§ w kazdym obszarze
funkcja jest przyblizana poprzez jak najprostsza zalezno$¢ (statg badz liniowa)

przez tzw. sieci ekspertowe.
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Na rys.(16) przedstawiono strukture dwupoziomowej sieci HME (ang. Hie-
rarchical Mixtures of Experts) [JJ]. Na wejSciach (lisciach) znajduja sie sieci eks-
pertowe. Realizujg one funkcje wektorowa, zwang uogdlniona liniowa (ang. ge-

neralized linear), dajgc w wyniku wektor /.;;

pi; = f(Uix) , (52)

gdzie 4, j, to indeksy sieci ekspertowej, U,;, to macierz przeksztatcenia liniowego,
za$ f, to zadana funkcja przejscia. Jesli sie€ ma by¢ uzywana do aproksymacji, to
funkcja f bedzie funkcja tozsamosciowa. Do celdw klasyfikacji f bedzie funkcja
logistyczna. W weztach drzewa umieszczone sg sieci bramkujace, takze realizuja-
ce uogo6lnione funkcje liniowe. Na wyjsciu i

najwyzszej sieci bramkujacej otrzymujemy wartoS¢

9= =g
Xk: e
gdzie
gi - V;'TX7 (54)

v, jest wektorem wag. Wielkosci ¢g; sumuja sie do jedynki oraz sg dodatnie. Za
ich pomoca przeprowadzony jest podziat przestrzeni wejsciowej. W analogiczny

sposOb dziatajg sieci bramkujace na nizszym poziomie. Produkuja one wielkoSci
ebii

S (55)
k

gj)i =

gdzie

fij = VZT]-X .
Indeksy 7 j oznaczajg wyjScie j sieci bramkujacej 7. g;; sg takze dodatnie, su-
muja sie do jedynki i wprowadzaja podziat przestrzeni wewnatrz podziatu usta-

lone przez siet bramkujaca wyzszego rzedu. Na kazdym poziomie drzewa, poza
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li5¢mi, tworzona jest kombinacja liniowa wynikéw otrzymanych z sieci lezacych
ponizej. Wspotczynnikami tej kombinacji sg oczywiscie wartosci g. Na drugim
poziomie mamy

i = Zgnjﬂz‘j ) (56)

J
na pierwszym za$
M= Zgz‘ﬂi . (57)

Wektor 4 jest wynikiem catej sieci. Zarowno wspotczynniki g jak i wektory
zaleza od wektora wejsciowego x. Funkcja realizowana przez sie€ jest zatem nie-
liniowa. Mozna pokazac na przyktadzie jednopoziomowej sieci jak dokonuje ona
podziatu przestrzeni wejsciowej. Mamy tylko jedna sie¢ bramkujaca i dwie pod-
taczone do nigj sieci ekspertowe — liscie. WartoS¢ ¢g; wyraza sie wzorem

3

e 1
et + € 14 e (vimv)Tx]

g1 = (58)

Jest to funkcja logistyczna (sigmoida), ktorej 0§ podejmowania decyzji (czyli po-
dziatu przestrzeni) wyznaczona jest przez wektor v; — v,. Wynikiem dziatania
sieci jest kombinacja g, 41 + gopto. POniewaz g, = 1 — ¢, to wzdtuz osi podziatu
mamy g; = g = % I obie sieci ekspertowe maja jednakowy udziat w tworzeniu
wyniku kohcowego. Gdy odsuwamy sie od osi podziatu, jedna z sieci ma wigk-
szy wkiad od drugiej. W ten sposob wyniki z obu sieci ekspertowych sg brane
pod uwage. Taki podziat przestrzeni wejSciowej nazywany jest ,,miekkim" (ang.
soft). WielkoS¢ wektora v; — v, okresla wkasnosci funkcji logistycznej. Dla duze-
go wektora v, — vy podziat jest ostry i realizowana przez siec funkcja jest funkcja
kawatkami liniowa, w przeciwnym wypadku wynik dziatania sieci zbliza si¢ do

sredniej 11 + 1 pio.
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Dziatanie sieci typu HME mozna opisac statystycznie jako podejmowanie na
kazdym poziomie (posuwajac sie z gory na dot) stochastycznych decyzji, za-
gniezdzajacych sig i tworzacych drzewo. Mozemy interpretowac g;(x, v)) oraz
g5i(x, v{;) jako prawdobiefstwa zwiagzane z decyzjami odpowiednio na pierw-
szym i na drugim poziomie drzewa. Indeks 0 oznacza ,,prawdziwe" wartoSci pa-
rametrow [JJ]. Pojawiajace sig¢ dalej wielkosci bez indekséw przypisane sg kon-
kretnym realizacjom tej sieci. Rozk#ad opisujacy te prawdopodobiehstwa jest roz-
ktadem wielomianowym [JJ], [Z]. Jest on zdefiniowany nastepujaco. Wezmy m
niezaleznych doSwiadczeh, mogacych zakonczy¢ sie jednym z n wynikdw. p; jest
prawdopodobiehstwem i—tego wyniku. Niech Y; bedzie liczba doSwiadczeh za-
kohczonych wynikiem i, = 0,1, ... n. £3czny rozktad zmiennych losowych Y;

nazywamy rozktadem wielomianowym [Z]. Rozkfad ten dany jest wzorem:

m!
PYi=y,Yo=1o,... Y, =y,) = pi'py...pln . (59)
Bi=n¥ =0 )= D
Zachodzi:
> opi=1. (60)
=1

Rozklad ten nalezy do rodziny wyk#fadniczej rozktadow [Z], [3J].

Podjete decyzje tworzg Sciezke wzdtuz gatezi drzewa i nastepuje przypisanie
argumentowi x wartoSci wyjsciowej y. W wyniku dziatania sieci eksperckiej otrzy-
mujemy

py = f(ULx), (61)
gdzie f jest funkcja przejscia. Otrzymana warto$c M?j jest Srednig pewnego roz-

ktadu warunkowego P modelujacego dane:

P(y|x, 0%) ) (62)
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Parametry tego rozktadu sktadaja sie z wag U oraz dyspersji gb [JJ]:

(63)

Catkowite prawdopodobiehstwo otrzymania y z x po przejsciu catego drzewa jest

iloczynem prawdopodobienstw z obu poziomdw:
Y|X 00 Zgz Zgﬂz X, z_] Y|X7 z]) (64)

Rozktad P(y|x, 6};) jest wybierany w zaleznoSci od zastosowania sieci z tzw. ro-

dziny wyktadniczej rozktadéw [Ama], [Z]. W przypadku regresji jest to rozkiad

1 .
55y = pig) (v — i) | parametry dysper-

sji to elementy macierzy kowariancji X = 021, za$ w przypadku klasyfikacji roz-

gaussowski P(y|x, 6;;) = exp( —

ktad Bernoulliego P(y|x,0;) = uf; (1 — i)' 7Y, w ktérym stata u;; jest praw-
dopodobienstwem zakwalifikowania x jako sukcesu. Warto zauwazy¢, ze rozkiad
Bernoulliego nie posiada parametrow dyspersji.

Prawdopodobiehstwa dzielimy na a priori i a posteriori. Tymi pierwszymi
sg gi(x,vY) oraz g;.(x, U) gdyz obliczane sa tylko na podstawie znajomoSci
wartoSci wejsciowej x. Prawdopobienstwa a posteriori mozemy obliczy¢, znajac

jednocze$nie wartosci wyjsciowe, za pomoca wzoru Bayesa:

i %: 951iPi; (y)
= 65
Zi:gz‘%:gj\ipij(}’) (©
oraz

e %: 9P (y)

dla pierwszego i drugiego poziomu, gdzie P;;(y) = P(y|x, 62,).

¥
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Mozemy teraz znalez¢ logarytm estymatora wiarygodnoSci najwigkszej para-

metrow 6, opartego na zbiorze relacji wejécie-wyjécie X = {(x, y(”)}ivzl:
10:2) =3 In > " > gl Py(y™) (67)
t i j

Majac taki estymator mozemy szukat parametrow sieci, ktora bedzie najlepiej
przyblizata dane treningowe, poprzez rdzniczkowanie tej funkcji wzgledem pa-
rametrow @ i znalezienia jej maksimum. Na tej podstawie zostaty skonstruowane
algorytmy uczenia parametréw zarowno w wersji on—line jak i batch’owej [JJ].

Ciekawsze jest rozwigzanie problemu nauki sieci HME za pomoca algorytmu
EM.

Algorytm EM jest statystyczng metoda uczenia sieci neuronowych. Jesli dane
przetwarzane przez sie€ sg zaszumione i w zwigzku z tym opisywane jakim$ roz-
ktadem prawodopodobiefnstwa , mozemy sprobowac opisac dziatanie sieci w spo-
sob statystyczny [Ama], [PG]. Dla danej sieci okreSImy warunkowy rozkfad praw-
dopodobienstwa P(x|y;#)). Stuzy on do obliczania prawdopodobiehstwa otrzy-
mania w wyniku dziatania sieci wektora y, jesli na wejsciu podalisSmy wektor x.
Parametry 6 = (6,,0s, ..., 0,) okreSlaja ten rozktad i mozemy je zmieniac. Deter-
minujg one dziatanie sieci. Mozemy zdefiniowac n-wymiarowa rozmaitos¢ S za-
wierajaca wszystkie mozliwe do uzyskania przez zmiany 6 rozktady prawdopodo-
bienstwa. Parametry 6 petnig role wspdtrzednych w tej przestrzeni. Z kolei mozna
w rozmaitosci 0 wyroznic
podrozmaitoS¢ M, na ktorg beda sie skfadat wszystkie rozktady opisujace da-
na siec. Dane stuzace do nauki sieci okreslaja pewien rozktad prawdopodobien-
stwa. W przypadku, gdy nie posiadamy peinych danych, zamiast jednego roz-
ktadu (punktu) w S otrzymamy podrozmaito$¢ D, zawierajgca mozliwe rozktady

danych. Nauka sieci, czyli poszukiwanie takich parametrow 6, aby wyniki dawa-
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ne przez sie¢ byly jak najbardziej zblizone do danych relacji wejScie—wyijscie,
polega na znalezieniu takich punktéw w M i D, ktére minimalizuja odlegto$¢ po-
miedzy tymi podrozmaitoSciami. Punkt nalezacy do M daje parametry tej sieci, a
punkt nalezacy do D pozwala znalez¢ brakujace dane. Algorytm EM jest iteracyj-
na metoda poszukiwania estymatora najwigekszej wiarygodnosci, czyli punktu w
M oraz jednocze$nie znajdowania warunkowej wartoSci oczekiwanej nieznanych
zmiennych—punktu w D. Sktadaja sig nah trzy kroki:

1. Ustalenie poczatkowych parametrow opisujacych sie€. Zostaje w ten sposob
wyznaczony punkt w M. Jest to poczatkowy stan sieci.

2. Krok E (ang. Estimation). Na podstawie znanego teraz rozktadu opisujgce-
go sie€ nalezy policzy¢ warunkowa wartos¢ oczekiwang. Warunkiem jest zacho-
wanie znanej nam czesci danych. Otrzymujemy tymczasowy punkt nalezacy do
podrozmaitosci D.

3. Krok M (ang. Maxymalization). Na podstawie znanych, teraz kompletnych
danych, trzeba obliczy€ estymator najwigkszej wiarygodnosci, czyli znalez¢ punkt
nalezacy do M, przedstawiajacy rozktad prawdopodobiehstwa realizowany przez
sie€ najlepiej przyblizajaca znany na tym etapie rozktad danych.

Takie naprzemienne wykonywanie krokow E i M jest zbiezne i prowadzi do
uzyskania punktéw minimalizujacych (lokalnie) odlegto$¢ miedzy M i D [Ama],
[JJ]. Punkty te opisuja najlepsza siec i dostarczajg brakujgce dane.

Aby méc zastosowac algorytm EM do nauki sieci HME, nalezy wprowadzic
owe zmienne ukryte. Niech zbior ) bedzie zbiorem danych kompletnych, posia-
dajagcym obok znanych zmiennych X' zmienne ukryte Z. Zbior X' zawiera za-
tem zmienne niekompletne. Odpowiedni rozktad prawdopodobiehstwa oznaczmy

przez P(x, z|x, ). Jest to rozktad warunkowy zmiennych y i z. Logarytm esty-
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matora najwiekszej wiarygodnosci [.(6; )) obliczamy zgodnie z tym rozktadem i
odnosi sie on do zbioru kompletnego ) (indeks ¢). Mozemy teraz wykona¢ kroki
algorytmu EM. Krok E polega na obliczeniu wartosci oczekiwanej estymatora dla

kompletnego zestawu zmiennych:
Q(0,0") = E[1.(6; V)| x], (68)

gdzie p numeruje kolejne iteracje.

Jest to warunkowa warto$¢ oczekiwana, gdyz zadamy, aby znane dane znaj-
dujace sie w zbiorze X pozostaty bez zmian (jest to warunek pozostania w pod-
rozmaitosci D).

Krok M maksymalizuje tak otrzymana funkcje ze wzgledu na parametry ),

dajac nowy ich zestaw:
0P+ = arg max Q6,0%)) (69)

co prowadzi do ulepszenia estymatora uzyskanego na podstawie danych kom-
pletnych. Interesujacy nas tak naprawde estymator oparty o niekompletne dane
1(0; &) takze powieksza sie z kroku na krok, dazac do wartoSci stacjonarnej [JJ].

W celu zastosowania algorytmu EM do nauki sieci HME wprowadza sig do-
datkowe, ukryte, zmienne z; i z;;;. Na kazdym poziomie drzewa tylko jedna z nich
moze mie¢ wartoS¢ jeden, pozostate maja wartoS¢ zero. Sg to wiec pewnego ro-
dzaju flagi. Przez z;; oznaczmy iloczyn zmiennych z; i z;,. Flagi owe okre$lajg,
ktora z sieci eksperckich zostata wybrana podczas dziatania sieci. Rozktad praw-
dopodobienstwa zawierajacy te nieznane zmienne mozna zapisac, wykorzystujac

ich wkasnosci w postaci:
Ply®, 27 x0,6) = g" g Py(y®)

i Jjli
20 (70)
= i Py )}
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Stad wz6r na logarytm estymatora najwiekszej wiarygodnosci, obliczonego na

podstawie kompletnych danych wyglada nastepujaco:
L(6,Y) = TTTA Din {9 g\l Py(y ")}
(71)
= XX Z 2 {Ingl” + Ingl) +In Py(y®)} .
(]

Poréwnujac ten wzér ze wzorem (67) na logarytm estymatora okre$lonego na pod-
stawie danych niekompletnych widzimy, ze w wyniku wprowadzenia zmiennych
2; 1 zj|; Jego struktura ulegta uproszczeniu. Mamy teraz sume logarytmow zamiast
logarytmu sumy. WartoS¢ oczekiwana parametrow #”, obliczona za pomoca tego

estymatora jest nastepujaca:
Z Z () (v (D)
Z h {lng + lngﬂi +InPy(y™)}, (72)

gdzie hi; = hshyy. Wykorzystano tu fakt, ze B[z |X] = h{Y [1J]. Majac tak okre-
S§lona funkcje zmiennych 6, mozemy przystgpi¢ do wykonywania kroku M, czyli
szukania maksimum tej funkcji ze wzgledu na parametry 6. Jak pamigtamy, sg to
parametry U,; sieci eksperckich oraz v; i v;; sieci bramkujacych obu poziomow.
Sposob zaleznosci funkcji Q od parametrow poszczegdélnych sieci powoduje, ze
otrzymamy trzy niezalezne problemy maksymalizacyjne:

dla parametrow sieci eksperckich

v]

oP+y — arg max Z hg) In Hj(y(t)) : (73)
1] t
dla parametrow sieci bramkujacych pierwszego poziomu

v = arg max >N h in ) (74)
otk

oraz dla parametréw sieci bramkujacych poziomu drugiego
(pH = argmaxzz:h Zh”klngmz. (75)

43



Zastosowanie algorytmu EM i wprowadzenie ukrytych zmiennych =z doprowa-
dzito do uzyskania szeregu niezaleznych zagadnieh maksymalizacyjnych, z kto-
rych kazde odnosi sig réwniez do pewnego estymatora najwigkszej wiarygodnoSci
[JJ]. Problem nauki catej sieci rozpadt sie na niezalezne zagadnienia maksymali-
zacyjne okreSlone dla poszczeg6lnych sieci eksperckich oraz, takze niezalezne,

zagadnienia klasyfikacyjne dla sieci bramkujacych.

Przykitad prostego algorytmu lokalnego

Prosty algorytm przyblizajacy funkcje za pomoca odcinkow prostej. Dane poda-
wane sa w postaci par (z, y), uzyskanych w wyniku losowego probkowania funk-
cji f: R* — R'. Po otrzymaniu dwu takich par (xy,y1), (22, 92), punkty przez
nie reprezentowane sg faczone prosta [, (=). Zadajac maksymalna wartoS¢ bedu
przyblizenia e patrzymy, czy dla nastepnych punktéw zachodzi |y; — I1(x;)| > e.
JeSli tak jest, to prosta /;(x) dzielimy na dwie w punkcie z;; jeSli z; < z; < x
lub prowadzimy nowa prosta do x;, jezeli ten znajduje sie poza tym przedziatem.
Dodajemy zatem nowe odcinki prostych, gdy posiadane dotychczas przyblizenie
jest niezadawalajace. Jest to przyktad algorytmu dziatajgcego w oparciu o stale
naptywajace dane (ang. on-line). Podziat przestrzeni wejsciowej (czyli prostej R*
) jest ostry, dokonany za pomoca prostokatnej funkcji przynaleznoéci. Jesli no-
wy punkt znajdzie sie pomiedzy dwoma juz znanymi, to warto$¢ funkcji w tym
punkcie obliczana jest na podstawie funkcji liniowej przechodzacej przez te dwa
punkty, bez zadnego udziatu sasiednich przyblizeh. Uzycie takiej funkcji prowa-
dzi do linearyzacji struktury sieci. W tym prymitywnym algorytmie wystarczy
przechowywt tylko punkty definiujace proste.

Przykiad jego dziatania pokazany jest na rys.(9), dla funkcji sin(27x),z €
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[0, 1], ¢ = 0.4. Duza wartoS¢ e zostata wybrana w celu umozliwienia wizualizacji

procesu przyblizania.
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Rys.(9) Kolejne kroki przyblizenia dokonywanego poprzez dodawanie odcin-

kow proste;j.

Aby wygtadzi¢ funkcje przyblizajgca mozemy wprowadzi¢ nowg, rozmyta
funcje dzielaca przestrzen wejScowa. W przyblizeniu beda wigc uczestniczyty
wartosci funkcji liniowych sasiednich przedziatdw.

Niech bedzie to iloczyn dwu funkcji sigmoidalnych o nastepujgcej postaci:

1 1
X('r? xpvxk> = xr — xp * xk — (76)

l+e B l+e D
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gdzie parametr [ reguluje nachylenie zboczy tej funkcji, za$ z,, z;, to poczatek i
koniec przedziatu.

Na rys.(10) widzimy funkcje x(z, 0, 1) z parametrem 5 = 0.08.

Rys.(10) Rozmyta funkcja podziatu x(z, 0, 1).

Przyblizenia uzyskane po wprowadzeniu takiej funkcji podziatu z globalnym

parametrem (3 widzimy na rys.(11) dla § = 0.15 i narys.(12) dla g = 0.05.

Rys.(11) Wygtadzone przyblizenie, 5 = 0.15.
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Rys.(12) Wygtadzone przyblizenie, 5 = 0.05.

Wydaje sie konieczne znajdowanie wielkosci § dla kazdego przedziatu od-
dzielnie, iteracyjnie w metodzie on—line lub poprzez minimalizacje kwadratowej
funkcji btedu wzgledem kazdego (3, na podstawie zbioru treningowego w wersji
batch’oweyj.

Algorytm ten moze pracowac z danymi do nauki zebranymi w zadany zbiér
{(z4,y:)}~, (ang. batch). Trzeba okresli¢ potozenie odcinkéw prostych, przy za-
ozeniu, ze taczy€ one beda punkty nalezace do tego zbioru. Wezmy trzy kolejne
punkty (z;, v:), (zit1, Yir1), (Tite, yire). Niech skrajne punkty faczy prosta /(x) o
rownaniu:

Yi — Yit2 Yitoli — YiLit2 ' 77)

Y= T+
Ty — Tiy2 Ty — Ti42

Mozemy policzy¢ wartoS¢ tego liniowego przyblizenia dla ;. ; i poréwnac z za-

dang wartoscig y; 1, obliczajac biad:

Err(ri,) = ‘l(iﬁm) — Yit1
(78)

Yi(Tigr — Tiva) — Yirr (T — Tign) + Yigo(Ti — Tigy)
Tiy — Ti4o
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Zdefiniujmy teraz w punkcie x;; dyskretng druga pochodng przyblizanej funkcji

f:

9 <yi+2 — Yit+1 n Yi — Z/i+1>
d}(l‘prl) — Ti42 — Tijt1 Tit1 — T4 ) (79)
Tiyo — X4

Jej dziwna forma wynika z tego, ze jest obliczana na nierownomiernej siatce
punktow x;, x; .1, x;1 0. W przypadku, gdy punkty leza oddalone o statg odle-

gtoSC h, wzor ten przechodzi w znany symetryczny wzér na druga pochodna:
Yi — 2Yit1 + Yigo
h2

di(Tig1) = . Zauwazy€¢ mozna nastepujaca zaleznosc:

1
§|d;ﬁ($i+1)|($i+2 — @i1)(Tip1 — i) = Err(zign) . (80)

Warunek Err(x;1) < e mozna wiec przetozyC na warunek na tak policzona

druga pochodna w punkcie x; . 1:
1 1
§|df(~’17z‘+1)|(37i+2 — Tiy1) (Tip1 — 7)) S €. (81)

Skalownie pochodnej poprzez szerokosci przedziatow pozwala wyeliminowac skut-
ki zamiany zmiennych typu x — ax, ktére zmieniaja druga pochodng, a nie maja
wptywu na popetniany biad.

W tej wersji algorytmu umiejscawianie odcinkOw prostej bedzie wigc prze-
prowadzane na podstawie wartoSci obliczonej we wszystkich punktach (poza krah-

cowymi) zbioru {(z;, y;) }1_, drugiej pochodnej i zadanej wartosci btedu e.

7 Zastosowanie funkcji odlegtosci do klasyfikacji wzor-
cow bitowych

Wzorcem bitowyn b o dtugoSci n nazywamy cigg n wartosci 0 lub 1,6 = {b1, ba, ..., b, }.

Przestrzenh, do ktorej naleza takie ciagi, oznaczmy przez B™ (analogia do R"™),
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gdzie B = {0, 1}. Mozna ja przedstawic jako zbior wierzchotkdw n wymiarowego
hiperszeScianu o jednostkowym boku.

Klasyfikacja polega na przydzieleniu wzorcodw wejsciowych do klas, ktérych
klasyfikator nalezy nauczy¢ na podstawie podanych przyktadéw. Musimy zatem
posiadac zbior przyktadowych wzorcéw wraz z opisem klas, do ktérych one nale-
z3. Ich liczba powinna wystarczy¢ do okreSlenia wszystkich parametrow klasyfi-
katora. Zadaniem klasyfikatora jest prawidtowe przypisanie klasy znanym wzor-
com oraz okre$lenie klasy nieznanego wczesniej wzorca - generalizacja lub stwier-
dzenie, ze nie potrafi dokona¢ klasyfikacji. Klasy opisane sg poprzez nalezgce do
nich wzorce np. wzorzec B nalezy do klasy zawierajgcej wzorzec A.

Konstrukcje takiego klasyfikatora mozna oprze¢ na funkcji odlegtosci, zdefi-
niowanej na przestrzeni B™ i posiadajacej podlegajace adaptacji parametry. Po-
przez dobdr odpowiednich wartoSci tych parametréw mozna osiggnac zadang kla-
syfikacje. Odlegtosc to funkcja d : B™ x B®™ — R, spetniajaca nastepujace
warunki :

—d(z,y)=0x=y
—d(z,y) = d(y, ) symetria
—d(z,y) + d(y, z) > d(x, z) nierbwnos¢ trojkata.

Dziatanie klasyfikatorow opartych na funkcji odlegtosci polega na zamianie
relacji wejscia — wyjscia zadanych w postaci zbioru do nauki na warunki nato-
zone na funkcje odlegtosci. Funkcja wyjSciowa jest okreSlona nastepujgco. Dla
wartoSci wejsciowych znanych juz klasyfikatorowi jest ona réwna odpowiedniej
wartoSci wyjsciowej (takze znanej). Dla nowych wartosci wejsciowych zalezy od
wartoci znanych wzorcdw lezacych w odlegtoSci mniejszej, niz pewne m od wzor-

ca wejsciowego. Wartoscig wyjSciowa klasyfikatora jest np. stwierdzenie, ze dwa
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wzorce naleza do tej samej klasy, badz ze maja te sama parzystoSc.

W celu uzycia funkcji odlegtosci do klasyfikacji wzorcow bitowych lepiej na-
tozyC na nig dalsze ograniczenia, aby uzyskac ostre rozgraniczenia dla wzorcow
nalezacych do réznych klas. Niech wiec, jeSli wzorce naleza do tej samej klasy,
ich odlegto$¢ wynosi 0, a w przeciwnym wypadku 1. Prowadzi to do nastepuja-

cych warunkoéw na funkcje d:

d(z,y) =0ANd(y,z) =0 = d(z,z) =0

dlz,y) =1Nd(y,2) =0 = d(z,2)=1 ©2)
dlz,y) =0Nd(y,2) =1 = d(z,2)=1

dz,y) =1Nd(y,2) =1 = d(z,2) €{0,1}.

Klasyfikator stuzacy do klasyfikacji wzorcéw na podstawie tzw. wihasnoSci
(ang. features) zostat opisany w [DD]. WiasnoSci rozumiane s3 jako ustawienia
bitow na konkretnych pozycjach wzorca np. wyrdznikiem klasy jest jedynka na
drugiej pozycji wzorca. Odpowiednia funkcje odlegtosci dla wzorcdw o dtugosci

n mozna zdefiniowac nastepujaco

d/\(av b) = Z)\z’|ai - bi‘ ) (83)
i=1
gdzie
\i € RY,
a=(ay,as,...,a,),

b= (bi,bo,...,by).

Taka funkcja spetnia wszystkie warunki (82) [DD].
Pojemnos¢ klasyfikatora dziatajgcego w oparciu o funkcje d, mozna okre-

§li¢ nastgpujaco. Niech p bedzie liczba A; réwnych zeru. Wartosci odpowiednich
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sktadowych wzorca nie sg wiec istotne dla zaklasyfikowania ich do danej klasy.
Do klasy moze zatem naleze¢ 2P r6znych wzorcow. 1105¢ klas rowna jest iloSci
mozliwych umieszczeh p nieistotnych wartoSci w ciggu o dtugosci n i wynosi
n) Mozliwe sposoby klasyfikacji dla wzorcow o dtugosci n = 2 podane sg w
taztjelce tab.(2).
Mozna teraz podaC przyktad konstrukcji takiej funkcji dla trzech wzorcow
A, B,C,n = 7[DD]:
A=(0,1,0,1,0,1,1),

B=(0,1,1,1,0,1,0),
C=(1,1,0,1,1,1,1).

Chcemy je tak sklasyfikowac, aby class(A) = class(B) # class(C'), czyli wzor-
ce a i B naleza do tej samej klasy, zas wzorzec C' do innej. Takie zatozenia stano-

wia zbior danych do nauki klasyfikatora.
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Odlegoci

Metryka

Klasyfikacja

C) = {(07 0)7 (07 1)}

Ol = {(07 0)7 (07 1)? (17 0)7 (17 1)}

Cr ={(0,0)}
Co={(0,1)}
C3 = {(170)}
Cy=A{(1,1)}

Tab. (2) Kilasyfikacje wzorcow o dtugosci n = 2 [DD].

Funkcja odlegtosci musi zatem spetniaC nastgpujace warunki:

d/\(A, B) - O,

dr(A,C) =1,
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d\(B,C) = 1.

Ostatni warunek jest nadmiarowy, wynika on z wtasnosci (82).

Z pierwszych dwu warunkéw mozemy utozy¢ réwnania na wspotczynniki \;:
dA(A,B):0:A3+)\7:>/\3:/\7:1

dk(A,C):lz/\l ﬁ)\lzl

Pozostate wspotczynnki maja dowolne wartosci. Widzimy, ze wkasnoscia, ktora
wyroznia elementy klasy, do ktorej naleza A i B od elementow klasy, do ktorej
nalezy C, jest wartoSC pierwszego elementu ciagu, za$ réznice na pozycjach 3
i 7 nie maja znaczenia. Wezmy teraz czwarty wzorzec D = (0,1,1,1,0,1,1) i

policzmy odlegtoSci od pozostatych elementow:

d/\(A,D) — O,
d)\(BuD) = 07
d\(C, D) = 1.

Wzorzec ten zostat wigc zaliczony do tej samej klasy, do ktorej nalezg wzorce A
i B. Jest to przyktad generalizacji. Inng wiasno$¢ takiego klasyfikatora mozna
opisac w nastepujacy sposob. Niech wzorzec £ ma posta¢ £ = (0,0,0,1,1,0,1).
Nie nalezy on do tej samej klasy co C, gdyz rozni sig od elementu C' wartoScig
na pozycji jeden. Do klasy zawierajacej A i B moze naleze¢ lub nie, gdyz jak
wspomniano wyzej wartosci A; na pozycjach 2, 5, 6 sa nieokreslone. Jesli zechce-
my go wigczy€ do klasy zawierajacej A i B, musimy wyzerowac wspotczynni-
Ki o, A5, A\, gdyz wzorzec E rozni sie od A i B wartosciami tych sktadowych.

Wprowadzenie takiej poprawki do funkcji odlegtoSci spowoduje, ze do class(A)
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beda zaliczane wszystkie wzorce (6) roznigce sie od A pozycjami 2, 5, 6 (dla
ktorych dx(A, X) = > ).

Inny przyktad zasfte;ézsvania klasyfikatora opartego na funkcji odlegtoéci, tak-
ze pochodzacy z [DD], to klasyfikator dokonujacy podziatu wzorcow ze wzgledu
na parzystoSc tj. parzysta badz nieparzysta ilos¢ sktadowych o wartoéci 1. Klasy-
fikator okreSla dla dwu wzorcow, czy majg one te sama (odlegtoS¢ rowna 0), czy
rozna (odlegtoS¢ rowna 1) parzystosc.

Jest on oparty na funkcji odlegtoSci d. postaci:

d(a,b) = |58 a0) = 1.0) = Yo () — .0, (84)
i=0 k=1 i=0 j=1
gdzie
v € RT
oraz
1, gdyz=0;

5 =
(=) {O, gdy x #£ 0.

Aby funkcja dawata poprawne wartosci, nalezy znalez¢ wartoSci parametréw
i, = 0...n. Parametr \; mnozony przez niezerowa wartos¢ stwierdza istnienie
1 ustawionych bitow we wzorcu. Do klasyfikacji ze wzgledu na parzysto$¢ wy-
starczy wiec parametrom o indeksach parzystych nadac te same wartosci (np. 1),
a wszystkim parametrom nieparzystym inne (np. 0).

W ten bardzo prosty sposéb mozna dokona¢ operacji, z ktéra ciezko dajg sobie
rade sieci ze wsteczng propagacja btedu.

Stosuje sie rowniez funkcje odlegtosci o wartoSciach ciggtych [DD], [Alb].

Funkcje odlegtosci dwu wzorcow b! i b mozemy takze zapisat w ogolnej
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postaci [Alb]:

ds(b',6%) = > Nilby — b}[(seq(b') + seq(b?)), (85)
=1
gdzie
n—j+1 j n—j+1 j
seq(b') = Zﬁy Z Qg - ku+z+2% Z Qg - H55k+l>0 (86)
j+1 J+1

oraz i € {0,1}, \;, ax, B;,v; > 0. Parametry «y, wskazuja, gdzie zaczynajg sig
ciagi jedynek i zer, 3; okreSlajg iloSC sasiadujacych ze soba jedynek, za$ ~; zer.

Okazuje sie [Alb], ze stosujac tak zdefiniowana funkcje odlegto$ci mozna
osiggnat dowolne uporzadkowanie odlegtosci przez doboér odpowiednich war-
tosci parametrow(autor [Alb] zaktada, ze rozktad prawdopobienstwa pojawiania
sie wzorcow jest jednostajny ). Poniewaz funkcja odlegtosci d, dla \; = 1 oraz
iy o, B, v; = 0 przechodzi w miarg Hamminga d ; [Was], to podczas nauki tych
parametrow najlepiej zaczaC od dy, nastepnie zmieniac \;, a dopiero na kohcu
wprowadzac niezerowe (ale mate) pozostate parametry. Powoduje to powstawa-
nie na poczatku duzych, gtadko wyréznionych klas.

Metody takie znalazty zastosowanie do porownywania sekwencji molekut [Alb]

oraz do klasyfikacji fonemow [DD], [Alb].

8 Dodatek. Estymatory Bayesowskie

Zacznijmy od przypomnienia twierdzenia Bayesa o prawdopobienstwie warunko-
wym. Jesli zdarzenie B moze zajs¢ tylko w wyniku zajscia ktorego$ z roztacznych
zdarzeh A;, to istnieje nastepujaca zaleznosc:

P(B|A;) P(A)
2 P(BlAi) P(Ai)°

P(Ai|B) = (87)
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gdzie
P(4;) , to prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia A;,
P(B|A;) , towarunkowe prawdopodobiehstwo zajscia B,
jesli wystapito A;,
P(A;|B) , toprawdopodobienstwo tego, ze zdarzenie A,
byto przyczyna zajScia zdarzenia B.
W?z6r ten znalazt zastosowanie przy obliczaniu prawdopodobiehstw a poste-
riori h; i hj;; w weztach drzewa decyzyjnego sieci HME.
Mozna zrobi€ z niego jeszcze inny uzytek [EDJ]. Zamiast interpretowac A
i B jako zdarzenia, stwierdzmy, ze sg to hipotezy. Wowczas prawdopobienstwo
P(A;) trzeba traktowat jako poziom ufnoSci dla hipotezy A;; jest to wiedza a
priori. P(A;|B) opisuje wtedy wiedze a posteriori, uzyskana w wyniku zajscia
zdarzenia B (np. wykonania doSwiadczenia). P(B|A;) to prawdopodobienstwo
wystapienia B, jesli spetniona jest hipoteza A;.
Nie zawsze znamy catkowite prawdopodobiehstwo (dla hipotez wykluczaja-
cych sie) P(B) = ; P(B|A;) P(A;) zajScia zdarzenia B przy dowolnej hipote-

zie. Wz0r (87) przechodzi wowczas w nastepujaca relacje:
P(A;i|B) o< P(B|A;) P(A;). (88)

Pozwala ona porownywac prawdopobienstwa a posteriori roznych hipotez.

W przypadku ciggtych zmiennych losowych zamiast prawdopodobienstw ma-
my ich rozktady, opisane gestoSciami. Zatézmy, ze N wymiarowa zmienna loso-
wa X ma gestoS¢ rozktadu p(X|6) zalezng od parametru ¢, mogacego przyjmowac
rozne wartoSci. Estymacija tego parametru polega na znalezieniu jego wartoSci na
podstawie znanych obserwacji X. W klasycznej metodzie estymacji zaktada sie,

ze parametr 6 ma jaka$, nieznang , ale ustalong wartos¢, ktérej poszukujemy. Od-
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mienne jest podejScie bayesowskie, ktore stwierdza, ze 6 jest takze zmienna loso-
wa, ktorej rozktad p(#) znamy na podstawie dokonanych uprzednio doSwiadczen
lub ktory wynika z jakis naszych przekonan, czy zatozen. Jest to nasza, subiek-
tywna, wiedza a priori lub, w dwu ostatnich przypadkach, stwierdzenie naszej

niewiedzy. Wzér Bayesa ma teraz postac:

P(01X) = p(X|6) p(9) (89)

[ p(X[0) p(0) do

Jesli nie znamy rozktadu brzegowego zmiennej X, wystepujacego w mianowniku,

otrzymamy tylko nastepujaca proporcjonalnosc:

p(01X) o< p(X10) p(0) , (90)

wykorzystang np. podczas wyprowadzania funkcji radialnych w [PG]. Majac do
dyspozycji znany zbiér dokonanych obserwacji X°, mozeny poréwnac p(6) i
p(0]X?), sprawdzajac jak nasza wiedza zmienia sie pod wptywem do$wiadcze-
nia [EDJ] i modyfikowaC nasza wiedze o parametrze 6. Rozktad p(6|X) mozna
wykorzystac, poprzez maksymalizacje, do znalezienia wartoSci # w rozpatrywa-
nym przypadku. W pracy [PG] maksymalizacja tego prawdopodobiehstwa prowa-
dzi do otrzymania formuty wariacyjnej na funkcje radialne. Hipotezg, czy wiedza
aprioryczng, jest tam zatozenie o gtadkosci szukanej funkcji f, wyrazone przez
funkcjonat gtadkosci (a wynikajace raczej z niewiedzy o funkcji f).

Podejscie bayesowskie ma rowniez zastosowanie w teorii podejmowania de-

cyzji [Z], [EDJ].
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9 Opis rysunkow

Rys.(13) Rysunek przedstawia sie¢ typu RN o n wejsciach i jednym wyjsciu.
Zawiera ona m funkcji radialnych (tutaj gaussowskich opisanych Srednig p i wa-
riancja o) do przechowywania wejsciowych wektoréw treningowych. WielkoSci
h; to wartoSci poszczeg6lnych funkcji na wektorze wejSciowym X, za$ w; to waga
danej funkcji. Na wyjsciu sieci dostajemy wazong sume wartosci funkcji. Rysu-

nek pochodzi z [Was].

Rys.(14) Widzimy tu sie€ typu RBF o n wejSciach i m wyjsciach, czyli przy-
blizajaca funkcje f : R™ — R™. Rodzaj tej sieci zalezy od tego, jak danym tre-
ningowym przyporzadkowywane sa funkcje radialne. Dodatkowe wezty dokonu-
ja normalizacji wartosci wyjsciowych, dzielagc wyniki otrzymane z jednej funkcji
przez sume wynikow wszystkich funkcji w warstwie ukrytej. Rysunek pochodzi
z [Was].

Rys.(15) Rysunek przedstawia sie€ typu Adaptive Mixture of Local Neural Ne-
tworks. Sktada sig ona z ¢ eksperckich sieci lokalnych i z sieci bramkujacej g. WZ-(O)
to wartoSci obliczane przez poszczeg6lne sieci lokalne (: =1, .. ., t), W;O) to wy-
nik sieci bramkujacej. Selektor stochastyczny dokonuje wyboru wyniku tej sieci
eksperckiej, dla ktdrej siec bramkujaca okresli najwigksze prawdopodobiehstwo
uzyskania prawidtowego wyniku. Moze on by¢ zastgpiony uktadem obliczajagcym

kombinacje liniowa poszczegolnych wynikow. Rysunek pochodzi z [Kv].

Rys.(16) Narysowana jest tu dwupoziomowa sie¢ typu HME. Zbudowana jest

z sieci eksperckich (na lisciach drzewa) i dwu poziomow sieci bramkujacych.
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Danymi wejSciowymi sg wektory x, wynikiem wektor y. Rysunek pochodzi z

[33].
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